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第 零 章 


前 牢 段 : 集合 论 
我 们 无 法 以 过 摩 短 的 篇 幅 来 传 迷 集合 论 的 重要 性 。 因 此 过 儿 所 著 重 的 


在 於 答 出 功 辑 的 完整 性 芒 固 定 我 们 未 来 所 要 使 用 的 符号 。 我 们 和 给 出 各 样 的 
定义 泡 贤 精 出 各 项 有 了 关 集 合 论 的 性 质 与 结果 。 


0.1 集合 


集合 论 里 所 有 居心 的 是 -一些 抽象 的 客体 ( object ) 以 及 出 过 些 客 笨 所 租 
成 的 各 种 集合 之 癌 的 各 种 天 你 。 我 们 莫不 再 花 功 夫 从 哲学 的 观点 定义 什么 
是 一 个 集合 , 我 们 着 儿 就 直接 接受 一 般 集合 的 禾 仿 而 将 其 当做 基础 , 用 以 
建立 我 们 的 理论 。 集 合 ( set ) 在 英文 中 有 下 列 的 同 闵 字 : class ( 种 类 ， 
年 级 ， 队 级 ) ，collection (收集 ,堆积 ) ，congliomeration( 集 块 ， 密 
集 画 类 ) ，bunch ( 串 , 束 , 斤 ) ，aggregate (和 集合, 粮 计 ) 。 因 此 所 
请 集合 就 是 把 随便 一 些 抽象 的 客体 放 在 一 起 加 以 考虑 成 一 个 对 象 的 巧 思 。 
在 上 面 杰 次 提 到 的 客体 ( object ) 的 概念 我 们 在 过 儿 也 直接 接受 坑 最 初步 
的 观念 而 不 另 加 解释 。 其 同 义 字 有 elen'>nt ( 元 素 ) ，point ( 点 ) 等 等 
。 最 后 我 们 也 把 存在 於 集合 与 元 素 之 间 的 天保， 例如 某 个 元 素 落 在 某 侦 集 
合 儒 的 攀 念 算 坟 最 初步 的 观念 而 不 另 加 解释 。 过 时 以 符号 筷 来 表 束 一 个 元 
素 落 在 某 集合 之 中 。 如 果 反 过 冰 要 设 某 个 元 素 不 落 在 某 集合 右 ， 则 记 久 托 。 

就 像 所 有 近代 的 数学 一 样 ， 当 我 们 把 过 些 最 初步 的 本 语 粉 定之 后 ， 我 
们 就 可 以 提出 一 套 妈 用 过 些 最 名 步 概念 的 公设 ( axioms ) 邓 级 ,然後 把 集 
合 论 发 展 成 一 过 贯 的 定 闵 与 定 f 系 炳 。 有 兴趣 的 汗 者 不 妨 参 考 J .Kelly 的 
[一 般 拓 模 学 」 一 书 的 附 儿 。 手 们 通 儿 兰 不 是 专门 要 介 厄 集合 论 。 因 此 其 
不 需要 用 和 过 样 马 格 的 方法 来 将 ,我们 所 寻 用 的 是 一 种 比较 直 绪 的 蘑 法 ,， 因 
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角 过 是 最 自然 也 最 常 央 用 的 。 

有 时 我 们 可 能 必须 考虑 某 个 集合 其 中 所 含 的 元 素 本 身 是 个 集合 。 因 此 
有 可 能 我 们 会 同时 提 到 x 扎 4 以 及 冯 和 Er。 过 时 右边 的 4 与 * 被 解释 成 集 
合 ， 左 过 的 x+ 与 4 袖 解 释 成 元 素 ,而 座 x 属於 4 ,又 说 4 属於 + 。 因 此 同 
一 个 4 或 彼 看 成 元 素 ，, 或 被 看 成 集合 主要 随 文 义 而 定 。 事 实 上 在 形式 的 集 
合 论 圳 ， 元 素 与 集合 的 酸 念 是 不 需 加 以 区 别 的 。 

通常 要 答 出 一 个 集合 最 方便 的 方法 就 是 把 过 集合 中 所 有 的 元 素 放 在 两 
个 大 括号 之 天， 或 者 在 过 两 个 大 括号 之 问 葵 出 此 集合 之 典型 元 素 。 兹 恕 明 
此 典型 元 素 所 需 满足 的 条 件 。 例 如 由 最 小 的 三 个 奇 自然 数 所 租 成 的 集合 可 
以 简单 的 写成 {1，3，5 } 。 另 外 如 果 以 Z 来 代表 所 有 整数 的 集合 ， 则 所 有 
奇数 记 构 成 的 集合 可 以 写成 : 


{x*|1 存在 nx EZ 满 足 x=28 二 1)j 
或 者 写成 : 
{x lx=2n+ 1 neZ} 或 {2n+ 11ne2Z)}. 


如 办 集合 4 中 所 有 的 元 素 也 都 落 在 集合 BB 之 中 , 则 说 4 过 集合 是 集合 
已 的 子 集合 ， 而 使 用 符号 


AcB 或 Bo>o4 


来 表示 。 注 间 上面 用 到 的 十 个 符号 Ee 及 C 都 具有 上 『 属 锥 」 的 息 思 ， 然 而 前 
者 表示 元 素 而 后 者 才 示 子 集 合 ， 其 意义 不 同 ， 应 设 仔 移 从 上 下 文 加 以 辨别 
。 对 於 一 个 单 只 包含 一 个 元 素 的 集合 {+ } 来 著 ，{xz)})C{fz} 是 有 意义 的 
。 运 时 我 们 常 省 略 大 括号 而 把 集合 {x* 】 写成 + ,因此 * Cx 是 有 车 闵 的 
。 反 之 如 果 我 们 高 + 妃 x* 就 不 上 共 意 闵 了 。 但 是 + {x} 逢 又 具有 意 闵 。 
因此 有 时 角 了 方便 而 省 略 符号 时 ,我们 必需 特别 小 心 辨别 文 闵 ， 驶 得 混 饶 
掉 了 。 

证 个 集合 及 与 8 相等 当 且 上 唯 当 4 CB 与 B Cc A 同时 成 立 。 这 时 我 们 记 
岛 4=B 。 我 们 以 做 常 以 iff 来 侣 祠 「 当 且 唯 当 」 (if and only if ) 过 
句 话 ， 因 此 就 褒 : 


0.2 集合 之 肥 算 3 


A=B iff Ac BHRBCc A. 


0.2 集合 之 汉 算 

任意 和 给 定 两 个 集合 4 及 8 , 则 其 交集 ( intersection)4 NB 就 定 议 局 
所 有 同时 属於 A4 也 属於 BB 的 元 来 。 至 於 其 联 集 (union) 4 UB 则 定义 坊 4 
与 如 中 所 有 元 素 的 全 体 。 因 此 求 雨 个 集合 之 交集 与 联 集 的 运算 可 以 写成 : 


AMB={x|xeAiRK xeB), 
A4UB={x|jxeA 或 者 XxEB}. 


由 伶 有 时 所 考 上 处 的 集合 可 能 超过 两 个 ,因此 我 们 更 好 来 答 出 交集 与 联 
集 的 一 般 化 定 闵 。 假设 /代表 指标 的 集合 ( index set ) ,现在 考虑 具有 如 
下 形状 之 集合 全 体 { 4。 |a EE J 了}, 而 定 闵 过 些 集 合 的 交集 恰 联 集 骗 : 


人 As. = (\ {A, | eJ) 
U 4 =U {As 1ae)) 


如 果 指 标 集 合 是 个 有 限 个 元 素 的 集合 ,例如 由 头 w 个 正 整 数 记 构成 ， 则 
上 面 的 交集 与 联 集 常 可 改 请 成 如 下 形式: 


镶 了 使 得 当 雨 个 集合 没有 任何 共同 元 来 时 其 交集 仍然 是 个 集合 ,我 们 
必须 引 和 大空 集合 的 概念 。 所 谓 空 集合 就 是 其 中 不 含 任何 元 素 的 集合 ， 通 党 
以 符号 外 表示 之 。 过 种 空 集合 非常 有 用 ， 我 们 更 可 以 把 空 集合 看 成 就 是 任 
何 集合 的 子 集合 。 

两 个 集合 4 与 8 的 差 集合 4 - 瑟 定 闵 储 所 有 落 在 4 中 但 利 不 属於 妃 中 
的 元 素 。 注 这 在 过 定义 中 已 不 见得 是 4 的 子 集合 。 但 是 在 特别 的 情形 党 已 
坑 4 之 于 集合 时 ， 我 们 就 说 4 一 8 镶 B 在 4 中 的 儿 集 (complement ) 。 如 
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果 4 代 表 某 个 固定 的 集合 ， 而 我 们 是 在 不 理 过 个 固定 集合 中 的 子 集合 的 问 
题 ， 则 我 们 常 略 去 4 不 提 ， 而 站 接 以 已 来 代表 如 在 4 中 的 余 集 。 


如 是 0.2.1 两 个 集合 4 办 妃 的 对 竹 差 ( symmetric difference ) 定义 坑 
: A 人 B=AUB-ANB= (4 一 B8)uU(B 一 A) 。 因 此 我 们 有 4AB= 
上 BB 人 4A 。 武 人 悚 明 上 面 后 一 个 等 式 。 另 外 又 媳 明 如 下 的 分 配 律 成 立 : 


GdADnCcC=(4ncjA(BnC) 


可 是 对 於 每 个 集 合 4， 都 有 4 和 人 A4=G。 


0.3 卡 氏 乘积 (Cartesian product ) 


一 个 有 序 对 ( ordered pair ) 由 一 和 组 有 秩序 的 元 素 所 租 成 ， 前面 的 元 
素 称 岛 此 有 序 对 的 第 一 个 元 来 或 第 一 个 座 标 , 而 后 面 的 元 素 称 坊 第 二 个 元 
来 或 第 二 座 标 。 如果 一 和 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 驴 4 E 4 ,而 其 第 二 个 元 素 
角 68 EB, 则 我 们 将 此 有 序 对 记 镶 (a ,5 ) 。 如 果 不 考 虑 道 两 个 元 来 的 前 
后 秩序 ， 则 襄 他 们 构成 一 个 无 序 对 ,而 以 通常 的 {a ,b } 表示 之 。 着 样 的 
无 序 对 理 话 考虑 两 个 不 相同 的 元 素 ,因此 e 关 ,而 且 {a ,5b)} 过 租 元 素 
就 是 {56 ,a } 过 和 组 元 素 。 可 是 如 果 我 们 考虑 有 序 对 的 话 , 前 后 两 个 位 置 具 
有 不 周 的 巧 义 ,因此 我 们 不 妨 考 虚 有 序 对 (4 ,a ) ， 就 是 其 第 一 及 第 二 座 
标 同 篇 a 的 有 序 对 。 同 时 按 定 义 (a ,5 ) = (cy,d) 当 且 唯 当 G= ec 以 及 
b =d 。 因 此 著 a 关 5 , 则 自然 (a ,8 ) 和 (ba) 。 

设 A4 ，B 角 两 个 集合 ,我 们 可 以 考 频 所 有 如 下 形状 之 有 序 对 的 集合 : 


AxB={(a,b)|laeA,beB) 


道 集合 舟 角 4 与 8 之 卡 氏 乘积。 
祝 题 0.3.1 4xB=Bx4 吗 ? 


我 们 可 以 重生 进行 卡 氏 乘积 的 运算 。 通 时 我 们 可 以 把 4x (BxC) 看 


0.4 夯 数 5 


如 (4xB)xC，, 而 褒 角 是 如 下 的 三 重卡 外 乘积 : 


AxBx C= {a,b,c)laeA,beDd,cecdl). 


因此 我 们 把 ((a.,5),c),(a,(b,c)) 及 (a,b,c) 看 角 同 一 个 元 
秦 而 不 加 以 区 别 。 更 一 般 也 可 以 效 厢 个 集合 的 卡 氏 乘积 :. 


Al x A x .-.. x A, 


如 果 适 些 集合 都 是 同一 个 集合 4 ， 则 我 们 可 以 用 4 "来 代表 ”个 4 的 卡 反 
乘积 。 

卡 氏 乘积 4 x 号 中 隧 便 一 个子 集合 3 都 可 以 看 成 栓 定 4 与 妃 问 的 一 个 
关 体 (relation ) 。 医 (a,5)ES，, 基 误 a 与 5 相册 ,而 记 镶 4Sb 。 例 
如 若 皮 4 = 妃 = 玉 篇 所 有 实数 的 集合 ， 我 们 可 以 考虑 了 小 於 」 的 硕 傈 <， 
盾 是 由 所 有 满足 第 一 个 元 素 小 於 第 二 个 元 素 的 有 序 实数 对 (x , y ) 所 和 组 成 
的 尺 x 民 中 的 于 集合 。 另 外 像 下 节 所 要 定 闵 的 西数 ,其实 也 是 一 种 特别 形 
式 的 角 保 。 

在 一 般 分 析 学 中 ， 或 者 在 绰 量 分 析 中 由 有 * 个 实数 集合 RR 所 人 艇 出 来 的 #% 
重卡 氏 乘 积 R* 特别 重要 。 常 n= 2 或 3 时 ，, 卡 氏 乘 积 R' 与 尺 ' 产 不 就 等 
从 通常 的 二 杂 芍 外 不 而 与 三 灯 欧 氏 空 间 。 其 向 的 差别 在 於 后 者 时 特别 於 其 
上 考 硬 某 种 特定 的 测 距 ,因此 就 具有 一 些 额外 的 精 构 。 此 外 在 葡 兵 空间 误 
所 有 点 或 万 有 直 粮 此 一 祝 同 仁 ， 没 有 什 珂 点 或 什么 直 粮 是 比 别 的 点 别 的 站 
稼 较 角 特 出 的 。 但 是 在 R" 中 就 有 座 标 系 炳 ， 因 此 其 原点 ( 0,0，0 ) 以 及 
三 休 座 标 理 车 需 尺 ” 中 特 出 的 点 或 直线 。 


0.4 本 数 

一 个 从 4 到 如 的 本 数 了 就 是 一 逢 能 对 每 个 4 中 的 元 素 泣 当 拱 定 一 侦 B 
中 元 素 = fa 的 法 则 ,通常 将 此 丙 数 记 仿 f:A4A 一 B 。 在 上 面 过 定义 中 使 
用 了 一 个 新 的 最 初步 的 观 合 『「『 法 则 」。 但 是 其 实 我 们 是 可 以 不 必 使 用 关 种 
新 的 梦 念 而 仍 能 定 蒜 两 数 的 。 其 做 法 如 下 : 

党 我 们 有 了 一 侦 责 数 / :4 一 8B ,就 可 以 立即 考 目 遂 侦 西数 的 加 形 ( 
graph ) ， 就 是 一 个 落 在 4 x 8B 中 的 于 集合 : 


6 第 守 章 集合 瑜 与 拓 楼 学 


{(a, J9) | a € A} 


A x 8 中 的 一 个 子 集合 要 能 成 角 某 个 函数 的 罚 形 的 话 就 必需 满足 某 些 特 币 
人 条件， 我 们 能 使 用 炖 粹 点 集 论 的 梧 语 来 表达 半 些 特征 条 从 。 有 了 画 数 就 能 
得 出 其 画 数 图 形 ,相反 的 ， 有 了 一 个 满足 适当 特征 条件 的 沙 数 图 形 ,我 们 
就 立即 可 以 得 出 其 相应 的 画 数 来 。 因 此 郴 数 与 机 数 图 形 其 实 是 同一 个 训 西 
。 事 实 上 在 民 常 的 用 法 庄 两 者 是 彼此 通用 的 。 我 们 各 兄 只 需 注 普 到 南 者 在 
观念 上 所 具有 的 轻微 差别 就 是 了 。 

和 与 本 数 局 义 的 字 有 好 多 ， 就 像 transformat ion ( 转换 ) ，map (映射 
) , mapping (映射 ) , 或 operator( 运算 , 算 子 ) 等 等 。 有 些 人 喜欢 控 
用 如 下 的 惯用 法 : 当 一 个 映射 或 运算 之 值 含 数值, 像 实 数 或 褒 数 时 , 才 识 
到 逢 映射 念 画 数 。 

要 表示 湛 数 在 某 点 的 值 ,通常 是 记 镶 f(a ) ， 但 是 我 们 在 本 书 中 都 要 
把 括号 去掉 ， 而 直接 记念 /a 。 除 非 < 本身 代表 一 个 复合 数 ， 那 麻 就 不 可 
省 路 括号 。 例 如 若 a= x+ >》 则 必须 写成 yz+7) 而 不 可 写 Jxz + 了 ， 因 
念 后 者 或 许 无 意义 ,或许 登 表 Jxz 与 ?之 和 ， 因此 跟 ](xz+y?) 全 然 不 同 。 

4 称 坑 画 数 了 :4 一 已 的 定义 域 ( domain ) 。 至 於 也 之 像 域 ( range ， 
image ，target ) 就 是 子 集 合 : 


/fA={falae AcB 


集合 日 舟 筷 画 数 /的 值 域 ， 但 是 有 时 候 也 直接 称 8 角 之 像 域 。 在 8 中 的 
一 侦 元 来 5 若 可 高 镶 b= fa , 则 部 少 坑 了 的 一 个 值 , 也 可 以 说 5 是 a 在 
之 下 的 最 ; 像 ( image ) 或 映像 。 | 

如 果 fA=B , 则 膏 f 射 到 整个 8 之 上 ，, 或 者 褒 /是 个 盖 射 (onto ) 。 
如 果 对 於 每 个 f4 中 的 无 素 六 都 只 有 了 唯一 的 元 素 a 满足 8 = fa ， 则 襄 了 上 
是 个 风 射 ， 或 一 对 一 的 映射 。 在 适时 我 们 可 以 定义 了 之 逆 映 射 广  : J 4 一 
4 坟 广 foe=a。 

考虑 f :4 一 B ， 而 任 到 4 中 之 子 集合 C 。 我 们 可 以 把 了 限制 到 C 上 
而 得 出 一 个 其 定义 域 息 CC 的 画 数 门 c :CC 一 已 。 由 於 了 与 三 。 其实 都 是 同 
一 个 阔 数 ,只 不 过 构 动 其 定义 域 的 范 转 而 已 ， 因 此 我 们 通常 艺 不 需 特 别 对 
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责 者 加 以 区 分 。 

车 C 镶 4 之 子 集合 , 我们 立即 可 以 定义 包含 映射 ( inclusion map ) 
ic:C 一 4, 就 把 C 中 之 任意 元 素 指 定 到 本 身 。 当 CC 就 取 角 4 时 io 称 馈 
4 上 的 量 等 映射 ( identity map ) 。 

如 果 f:4 一 B ,.g:C 一 DD, 惰 &g 与 /的 合成 池 数 (composition ) 
8g。f 定义 镶 (go。f )a =g(fa) ,其 中 8o 了 的 定 闵 域 是 E= {aE 有 A 
fa EC }。 因 此 如 果 CN (4) = 人 ， 则 8。 了 就 称 坑 空 汤 数 (empty 
function ) 纪 : G@ 一 已 。 如 果 了 疆 8 分 别 帮 一 些 公式 表达 出 来 ， 则 gg。/j 就 
可 以 直接 厌 车 将 了 的 公式 代入 2 的 公式 而 整理 出 来 。 有 员 画 数 的 合成 ， 千 
合 律 是 满足 的 ,因此 半 共 任意 函数 1/,g ,4h 都 有 


(fo8)oh= f°(go°h) 


知人 扯 0,.4.1 仿 f:4 一 B 。 假 设 有 一 个 丽 数 g:8 一 4 满足 /cg= is， 
试 语 了 专著 射 ， 而 z 裔 谋 射 ， 又 h= /| ,。 镶 同 构 映 射 ( isomorphism) ， 
此 即 同时 镶嵌 射 及 盖 射 。 又 证 明 g = i,s。h~! 。 另 外 灌 例 褒 明 这 时 f 产 不 
见得 角 几 射 。 : 


名 题 0.4.2 试 证 明 / :4-B 仿 同 权 映 射 当 且 礁 当 存 在 有 8:B 一 A 潇 足 
Bo =is URfog= i 。 过 有 时 就 有 8 = 三 0 


实例 (a) 设 N 代 表 从 1 到 nn 过 头 个 自然 数 的 集合 。 我 们 可 以 将 卡 氏 乘积 
R" 考虑 成 所 有 画 数 了 :NN 一 尺 之 集 台 。 因 角 答 定 道 样 的 -个 两 数 我 们 就 可 
指定 R" 中 之 一 点 : 


C1,f2,..., fn) 


反 渤 来 任 取 ”中 的 一 点 (4a，, a ，，…… ,a， ) 我 们 可 以 指定 一 个 两 数 


f:= a 0 


实 全 bb) 西数 w':R"-，R: (xz ，…… ,+”) 一 x' 稳 久 第 i 个 座 标 瑞 数 ， 
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或 称 钥 到 第 i 轴 的 投射 ( projection ) 。 因 此 如 果 将 尺 " 考 谭 成 西数 
三 :人 一 玉 的 集合 ,， 划 可 直接 定 闵 


uf = fi 


实例 (c) 使 用 实例 色 我 们 可 以 定 装 无 填 多 个 集合 的 卡 氏 乘积 。 取 许多 的 集 
合 {4s |aE 帮 ， 则 过 些 集合 之 卡 氏 条 积 可 定 闵 角 : 


二 4 一 UIf:7—> UY 4 其 中 对 所 有 a 共有 fa EA, } 
道 时 根据 实例 b， 投射 或 座 标 苞 数 vc: IJ As 一 4。 可 以 定义 成 : 


Uaf = fa 
当然 所 有 过 些 投射 基 骨 蕾 射 。 


0.5 函数 奥 集 合 之 还 算 
给 定 一 个 集合 4 ,考虑 其 中 所 有 的 子 集合 所 构成 的 集合 : 
PA= {CIC=4 


盎 讼 4 是 4 的 里 集会 ( power set ) 。 
如 果 答 定 沙 数 f :4 一 B ,我 们 就 可 以 定 斥 /的 里 映射 ( power map ) 
如 下 : 


fiBPA>PBO:C—> fC = {fcleced)} 


我 们 以 后 不 仅 以 同 符号 表示 了 的 塞 映 射 ,我 们 也 以 7 4 表示 过 医 映 射 的 
像 域 。 

设 厂 :4 一 已 ， 我 们 可 以 定义 了 之 完全 的 弟 和 像 映 射 ( complete inverse 
image map ) 坊 /-!: 8B -> 34， 其 中 对 锥 任意 乙 CC 五 定义 三 :D= {4a| 
fa ED} 。 如 果 / 了 和 坑 同 构 联 射 ， 则 过 个 广 会 等 论 卫 之 逆 映 射 六 ”之 客 蜗 
射 。 从 下 面 的 兹 偶 性 题 能 看 出 ， 一 鼓 而 襄 对 从 集合 之 有 运算 来 某 适 个 逆 像 映 
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射 之 性 摘 便 比 宫 映射 之 性 质 来 得 好 。 


习题 0.5.1 J 了 坞 乒 知 b,.“ 要 条件 是 其 逆 像 映射 广 : 是 个 嵌 射 。 


加 题 0.5.2 起 司 下 列 关 傈 式 : 
(a) f(D1N Da = 0 71D) NO 1D,). 
(b) /Di Da = O71D) UY OD,). 
(©) ACi NN Ca) © GC) N YC). 
(d) 人 Ci J Ca) 三 (Ca Y OCs). 


名 题 上.5.9 斌 举例 襄 明 (CD) NGC) ¥ f(Ci mn Cs). 


营 题 0.5.4 设 C 坊 4 中 之 于 集合 ,我们 可 以 定 闵 C 的 特 微 洱 数 ( cha- 
racteristic function )do :4 一 {10，1} 如下: 

各 4 会 4-C， 则 取 @oa=0， 若 eaEC , 则 取 @oe=1 ,车 以 24 
来 代表 所 有 和 从 4 到 {0,1 } 之 画 数 的 集合 ,就 证 定义 角 PC -= @。 之 丽 数 
:394 一 2 是 个 同 柳 映 射 。 由 於 关 半 故 我 们 可 以 把 4 入 如 24 。 


习题 0.5.5 如 果 4 驴 有限 集合 , 试 证 24 也 是 可 有 限 集合 。 请 计算 其 元 
素 个 数 。 


习题 0.5.6 任 又 :4 一 2′。 定 闵 24 中 的 元 素 /如 下 : 对 从 每 俩 4 中 
的 元 素 4 全 /a 关 (Fa )a 。 由 从 (Fa ) 只 可 能 有 两 个 值 , 因此 上 面 定 闵 
是 有 辣 义 的 。 试 屋 明 进 样 取得 的 f 一 定 不 落 在 下 的 像 域 中 ， 可 见 玉 一 定 不 
可 能 需 蕾 射 。 因 此 4 和 与 2“ 之 问 不 可 能 有 一 一 对 应 的 天保 。 瑟 党 上 我 们 知 
道 2“ 速 比 4 来 得 大 ， 本 匀 题 就 精 砍 的 襄 明 过 事 。 


如 果 一 个 集合 是 有 限 的 ， 或 者 可 以 跟 所 有 正 整 数 的 集合 建立 一 个 一 一 
对 巍 的 关 傈 ， 则 襄 近 个 集合 是 可 数 的 ( countable ) 。 按 照 过 定义 所 有 整数 
的 集合 是 可 数 的 。 因 篇 可 以 将 其 中 的 元 素 依 序 排列 成 6, 1, 一 1 ,2,-2， 
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3 ,-3，…'…。 另 外 如 果 考虑 所 有 正 整 数 的 集合 跟 自 己 的 卡 氏 乘积 ,， 则 过 
集合 也 是 可 数 的 ， 因 和 角 我 们 可 以 取得 从 过 集合 到 正 整 数 的 做 射 如 下 : 


(m, n) 一 > 2m3n 


能 证 明 所 有 有理数 ( rational number ) 的 集合 篇 可 数 的 。 另 外 由 可 数 个 
可 数 集合 所 得 到 的 联 集 也 是 可 数 的 集合 。 

由 释 题 0.5.6 , 车 Z 岛 有 所 有 整数 的 集合 ， 则 27” 一 定 是 个 不 可 数 的 集 
合 。 考 处 实数 才 坊 二 进位 的 形式 , 然 化 连用 同一 技巧 可 以 苯 明 所 有 实数 的 
集合 是 不 可 数 的 。 


0.6 等 价 天 你 


若 集 合 卫 中 包含 元 素 m,， ,Dp，…… 等 等 。 而 刀 坊 已 x 中 的 一 个 于 
集合 〈 一 个 天 傈 ) 满足 下 列 人 条 件 : 


(a) 反射 律 : 对 於 所 有 的 加 都 有 凡 匹 。 
(b) 对称 律 : 者 mEn 天 必定 nEm 。 
C) 流传 律 : 者 mEn 以 及 nEp 则 必定 mEp 。 
则 说 E 是 一 个 P 上 的 等 公关 人 ( equivalence relation ) 。 
始 定 一 个 等 价 角 保 ， 我们 就 能 将 整个 分 成 一 些 彼此 不 相交 的 于 集合 
， 称 坊 己 的 等 价 关 (equivalence class ) 。 而 其 中 包含 元 素 m 的 等 价 类 可 
写 念 : 四 


lm] = {n | nEm} 
容易 证 明 对 於 每 个 元 来 1m , 重 有 mE [m1] ; 如果 m 忆 fn] 则 必定 % 忆 


[m3] ;如 果 mEEfn] 雪 及 nnE 写 [pj 则 必定 mE [pb]。 巾 半 些 性 质 立 即 得 
出 : 


ti = {n] 1 mEn. 


反 沁 来 我 们 如 果 已 杷 把 整个 PP 分 隔 皮 一 些 息 此 互 不 相交 的 子 集合 的 联 
集 , 划 可 定义 PP 中 的 两 个 元 素 % 钥 彼此 具有 天 作 mEn 当 且 唯 党 和 两 元 
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素 落 在 同一 个 子 集合 庄 。 能 避 明 所 得 的 参 保 是 个 等 仅 天 保 。 而且 其 等 价 


类 就 是 原先 所 和 给 定 的 那些 子 集合 。 
所 有 EE 的 等 价 类 的 集合 称 镶 商 集 ( quotient ) ,而 将 其 篇 记 镶 P/E ， 


因此 有 : 
P/E = {[m] | ms 
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0.2.,1 (AAB)NMC--(AUB-ANMB) NC 
=(AUB)NC-(ANMB) NC 
(ANMC}ABNMNC}=((ANMC)U(BNC)) 
—((ANMNMC)}N(BNC)) 
~- (AUB}NMC-(ANMNMB)NMNC 
上 妍 以 南 者 相等 。 

D0.4.1 对 於 任意 2 全 如 ， 有 fg82 = 二 8 ,所 以 就 把 gb 生 4 映 射 到 bb ,因此 
乒 凡 六 射 。 同样 , 若 b5,b' 满足 g6= gb  , 则 有 fgb=fg8b' ,所 以 b 
= 5 ,因此 gg 局 上 陪 射 。 

考 目 f 角 取 实数 之 息 对 值 ,而 8 局 乾 仙 责 数 到 实数 集合 的 包 合 觅 射 就 可 。 

0.5.1 若 角 盖 射 ， 别 对 任意 元 素 5 所 B 存 在 非 空 集合 DC A 使 得 D= 三- 
,如果 另 有 0' 忆 BE 正好 fb5=D= f/f 8 ， 则 有 


b=f(F 6)=/D=f/(/ 6 )= 8 


”而 得 赵 广 ”局 赂 射 。 

反 沁 来 假设 广 是 个 刻 射 ,而 了 非 乱 闵 射 。 则 存在 号 中 一 点 0 非 怖 了 六 
影像 , 天 此 三 128) = 名, 可 是 8 中 的 空 集合 人 也 使 得 f'G= 必 , 遂 表 
示 f 115} = f/f 7G ,所 以 必须 {65 = 人 矛盾。 过 莹 明了 /了 必定 是 个 六 
射 。， 

0.5.2 人 xEf (DNMND) © fxED,ND, 
fxXED, &frED, 
oo XEFA ID,&x 人 ED, 
= XEf-D NA-'D, 

(c) 对 住 意 XJ/(CN 人 nC,) ,存在 c 冬 Ci nc 使 得 =x 。 过 个 
Cc 在 C ,中 也 在 Cs， 中 ,因此 XxX 落 在 fC, 中 也 落 在 fC, 中 ,市 证 得 泻 个 任意 
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的 x 必 定 落 在 JC,n fC, 中 。 

0.5.3 。 考 利 了/ 驴 取 实 勤 的 把 对 值 ，C, 局 正 数 集 合 ，C , 为 负数 集合 ， 旭 C， 
NC,=@ 而 有 f(C, 个 Cs) = 他 。 但 是 JC, = fC，. 他 全 的 交集 等 於 所 
有 的 正 数 。 

0.5.4 任 取 /E24, 则 C= {aEA4I1fe -= 1) 能 满足 上 =@o=@C，, 因 
此 由 是 个 善 射 。 

0.5.5 ”车 及 中 元 素 个 数 忆 ,到 2 中 元 来 个 数 忆 2”。 


和 后盾 段 : 拓 模 学 


0.7 拓 模 


我 们 无 法 在 道 贩 短 的 篇 幅 中 表 和 思拓 模 空 间 的 全 避 重 要 秋 闵 。 我 们 演 兄 
答 出 过 些 定 闵 和 与 定理 只 是 坊 了 使 本 书 在 赵 厚 上 具 有 完整 性 。 初 学 张 量 分 析 
的 人 厅 乎 可 以 省 略 掉 所 有 有 关 拓 模 方 面 的 考虑 。 因 和 抗 在 拓 模 的 假设 中 有 些 
是 非常 自然 的 ， 像 连 炉 性 或 者 像 Hausdorff 性质 ; 而 另 些 则 是 高 度 技 巧 性 
的 ， 像 可 分 凤 性 或 者 仿 紧 航 任 等 等 ， 因 此 都 不 妨 略 而 不 谈 。 可 是 如 果 我 们 
要 对 张 量 分 析 中 所 遭遇 到 的 许多 存在 性 问题 做 进一步 的 研究 ， 那 床 我 们 就 
必须 势 於 一 些 远 鸡 运 用 的 拓 杰 人 性质 加 以 某 些 滴 当 的 假设 , 例如 考虑 紧 征 性 
或 考 唐 念 聚 第 性 等 等 。 明显 的 实例 就 像 定 理 3.4.3 有 关 向 量 场 之 完全 积分 
曲 粮 之 存在 性 , 或 者 定理 0 . 14 .3 有 关连 炉 画 数 极 大 和 丁 小 的 存在 性 都 需要 
要 求 紧 缴 性 的 假设 。 至於 第 五 莫 第 二 和 节 在 证 明 获 最 测 距 之 存在 性 时 就 必须 
果 到 仿 紧 政 性 的 假设 。 最 后 我 们 也 一 直 希 笔 有 观 各 种 代数 拓 模 不 变量 的 褒 
闪 理 前 能 钢 更 多 的 裤 使 用 在 败 用 数学 中 ,因此 我 们 特别 放 入 一 些 实例 ， 像 
第 3.10 季 的 摩 斯 理论 以 及 第 4.5 季 的 de Rham 定理 来 实际 示范 这 些 代 
是 拓 模 不 构 量 ( 像 Betti 数 ) 之 广泛 可 用 人 性 。 

一 个 集合 起 之 上 的 拓 模 ( topology ) 或 拓 模 千 权 就 是 PX 中 的 一 个 子 
集合 7 满足 下 列 三 项 条件 : 


(8) 假 着 G,,G,ET, 则 必定 GL.NG,ET。 
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唱 车 {GlaeJ}cT, 则 WY GeeT 
© GETHURXET, 


二 与 了 合 在 一 起 (六 ,x ) 就 构成 一 个 拓 楼 空 间 。 这 时 落 在 人 中 的 那些 
元 来 就 称 久 近 个 拓 楼 空间 里 的 朋 集 合 (open set ) 。 如果 固定 考古 某 侦 拓 
所 结构 了 , 则 常 将 其 省 略 而 下 按说 半 就 是 一 个 拓 模 空 阅 。 要 注 医 的 是 同一 
侦 集 合 可 以 加 给 许多 不 同 的 拓 模 结构 。 特别 有 一 个 最 闭 的 拓 模 = FX， 
称 坊 郊 散 扰 模 ( discrete topology ) 。 另 外 有 一 个 最 粗 的 拓 横 三 = { 必 , XX 
} 。 刘 两 种 极端 的 拓 模 烙 构 实际 上 站 没有 什 麻 用 不 。 


习题 0.7.1 设 X 具 有 两 个 或 三 个 元 素 。 试 间 半 上 能 有 多 少 个 不 同 的 拓 模 ? 


(六, 工 ) 中 的 开 集 合 就 是 了 中 元 案 在 X 焉 的 儿 集 。 使 用 了 表 集 合 我 们 照 
样 可 以 答 出 拓 模 和 结构 的 定义 ， 此 即 : 


定理 0.7].1 (a 有 限 个 表 集 合 的 联 集 仍 是 个 阴 集 合 。 
tb) 任 医 多 个 阴 集 合 的 交集 仍 驴 表 集 合 。 
C) 坊 以 及 此 镶 末 集合 。 


注释 开 集 合 或 于 集合 茜 不 是 互相 排斥 的 性 贸 。 一 个 集合 可 能 单 是 并 集 
合 ， 也 可 能 单 是 于 集合 , 但 也 可 能 同时 是 并 集合 又 是 并 集合 ， 另 外 也 可 能 
度 不 是 开 集 合 也 不 是 团 集合 。 

设 X 角 拓 模 空间 而 4 念 子 集合 。 考 虑 所 有 包含 基 4 中 之 开 集 合 的 联 集 
,， 则 称 之 需 4 之 内 集 ， 以 4" 记 之 。 因 此 : 


A =(UJ{B|IBcA 以 及 BeT). 


由 假设 人 条件 4 也 是 一 个 并 集合 ， 因 此 是 4 中 最 大 的 天子 集 。 对 偶 认 内 
集 的 先 念 就 是 一 个 集合 的 闻 包 (closure ) 。 因 此 A CX 的 阴 包 4 就 定 闵 角 
所 有 包含 4 之 阴 集 合 的 交集 。 此 即 : 


A = 人 {BjAcB 以 及 XY- BeT) 
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根据 人 条件 人 知道 4 是 个 开 焦 合 ， 因 此 4 是 包含 4 的 最 小 的 于 集合 。 下 面 的 
定理 指出 只 要 我 们 完全 清楚 如 何 从 一 个 集合 取得 其 内 集 或 表 包 ， 那 麻 我 们 
就 能 决定 过 个 拓 楼 和 结构 。 


定理 0.7.2 一 个 集合 坑 开 和 集 的 充 要 条件 坑 此 集合 等 蕉 其 内 集 。 同 样 一 个 
集合 角 闭 集 的 充 要 体 件 篇 此 集合 等 於 其 闲 包 。 


由 一 个 集合 求 到 其 于 包 的 运算 可 以 识 垮 是 一 个 从 ZX 到 2 的 西数 。 
Kuratowski 依 提 出 有 盎 过 种 闭 包 运算 所 满足 的 修 件 系统 。 当 过 些 条 件 彼 
当做 公设 系 太 来 用 时 ， 定理 C,7.2 就 被 当做 一 个 半 集 合 的 定义 。 过 时 原先 
阴 集 合 的 公设 ( 就 是 定理 0.7.1 的 D(C) 三 条 性质 ) 就 稚 党 做 定理 来 看 待 
。 但 是 在 玉 久 慢 常 ( 我 们 上面 所 探 用 ) 的 玉 法 趴 Kuratowski 的 公设 系统 
就 是 一 些 定理 ,他们 可 写成 : 


定理 0.1.3 对 伶 拓 模 空 章 苹 中 任 兽 的 集合 4 与 8B 都 有 :; 


性 题 0.7.2 就 证 是 定理 0.7.3 。 丝 迟 站 证明 其 关於 求 内 集运 算 : PX 一 
ZX 的 对 偶 定 理 。 


一 个 集合 4 C 大 的 过 界 ( boundary ) 定义 贸 94= 4- 4" , 就 是 羽 认 
阴 包 但 舌 不 落 在 内 集 之 中 的 征集 。39 4 中 的 元 素 叫 做 4 的 边界 点 。 我 们 同 
样 对 从 求 巡 界 运 算 9: 多 对 一 儿 X 可 以 给 出 一 套 Kuratow ski 式 的 公设 系 
纹 而 用 之 建立 起 拓 模 结构 来 。 例 如 假 订 已 么 全 然 知 道 求 边 界 的 运算 则 开 
集合 可 以 定义 成 那 种 能 金 汝 足 人 条 件 G N83G= 名 的 集合 G 。 

六 中 一 个 元 素 x 的 部 域 (neighborhood ) 的 定义 就 是 任何 集合 人 CX 
满足 x 筷 4”。 轴 此 特别 任何 包 售 x* 的 开 集 合 缘 久 * 的 郑 域 。 在 x 点 的 一 
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租 基 本 都 域 (basis of neighborhoods ) 就 是 一 租 x 的 郑 域 使 得 当 我 倍 任 
肥 x 的 一 个 部 域 来 厦 时 ， 过半 域 一 定 会 包含 各 租 基本 卷 域 中 的 某 一 个 。 因 
此 特别 所 有 包含 x 的 开 集 合 全 体 构成 一 租 x 的 基本 部 域 。 但 是 一 般 而 证 对 
於 x 存在 许多 租 不 同 的 基本 郑 域 。 XX 的 一 组 基本 郑 域 就 是 对 从 和 中 的 每 一 
点 x 都 能 指定 一 组 x 的 基本 郑 域 。 

当 我 们 指定 了 XX 的 一 租 基 本 郑 域 之 合 , 我 们 随即 可 以 答 出 XX 的 拓 模 千 
构 来 。 事实 上 汗 正 是 通常 在 XX 中 引入 拓 模 结构 的 方法 。 其 定 闵 分 成 两 步 : 
(任何 一 个 集合 只 要 其 中 能 包含 的 基本 郑 域 中 的 某 个 ， 则 就 说 省 个 集合 
坑 一 个 包含 x 的 卷 域 。(2) 当 一 个 集合 是 其 中 任意 点 的 卷 域 之 上 时， 我们 就 训 
过 集合 是 个 天 集合 、 

有 趣 的 是 所 有 六 集合 ， 闭 包 以 及 边界 点 等 等 也 都 可 以 直接 使 用 基本 郑 
域 来 定义 。 因 此 一 个 集合 G 角 有 表 集合 的 充 要 休 件 入 『 当 一 点 zr 的 基本 部 域 
中 的 每 一 个 集合 都 与 G 相 交 时 , 必定 *+E GJ」 。 至 从 集合 4 的 表 包 划 由 所 
有 其 基本 郑 域 中 的 每 一 个 集合 此 会 与 4 相交 的 那 种 点 所 租 成 。 因 此 当然 4 
C 4 。 最 合集 合 4 的 下界 是 由 所 有 其 基本 郑 域 中 的 每 一 个 集合 此 能 同时 与 
A 以 及 XX 有 妇 4 相交 的 那 种 点 所 租 成 。 


0.8&8 赋 答 空间 


有 一 条 非常 方便 可 用 来 答 出 茵 本 郑 域 ( 因此 就 给 出 拓 榜 烙 构 ) 的 方法 
就 是 使 用 测 距 (metric ) 或 即 距 砍 泡 数 ( distance function ) 。 注 是 一 个 
满足 下 列 性 质 的 画 数 4 :Xx 一 R。 


(a) 正 值 : 对 於 所 有 中 的 元 素 x ，? 展 有 d(xz，y) 二 0 ， 
(tb) 非 退 化 : 若 d (Xx,，y)=0 则 x=y， 

(c) 圣 称 : 对 於 所 有 x，7yE 玉 销 有 axY，y)=d(07y，xz)， 
(d)” 三 角形 不 等 式 : 对 扒 所 有 xz ，?，z 会 瑟 都 有 


d(x, y) + dl(y, z) > d(x, z) 


上 面 距 凡 西 数 之 值 也 可 以 容许 取 和 无 窃 大 坑 其 值 。 当 一 个 集合 XX 之 上 有 了 一 
个 届 让 C + 则 褒 ( 文 ， a ) 是 一 个 赋 忠 空间 。 和 如果 固定 d 来 考虑 就 可 惠 接 设 
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X 是 个 赋 距 空间 。 在 着 空间 中 可 议定 闵 以 《篇 中 心 扩 7 > 0 蚤 半径 的 稍 球 
(open ball } 后: 


BG,r) =: {y | d(x, < r} 


能 纲 容 易 履 明 所 有 对 种 需 球 的 集合 可 以 用 来 当做 发 的 一 想 基 本 郑 域 ， 瑟 此 
就 答 出 X 上 的 一 个 拓 楼 业 构 来 。 运 个 拓 檬 就 称 念 测 距 & 的 把 柜 。 上 条 由 
个 测 距 如 果 能 锡 输 出 相同 的 拓 模 . 则 说 半 刚 个 测 距 彼此 等 价 。 

两 侦 测 距 4 ,dg :X>xXx 一 尺 站 此 强 等 恒 ( strongly equivalent ) 的 开 
义 是 : 存在 正常 数 c ,cc，，, 使 得 对 於 所 有 的 x,y> 天 和 都 有 : 

dx, JS cdi(x, yp) HRAa (lx,y)<cd(xr,y) 

剖 等 价 的 测 距 必定 互相 等 价 ， 可 总 反 演 来 不 见得 成 立 。 事 实 上 一 偶 测 啤 6 
想 是 跟 由 4 所 得 出 的 另 一 测 距 4d,=d/(1+4) 互相 等 价 。 可 是 a 能 锡 乒 
d, 强 等 价 的 充 要 人 杂 件 是 d 久 有 界 的 (‘bounded) , 医 即 存在 常数 使 得 内 


蕉 所 有 的 x ,yy 全 义 都 有 4d (x*,y ; << 上。 由 d，, 的 最 法 显然 道 测 距 妨 是 上 有 
界 的 ， 因 此 当 d 本 身 不 是 有 界 时 4d， 和 与 d 当然 不 可 能 强 千 从 了。 


0.9 子 空 间 


设 广 中 有 拓 杰 桔 构 TT ,而 4 人 角 一 个 于 集合 。 在 4 中 只 要 取 Ts' 54 
如 下 : 
7。 = {uN AIlGEeT)}. 


容易 症 明 了 就 是 4 上 的 一 个 拓 柜 结构， 道 拓 楼 称 候 由 了 工 所 引进 的 折 和 后 或 
称 志 了 工 在 4 上 的 相对 拓 模 。 当 我 们 使 用 芝 个 相对 拓 模 而 使 4 成 篇 ~- 个 拓 柄 
空间 时 ，4 就 称 坊 的 子 空 间 。 能 尾 明 退 对 4 中 的 胃 集 合 正好 就 千 於 六 中 
于 集合 和 与 4 的 交集 。 


0.10 乘积 拓 模 


组 基本 郑 域 访 所 有 具有 形状 G x 如 的 集合 ,其 中 C 属於 x 的 一 租 基 本 部 域 


0.10 和 泵 积 拓 楼 了 z 


中 而 忌 史 认 7 的 一 组 基本 郑 域 之 中 。 能 发 明 过 方法 俯 实 能 构造 出 来 七 x 了 
上 的 一 个 拓 模 精 构 ， 就 枪 俘 乘积 拓 横 。 而 拓 横 空间 万 x 工 就 叫做 原来 二 楼 
空间 X 与 Y 的 拓 横 乘积 。 

现在 假设 与 了 访 丘 距 空间 (metric space ) ,其 中 的 测 距 分 别 篇 
dz 办 dr ， 则 对 於 任 匡 p 之 1 我们 能 使 用 下 式 : 


dy((X, y), (xi, y1)) 一 [dzx(x, X1)P 十 dr(y, yp 


来 定 闵 出 Xx 了 上 的 一 个 测 距 4,。 当 户 趋 近 认 无 月 大 时 的 栋 限 情形 所 得 的 
泗 距 篇 d 。: 
du((x, y), (xl， yy) 一 maxldzr(x, x1), dy{y, y1)]. 


所 有 坦 些 测 距 披 此 都 不 相同 ,可 是 他 们 全 部 彼此 强 等 价 ,因此 都 栓 出 同样 
的 拓 模 糙 构 ， 就 是 天 与 工 的 乘积 拓 模 。 事 实 上 对 失调 距 4 oo 的 角球 其 实 只 
不 过 是 私 於 dz 与 dy 具有 同一 半径 之 上 央 球 的 卡 乓 乘积 。 

在 实数 集合 尺 上 的 碟 旭 拓 杰 是 由 两 实数 之 差 的 起 对 值 站 距 凡 画 数 来 定 
闵 : (zx,y) 一 1x-y| 。 至 从 RR” 上 的 标准 拓 模 则 由 nn 个 具有 标准 拓 模 
之 取 其 拓 t 模 乘积 而 得 。 因 此 过 个 拓 横 可 园 般 由 任何 下 列 过 些 测 距 所 得 来 : 


dp(x, 攻 = [2 | wx ~ wy P|” 
im 上 
dao(x, $y) = max{ | ux — wy |, = 1,2,...,nl. 


其 中 ， 访 之 1 ,xX,yER"。 

在 所 有 过 些 油 四 中 a, 就 是 通常 R" 上 的 欧 拱 泗 距 。 可 是 所 有 诞 些 普 踪 
其 实 全 部 都 互相 强 等 众 。 以 线 除 非特 别 说 明 ,不 然 一 提 到 R" 的 拓 模 就 是 
指 过 种 标准 拓 横 。 


加 题 8.10.1 他 固定 xz 与 7， 坛 媳 明 对 人 於 户 之 而 悍 do(x ,yy) 是 ~- 
个 非 注 增 的 两 数 ( 诗 : 只 需 征 明 其 导数 和 0 就 可 ) 。 
(b 本 明和 对 认 任 癸 + ,yEER" 都 有 : 
di(x, y) < ndo(X,y) 以 及 do(X, )) = lim dp(x, $). 
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”因此 对 从 所 有 1 过 三 ~， 过 些 d, 彼此 都 是 强 等 价 。 


0.11 Hausdorff 拓 模 空 间 


如 果 对 於 拓 横 空间 怀 中 任 和 在 不 同 的 雨点 x* 和 与 3》 一 定 存在 他 们 个 别 的 部 
域 U ,VV 满足 VU NV = 人 ， 则 襄 瑟 是 个 Hausdorff 空间 。 央 此 在 过 征 空间 
里 哩 由 一 个 元 素 x 所 组 成 的 集合 {x} 必定 是 侦 阴 集合 。 

由 测 距 所 引进 来 的 拓 模 必定 驴 Hausdorff 拓 楼 。 


开题 0. 11.1 试 沪 明 两 个 Hausdorff 拓 楼 空间 的 乘积 仍然 是 一 个 
Hausdorff 拓 楼 空间 。 


0-12 连 灶 性 


设 半 与 Y 角 拓 模 空 间 ，f :X 一 了 坑 画 数 。 如 果 对 於 任 功 了 中 的 并 集 
合 G 必 定 /-'G 也 篇 XX 中 的 天 集合 , 则 这 是 个 连 楼 的 西数 。 

由 於 1 对 於 集 合 有 运算 或 最 一 个 集合 之 余 集 都 有 很 好 的 性质， 因此 辽 
即 能 证 明 /矿坑 过 标的 充 要 休 件 也 可 定 坊 「『 /~' 把 所 有 Y 中 的 琉 集 合 都 映 成 
亏 中 的 于 集合 上 。 

上 面 所 共有 天 过 炽 性 的 定义 当 我 们 考 谨 抽象 的 拓 杰 空间 理论 时 使 用 起 
来 最 篇 方 便 。 例 如 立即 能 证 明 : 


定理 0.12.1 两 个 回炉 西数 之 合成 画 数 必定 也 是 连 炉 的 。 


可 是 在 初等 微 积 分 中 茶 到 实 鸳 而 数 之 过 炉 人 性 时 通常 是 用 一 些小 正 数 。 
，3 来 表 带 的 . 首先 定义 画 数 在 某 点 x 的 连 和 炽 性 ， 然 后 要 求 一 个 连 悉 西数 
必须 是 在 每 点 x 此 念 速 结 。 对 於 一 个 实 值 西数 卫 : 开 一 玉 ， 今 7=7x ， 则 
如 果 对 於 ? 的 每 一 个 由 “所 葵 的 半 域 ， 必 定 存 在 5 > 0 ， 使 得 在 7 之 下 < 
的 由 6 所 粉 定 的 部 域 完全 落 在 上》 的 。 卷 域 之 中 ， 演 榜 的 /就 说 是 在 x 点 坑 
连 秆 的 画 烧 ， 组 然 遂 样 的 议 法 完全 平行 於 初等 微 积分 豆 通 常 的 匡 法 : [对 
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从 每 个 s > 0 存在 3 > 0 使 得 就 任 丁 xz: 而 襄 ， 只 要 |x 一 xz, | <5 则 必定 
[yi 一 | 二 sj 

由 过 些 考虑 很 肝 然 我 们 可 以 褒 一 个 画 数 / :XX 一 了 在 二 点 怠速 粮 的 休 
件 是 : 任 和 给 = /x 之 部 域 V ， 必 定 存 在 zx 的 适当 郑 域 满足 5 Cf 'V( 
或 即 JU CT ) 。 下 面 所 要 和 给 的 定理 0.12.2 指出 本 和 节 最 初 所 给 有 关连 粮 
人 性 的 定义 就 等 於 直 来 由 实 移 画 数 之 速 炉 性 所 抽象 化 而 得 来 的 定义 。 


定理 0.12.2 而 数 三 :一 工 坑 过 禄 画 数 当 且 唯 当 泛 画 数 卫 丰 每 一 点 > 
入 坊 速 炉 。 


各 是 0. 12.1 假 届 在 X 中 考虑 迹 散 拓 楼 ( 就 是 最 细 的 拓 横 ) ， 试 性 明 每 
一 智 亢 数 了 :和 一 和 此 人 需 过 欧 本 数 。 反 过 来 如 果 在 和 中 所 考 上 处 的 是 那个 最 
粗 的 其 开 集 合 只 有 六 吐 名 的 拓 模 ， 那 麻 请 证 明 带 时 只 有 常数 函数 地 可 能 是 
连 杆 函数 。 过 完 所 训 常 数 汤 数 ( constant function ) 苞 表 在 X 的 所 有 点 其 
值 箔 相同 。 


我 们 照样 可 以 把 实 构 画 数论 中 有 关 极 限 (1 imit ) 的 概 合 抽象 化 到 拓 模 
空间 来 。 因 此 可 以 答 出 limx-.xwJX = 了 的 定义 如 下 !: 对 伶 >》 的 每 一 个 郑 域 
VV， 存在 xX, 的 一 个 痢 域 0 满足 (UU -- {x。}) Cf !'V。 过 时 照常 能 证 明了 在 
x， 和 念 连 标的 充 要 人 条 件 坑 : 


(lim 产 =yand (Pb) fxo=y. 


如 林 一 个 画 数 卫 : 工 一 了 是 同 构 上 映射, 而且 了 与 广 : 同时 坊 过 积 画 数 ,出 
说 /是 个 同 腑 映射 (homeomorphism ) 。 可 是 如 果 上 贸 埋 是 蝶 射 而 不 是 鞭 
射 ， 央 襄 是 个 同 脏 映 入 (homeomorphism into ) 。 如 果 三 以 及 -1 

(fX) 一 针 华 镶 连 粮 ( 其 中 /X CcY 是 探 用 由 下 所 自然 引进 的 相对 拓 楼 ) 
。 一 个 同 胚 映射 f 也 可 以 称 镶 拓 模 等 价 , 因 镶 对 时 f|r, 以 及 /7'jr， 竺 
久 Tr 与 Ty 上 的 问 构 映 射 ,因此 建立 起 半生 了 Y 之 拓 模 Tz 与 Ty 之 间 一 一 对 
应 的 顺和 你。 如果 了 :和 一 了 镶 同 胚 ， 则 褒 半 罕 Y 是 互相 同 胚 的 拓 模 空间 。 

如 琳 在 中 所 具有 的 某 种 性 质 照 样 都 在 所 有 和 与 关 同 胚 的 空间 中 也 成 立 ， 则 
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说 运 秆 性 质 是 个 拓 横 人 性质。 如果 有 某 种 法 则 能 勉 把 拓 棋 空 关 指定 到 什么 翰 
西 ; 现在 假设 过 种 所 指定 的 东西 共有 拓 横 性 质 ( 换言之， 如 果 两 个 空 则 和 扒 
此 隔 且 ， 则 所 指定 的 东西 必须 相间 ) ， 那 麻吉 样 的 一 种 法 则 ( 或 者 在 运 计 
旭 下 所 指定 的 东西 ) 就 吓 做 一 个 括 模 不 变量 ( topological invariant ) 。 
通常 所 温 到 的 拓 模 不 变量 常 是 把 拓 模 空间 指定 成 某 种 代数 肥 攀 中 的 元 素 。 


召 题 0.12.2 起 悦 tan: (一 7/2. 7/2) -> R 饲 间 及 映 射 。 
0. 13 “连通 性 
一 个 拓 楼 空间 大 瑞 张 如 果 只 有 人 以 及 天 同时 念 开 集 又 是 于 集 , 虽说 XX 


是 个 速 通 的 ( connected ) 拓 杰 空 间 。 同样 过 个 概念 也 可 以 从 反面 来 莲 : 


定理 0.13.1 拓 楼 空间 碟 不 是 连通 的 充 要 人 条 件 是 : 存在 非 空 天 集合 C ， 
已 满足 Gn 瑟 = O 以 及 GUZ=X 。 


假设 4 是 尘 的 于 集合 ,， 如果 44 在 相对 招 横 之 下 和 坑 连 通 的 ， 则 说 4 是 二 
中 连通 的 子 集 台 。 能 征明 下 列 : 


定理 0.13.2 (过 镇 定理 ) : 如 果 {4a|aEJ} 是 天 中 的 一 族 连 通 的 
于 集合 ,而且 满 足 站 4e # 4 ， 则 必定 WY 4。 也 是 连通 的 。 


下 面 间 个 定理 改 骨 起 来 比较 困 变 : 


定理 0.13.3 如果 4 是 连通 的 而 且 4c 好 以 及 已 c 4 , 则 必定 已 也 是 过 
通 的 。 因 此 特别 4 也 是 连通 的 。 


对 基 实 数 的 集合 情形 特别 简单 。 无 中 的 区 半 ( interval ) 就 是 具有 如 
下 任何 形状 的 子 集 合 : 
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(a,b)={xla< x <b), 
(ab]={xja<x<, 
[4,5) = {x|lasx<), 
[a.b] = {xla<sx<), 


其 中 当 所 涉及 的 只 是 不 等 号 时 ，a 与 上 可 取 入 无 窟 大 ca = 一 ,bb 一 ~ 。 
容易 臣 明 尺 中 所 生 的 连通 子 集 上 可 能 是 过 些 攻 闻 ,特别 只 本 身 是 连通 的 。 


习题 0.13.1 过 通 性 是 一 种 拓 楼 人 性质 。 换 车 之 ， 一 侦 连 通 集合 在 同 胚 映 
射 乙 下 的 影像 仍然 是 个 连通 的 集 台 。 


定理 0.13.4 屋 和 了 :X 一 了 人 坑 连 态 映射 而 4 坑 式 中 连通 的 子 集 合 ， 则 
fA 也 是 Y 中 连通 的 于 集合。 特别 取 Y 了 =R 时 ，/4 是 一 个 区 间 。 特别 
考虑 一 个 定义 铸 某 区 间 4 之 上 的 实 值 速 炉 画 数 ， 则 /4 必定 也 是 个 区 间 。 


如 采 工 是 佣 便 一 个 拓 模 空 间 ，f: [c ,8] 一 YY 角 囊 楼 丙 数 , 则 /I[ 
a ,bj 是 } 中 (一 厅 ;连通 的 集合 ， 称 坊 了 中 从 了 = /到 y， =J， 之 过 
炉 曲 铺 。 

现在 如 果 拓 模 空 间 Y 中 任意 两 此 y， 及》 都 存在 一 修 从 yy, 到 y, 的 款 
炽 曲 煌 ， 则 襄 了 是 弘 销 速 通 的 ( arcwise connected ) 。 由 定理 0.13 .2 及 
定理 0.13.4 容易 王 明 一 个 多 和 粮 连通 的 空间 一 定 也 是 连通 的 。 

可 zx 坊 拓 模 空 间 中 的 一 点 ， 考 虑 怀 中 所 有 包含 x 之 连通 子 集 的 联 集 
， 而 称 之 念 式 中 含有 x 的 建 通 成 分 ( connected component ) 。 由 定理 
0.13.2 可 见 过 个 包含 x 的 连通 成 分 本 身 也 应 裔 是 连通 的 ,是 忒 中 包含 x 
的 最 大 的 速 通 子 集 。 如 果 过 恰 》 是 不 同 的 责 点 ， 则 包含 x 的 连 通 成 分 与 包 
含 y 的 过 通 成 分 或 者 人 恒 等 或 者 根本 不 相交 。 过 样 就 把 羡 分 隔 成 一 些 彼 此 先 
互 不 相交 的 连通 子 集 之 联 集 。 过 些 就 叫做 六 的 各 个 成 分 ,其 中 每 个 成 分 都 
具 枯 大 连通 人 性 〈 此 即 一 个 连通 成 分 不 可 能 被 包含 在 一 个 比 它 更 大 的 连通 子 
集 之 中 ; 。 由 定理 0.13.3 可 看 出 关 的 道 些 成 分 都 是 阴 集 合 。 藉 中 所 有 成 
分 的 个 数 是 个 拓 模 不 变量 。 
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如 果 在 上 段 的 考 旧 中 我 们 都 把 违 通 性 换 成 念 跑 生 连通 性 ， 则 也 能 得 出 
类 位 的 结果 ,过 时 X 能 被 分 隔 成 一 些 弧 入 连通 的 成 分 (arc component ) 。 
-一般 来 六 把 成 分 成 弧 粮 过 通 的 成 分 会 比分 成 过 通 的 成 分 来 得 细 ， 而 一 个 吸 
和 缚 吉 通 的 成 分 冰 不 见得 具有 封 表 性 。 我 们 以 下 面 的 实例 来 设 明 通 些 示人 微 的 
差别 。 过 儿 的 拓 楼 空间 4 是 连通 的 ,但 全 具有 两 个 距 缚 连通 的 成 分 ， 其 中 
只 有 一 个 释 御 连 通 成 分 念 团 集 阅 。 


补 例 考虑 尺 中 的 子 集合 


A= {x,sinl/|0<x<!]) 


过 集合 4 是 连通 的 ,但 命 不 是 弧 线 连 通 的 。 由 於 4 是 集合 B= {(xz ，sin 
1/*|0<x 之 1} 的 于 包 ,而 且 B 是 绝 粮 回 通 的 ,因此 根据 定理 0.13.3 
集合 4 是 违 通 的 。 可 是 在 过 界 3B= {(0,y)|--1<y< 1} 之 上 的 点 纯 
无 法 跟 巨 中 的 点 夭 车 一 条 完全 落 在 4 中 的 曲 精 来 相连， 因此 4 背 不 是 级 乡 
连通 的 。4 的 十 个 弧 灶 器 通 的 成 分 是 BB 与 9B ， 其 中 前 者 站 不 是 轩 集 合 。 


如 果 我 们 所 考虑 的 是 R" 中 的 并 子 集 ， 旭 连通 性 与 缀 和 线 连 通 人 狂 互 相 一 
致 而 没什么 差别 。 事 实 上 如 果 4 是 R" 中 的 一 个 过 通 天 子 集 ， 则 4 中 任 营 
雨点 都 可 以 使 用 一 条 4 中 的 多 和 兆 形 曲 委 来 相连 接 。 过 多 所 谓 多 和光 形 曲 绪 就 
是 一 条 由 有 限 偶 直 和 线段 所 和 组 成 的 连 炉 曲 粮 。 


交 题 0. 12.2 (a) 假设 4 骨 R" 中 的 开 子 集 而 4 A, 就 证明 有 中 所 有 
能 用 4 中 的 一 人 条 多 过 形 曲 入 来 跟 a 相 吉 的 点 集 构成 4 的 一 个 开 子 集 。 
”起 屋 若 4 坊 连 通 的 , 则 4 也 是 多 演 形 连通 的 。 


0.14 了 紧 性 


考虑 拓 楼 空间 关中 的 子 集合 4 , ZX 中 的 一 个 于 集合 :C= {Cela 
EE 了 } 若 能 满足 条件 4 = 局 C。， 期 膏 C 构成 4 的 一 个 让 ( covering ) 。 
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如 果 C 中 所 有 的 元 素 都 是 天 集合， 则 襄 C 是 一 个 开 让 (open covering ) : 
在 镍 {Ca | a 了 } 中 如 果 其 中 的 一 部 分 {Ca ij aEKj},KKCJ 也 是 4 的 
庶 ，, 则 设 {Ca |a EK} 是 个子 涝 。 如 果 训 C 中 的 指 模 集合 本 筷 有 限 , 则 
说 CC 是 个 有 限 的 让 (finite covering ) 。 

现在 如 果 有 4 的 任何 并 让 都 具有 一 个 有 限 的 子 涝 ,上 则 襄 A 是 紧 租 的 \ 


compact ) 。 
习题 0. 14.1 。 武 焉 肾 航 任 坊 一 种 拓 楼 人 性质 。 


和 所 了 示 和 基 如 何 使 用 北 操 作 运 种 紧 役 人 性 的 定义 ， 我 们 过 匈 来 屋 明 实数 尺 
中 的 一 个 紧 和 缴 的 子 集合 4 必定 是 有 界 的 。 考 虑 由 所 有 其 长 度 储 二 ， 具 有 如 
下 形状 之 并 区 间 : 
{(n,n + 2)|1neZ)} 


所 租 成 的 丸 的 开放 。 由 人 於 运 也 当然 是 4 的 开 渡 ， 按 紧 和 缴 件 之 定义 ,必定 存 
在 一 个 4 的 有 限 子 记 。 在 过 有 限 子 遮 中 ， 其 所 所 有 的 开 区 间 (n,n+2) 
当中 必定 有 某 个 其 如 = nn, 镶 最 大 的 整数 。 男 外 也 必定 有 一 个 其 xn = n。 甬 
最 小 的 整数 。 因此 可 得 4C [xz,x:+2]】， 所 以 4 垮 有 界 的 。 在 下 面 我 
们 也 和 将 看 到 这 个 聚 第 的 集合 4 也 必定 是 封 朋 的 ( 参天 定理 0.14.2 ) 。 

现在 反 尖 来 能 证 明 尺 中 任 茵 的 封 阴 有 界 子 集合 必定 是 紧 纠 的 ,事实 上 
站 只 不 过 是 Heine -Borel 湾 定理 的 重 述 而 已 。 运 样 的 烙 果 也 可 以 推 居 到 
R"” 上 头 而 得 出 R" 中 的 紧 给 子 集合 正好 就 是 封 阴 有 界 子 集合 。( 一 个 有 只 
的 集合 就 是 可 以 完全 鹤 某 个 天 球 所 包含 的 集合 ,因此 有 界 的 观念 跟前 面 一 
个 集合 之 边界 的 秽 念 薄 没 有 什么 关连 ) 。 

紧 敏 性 也 可 以 藉 著 于 集合 以 及 有 限 相 交 性 项 ( finite intersection 
property ) 来 玫 汗 成 对 偶 的 某 法 。 首 先 我 们 襄 某 一 族 的 集合 {Ca | aE€J 了 1 
具有 有 限 相 交 性 质 ( 简写 成 FI1P) 如 果 就 7 中 任意 的 有 限 子 集合 故而 言 ， 
都 有 : 人 Co。z 


定理 0.14.1 关中 子 集合 4 角 聚 逢 的 充 要 娩 件 是 对 人 共 任 何 一 族 刀 中 相对 
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封 阴 的 于 集合 {Ca | a EJ } ,如果 壮族 子 集合 具有 FIP , 则 必定 门 ce 
Ca 天 人 。 这 人 定理 其 实 非常 明显 ,， 因 和 储 FIP 悉 表 {4-CojlaE7/) 中 没有 
任何 有 限 个 的 于 集合 能 锥 误 住 4 ,而 (ce Co 关 8 莫 表 {A4~-CalaE€ 
] } 根本 就 不 能 遮 住 4 。 


定理 0.14.2 (a)) Hausdorff 拓 模 空间 中 的 一 个 紧 航 集合 必定 是 封杀 的 。 
(b) 在 一 个 紧 栈 空间 中 的 阴 集 合 也 会 具有 聚 政 性 。 


证 明 人 先 来 证 明 (b) 。 当 我 们 把 首开 集 合 的 饼 集 加 入 此 集合 之 任意 开 延 
时 ,立即 得 出 整个 察 级 空间 的 一 个 湖 遮 。 因 此 从 其 中 可 以 玩 出 一 个 有 限 的 子 
遮 来 。 於 有 需要 时 去掉 刚 加 入 的 那个 除 集 ， 我 们 得 出 一 个 原 遮 对 此 翔 子 集 
的 有 限 迹 来 ,而 知 紧 缴 性 的 条件 满足 。 

现在 假设 4 是 Hausdorff 拓 杰 空间 X 中 的 肾 币 子 集合 ,又 假设 4 关 4 
, 则 存在 某 元 素 x 己 4 一 4 。 对 礁 任 血 4 中 的 元 来 4 ,存在 包含 a (或 x 
) 的 开 集 合 G。( 或 G2 ) 满足 Gs。 Nn G2 = 人 ， 因 需 居 是 个 Bausdorft 的 空 
间 .过 时 {G。jcEe4} 是 4 的 一 个 开 谴 ， 因 此 存在 4 中 的 一 个 有 限 的 子 
集合 ] , 使 得 {G。| aE J 了} 是 4 的 有 限于 遮 。 半 时 门 e G3 是 个 包含 x 
的 都 域 ,但 人 币 不 跟 Uoes G。 > 4 具有 任何 交点 , 因此 x 不 可 能 落 在 4 之 中 
,过 与 原先 出 发 的 假 届 发 生 了 矛盾 。 口 


定理 0.14.3 仿 设 f :X 一 Y 筷 连 楼 映射 而 44 钥 X 中 之 紧 御 子 集 合 ， 则 
必定 /4 也 是 Y 中 的 聚 炸 集 合 。 特 别 车 取 Y =  ， 则 由 於 /4 仿 封 阴 有 男 
， 因 此 其 中 含有 最 大 与 最 小 的 数目 ， 换 示 之 ， 连 炉 画 数 在 肾 概 集合 4 上 必 
定 存 在 重大 与 极 小 。 或 即 ， 存 在 一 点 av 筷 4 满 足 je<ycxw 对 所 有 aE 
4 成 立 ,同样 存在 一 熙 aw 与 4 袜 足 fa 二 fay 对 所 有 ccE 4 成 立 。 


定理 0.14.4 邻 『:X 一 了 坟 一 个 连 炉 的 同 构 映射 ,其 中 我 们 假设 羡 马 
紧 竹 ,又 了 坑 Hausdorff 空间 。 则 必定 f 篇 同 胚 映射 ,特别 可 看 出 关 也 篇 
Hausdorff 空间 。 
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斌 明 只 需 证 明 /"! 角 连 炽 就 可 。 因 此 必需 证 明 fF 把 在意 阴 集 合 映 出 
成 困 集 合 。 现 在 假设 在 XX 中 和 镶 末 集合 ， 则 由 定理 0.14.2 凶 知 道 瑟 人 坑 肾 
征 。 使 用 定理 0.14.3 知道 fF 也 是 紧 征 的 集合 。 再 由 定理 0.14.2 @@ 知 
道 7 尼 展 封闭 的 集合 ， 因 入 了 按 假 设 是 个 Hausdorff 空间 。 口 


0.15 局 部 紧 敏 性 


在 拓 模 空间 X 中 如 果 每 一 点 都 握 有 一 个 聚 粒 的 痢 域 ， 则 说 关 是 局 部 罕 
绒 的 ( 1ocally compact ) 。 由 定义 一 个 紧 敏 集合 当然 是 局 部 坚 租 的 。 


驾 是 0.15.1 (a 一 个 局 部 紧 征 空间 里 的 封 阴 子 空间 也 一 定 具 有 局 误 坚 
级 性 。 

(b) 区 散 的 空间 是 局 部 聚 第 的 。 

CR" 是 局 部 聚 第 的 。 


0.16 可 分 飚 性 


拓 杰 空间 XX 如 果 具 有 一 租 可 数 的 基本 郑 域 , 则 襄 是 可 分 砍 鸭 ( separ- 
able ) 。 


习题 0. 16.1 (a 假设 固 虹 空间 X 中 的 子 集合 4 镶 可 数 的 , 而 且 4=X 
。 试 证 以 4 中 之 点 骗 其 中 心 ， 而 以 有 理 数 镶 半 径 之 开 球 全 钵 构成 一 租 关 上 
扫 基 本 部 城 。 因 此 本身 成 入 可 分 肉 的 。 

(b) 斌 嫩 R" 角 可 分 此 的 。 


如题 0.186.2 两 个 可 分 座 拓 模 空 间 的 乘积 仍然 是 可 分 风 的 。 


0.17 仿 聚 柚 性 
在 拓 模 空间 瑟 中 考虑 一 族 集合 {Ve} 。 如 果 对 於 蕊 中 的 每 一 点 都 存在 
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一 个 郑 域 只 跟 遂 族 集合 {Ua } 中 有 的 有 限 个 相交 ， 则 襄 各 族 焦 合 具有 局 部 有 
限 性 ( iocally finite ) 。 假设 {UVa } 与 { Vg] 局 XX 上 两 族 的 迹 , 如 果 对 从 
每 个 指标 6 必定 存在 某 个 Ua 泣 足 Vp CUa ，, 则 说 {Vp } 过 个 遮 是 比 {U ej 
这 和 洲 更 甸 钥 的 让 ( refinement ) 。 假设 XX 是 个 Hausdorff 空间 ,而且 假 谱 
上 任何 一 个 开 让 都 具有 一 个 比 它 更 捧 艇 的 又 是 局 避 有 限 的 并 让 ， 则 说 站 
个 拓 楼 空间 半角 仿 紧 微 的 ( paracompact ) 。 


定理 有 .11.1 假设 X 镶 一 个 局 部 紧 御 可 分 峻 的 Hausdorff 拓 楼 空间 ， 则 
必定 慰 可 卖 成 可 数 个 紧 徽 子 集合 { 4, } 之 联 集 。 事 实 上 ,我 们 更 可 以 滤 取 
天棚 肾 级 子 集合 伪 滥 增 的 子 集合 ， 此 即 对 於 所 有 的 指标 i 都 满足 4,C 
A o 


盖 明 由 可 分 座 的 条 件 合 {U4 ，i = 1 ,2,…… 角 关中 的 一 租 可 数 
的 基本 部 域 ,其 中 每 个 0 ,此 角 并 于 集 。 现 在 想 伍 明 过 些 UV, 当中 那 逢 满 
足 杀 件 UU 坑 聚 级 的 集合 全 体 仍然 构成 一 组 基本 卷 域 。 因 需 只 需 性 明 : 任 
摄 居 中 之 开 子 集 G， 则 对 於 G 中 的 每 一 贴 x 都 存在 某 侦 包 含 + 的 0， 满足 
U, 铝 肾 极 而 且 U, CG 。 由於 X 篇 局 部 聚 逢 ,因此 存在 * 的 一 个 紧 级 的 郑 
域 7 。 过 时 Fn G 坟 中 集 合 , 因此 存在 某 个 , CV'NG ，, 紫 缴 满足 z 筷 
U，。 但 是 过 样 一 来 0, CV Cy, 因 坊 根据 定理 0.14.2 ,站 是 封闭 的 。 
由 同一 定理 立即 得 到 过 个 乙 , 是 紧 租 的 。 

现在 在 原来 的 基本 郑 域 租 中 特 所 有 其 0, 不 是 紧 概 的 那些 7, 全 部 去 掉 
, 则 所 剩 下 的 那些 就 具有 其 阴 包 镶 紧 丝 集合 的 性 里 。 我 们 仍 以 {UV } 记 之 
,他们 仍 构 成 X 的 一 组 可 数 个 基本 并 郑 域 。 最 后 定 闵 一 序列 的 聚 第 集合 
A4, 坊 41 = LU- U,- ,其 显然 4, 具有 浪 境 的 人 性质 ,而且 X 正 好 是 所 有 过 
些 4, 的 联 集 。 口 


引 理 假设 一 个 局 寻 肾 第 的 Hausdorff 拓 模 空间 XX 可 寅 坑 可 数 个 紧 第 子 集 
合 之 联 集 ， 则 七 同样 也 是 过 些 紧 籼 集合 之 内 集 的 联 集 。 


普 明 ”由 假设 X= UR 4，, 其 中 4 般 紧 币 。 现 在 每 个 4, 都 能 被 一 


0.17 优 去 圾 性 27 


些 其 阴 包 有 具有 封 半 性 的 开卷 城 所 让 革 ， 由 输 4, 之 紧 征 性 ， 可 以 从 过 并 让 
中 挑 愤 出 一 个 有 了 眼 的 子 遮 来 。 对 於 每 个 ; 过 种 子 计 中 之 集合 的 于 包 昔 禽 有 
限 个 ,因此 全 休市 阁 构 成 一 组 可 数 个 紧 绞 集合 满足 其 内 集 之 联 集 已 能 让 副 
整个 X 。 口 


定理 0.17.2 假设 局 部 肾 级 的 Hausdorff 拓 楼 空间 X 可 寅 居 可 数 侦察 租 
子 集 合 之 联 集 ， 则 必定 天 壤 优 紧 娄 。 


凑 明 ”根据 上 面 引 理 不 妨 假设 XY = LURi: 4 ， 其 中 每 个 4 和 些 储 肾 稻 
， 而 且 4;C4c+o 

更 在任 取 蕊 的 一 个 天 这 {W。 } 。 就 每 个 指标 i 而 谨 所 有 的 集合 ( 431 ， 
- 4,-，) NWo。 构成 紧 租 集合 (4,+ ,一 41: ) 的 一 组 开放 。 因 此 可 以 从 其 中 
愤 出 一 个 有 限 的 子 遮 来。 将 其 记 篇 Ve, Ti ，…… ,Vs。，。 由 於 构 动 i 时 
所 有 (4,; ,一 A4? ) 能 整个 让 盖 XX ,因此 按 上 法 构造 出 来 的 V, ,i ,j= 
1 2, 也 能 遮盖 整个 X_ 。 再 者 {Y,,} 比 原 放 {We。} 来 得 更 和 维 。 现 
在 任 取 z* 和 4，, 则 4 ,是 x 的 一 个 天 半 域 ， 而 过 开 半 域 跟 任 何 了 上 (i 
> 上 + 1 ) 都 没有 交点 。 可 见 {V,,} 是 局 部 有 限 的 。 因 此 已 港 明 X 具 有 仿 
聚 第 性 - 口 
实例 已 知 在 R" 中 的 紧 征 集合 就 是 有 界 的 了 天 集合 。 现 在 固定 R" 中 的 一 点 
x ， 以 运 点 震中 心 令 4, 镶 以 i 篇 半 笃 的 末 球 ，i = 1 ,2,，3，…… 。 过 梯 
我 们 可 以 将 R" 表 成 角 一 租 入 增 的 紧 征 集合 之 序列 4; 之 内 集 的 联 集 。 


定理 0.11.3 一 个 局 部 紧 籼 可 分 继 的 Hausdorff 拓 楼 空间 必定 是 优 紧 级 
的 。 过 宁 理 可 由 前 面 十 个 定理 合 在 一 起 就 得 出 。 


骂 题 0.17.1 假设 Hausdorff 拓 5 杰 空间 XX 能 金 表 示 成 仿 一 租 可 数 个 能 与 
尽 ” 中 之 天子 集 互 相同 胚 的 子 华 合 的 联 集 ， 则 必 定 半 镶 伤 紧 第 空间 。 


天 题 0.17.7? 考虑 所 有 的 有 理 数 @ ,在 其 上 使 用 由 RR 中 所 引进 来 的 相对 
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拓 摘 类 句 。 旧 @ 镶 仿 聚 拖 ,但 是 种 不 骗局 部 紧 皆 , 试 证 明之 。 


主 : 一 个 连 楼 两 数 的 定义 域 是 拓 杰 空间 。 若 想 推广 中 ”上 可 微分 画 敖 
的 摧 念 到 拓 杰 空间 上 的 丁 数 来 , 我 们 就 要 在 芝 拓 杰 空 间 上 先行 391 入 一 逢 可 
微分 的 车 构 ， 以 便 谈 葵 可 微分 敬 数 的 概念 。 运 种 具有 可 微分 车 柳 的 拓 檬 衬 
间 常 叫做 可 微波 形 ， 就 是 我 们 在 第 一 草 马 上 要 加 以 介 稻 的 。 


第 零 章 后 半 段 各 题 提 示 
0.7.1 。 负 契 只 含 @ 与 两 元 素 ， 罗 一 共有 四 个 子 集 合 。 而 有 四 种 拓 杰 车 构 : 


1 人 ,人 | 
T,= {C, {a} ,XX) 
T= 1, {2} ,AX} 
7 ,二 购 散 拓 模 。 


假设 六 有 三 个 元 素 , 则 一 共有 14 个 拓 楼 和 结构 : 
(a) 最 柱 的 与 最 类 的 有 南 个 。 
(b) 只 包含 @ ,站 ,以 及 随便 一 个 子 集合 ,过 -一 共有 6 个 ; 
cj) T={1@, {a)},{6},{a,6b}, 汪 } 者 种 的 ,一 共有 三 个 ; 
(a) 工 = {3, tail ci:,X 过 种 的 ,一 共有 三 个 。 
0.7.2 (a) AUB 是 个 包含 4UB 的 并 集合 ,因此 当然 有 : 


(AUB)CAUB 
反之 ， 射 秦 任 意 x 巨 A4UB 惠 必定 x*EAhA 或 + 七 B。 但 是 4CAUB, BCc 
AUB, 可 是 在 任何 情形 都 有 x+ 所 4UB, 或 妈 AUBCAUB。， 


0.10.1 (a) 当 x ，3》 固 定 峙 ,可 以 把 4,( 3* ,yy ) 看 忒 是 力 的 一 个 株数 而 对 双 
奶 以 微分 。 运 时 : 


(pp)=d,(x,y)=[ 之 La 一 37 7] 
=[ 了 a?j” 


其 中 合 44 二 |]u x 一 w'y》| 过 0 ,上 苦 馈 常 丹 。 取 其 自然 对 数 得 : 
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Inf(p) -ln (os 二 se + Ca ) 
所 得 


d 
— (af) =a?(lna;,) 


dp 


d f' (pp) 
ap nf (Dp)) f(p) 


而 得 出 : 
f’ (2) 


1 
fip) p’ GT 二 


对 此 叉 有 : 


~ in(a?+i+.…+ a*»)) 


1 


f'(p) =- 


1 


p* (a?t.+ar) 7 
<0 


量 就 看 出 三 (加 ) 是 一 个 非 沽 增 的 芳 数 ,其 什 俘 来 您 小。 
区 的 和 后盾 中 若 吉 dl 一 NaxXx { | 人 + Cn } 多 则 可 改 写 


a, Cn 


) 十 人 二 


L 
_ )?7)? 
C 2 


dp(Xy)=a(i+t+l 


Ea < ai 则 ( 一 )? 一 0 ,着 94 一 4， ， 则 一 一 1。 内 此 不 管 那 种 情 形 


及 
, 於 户 一 co 时 上 式 的 括 吕 都 趋 近 其 一 个 有 限 数 目的 雾 砍 方 , 因 此 其 值 局 一 ， 
mds(xT,y) a=d,(X,y).。 
.1 设 XX 镶 如 通 的 , 则 其 中 只 有 半 及 外 间 时 又 是 肛 集 合 又 是 并 集合。 假设 
f : 汪 一 YY 鸟 同 且 , 而 站 中 除了 了 与 他 之 外 还 有 子 集合 百 也 具 此 特性 , 则 4 
< /~!'(B) 就 也 具 此 特性 而 使 得 蔷 非 篇 右 通 的 。 过 就 订 明 了 了 必须 也 是 如 


[4 [7 你 i 
a? ln(1+ (3)? + (7) tet dln( (eI) (TT) ?+41) 
a 位 Gn a、 
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清 的 寺 可 。 因 此 如 通 性 是 一 种 拓 楼 人 狂 质 。 

0.15.1 (a) 设 4 钥 六 中 的 封 角 子 集合 ,而 BB 局 关 的 聚 烙 子 集合 , 则 闻 站 4 也 
是 4 中 的 紧 超 子 集合 。 妈 用 半 福 掉 (a) 立 即 得 荐 。 

(b) ”在座 散 空 税 庄 每 一 点 就 是 本 身 的 部 域 ， 而 -- 点 的 集合 是 个 紧 粮 的 集 
id) 在 丸 * 中 的 每 点 e 可 以 取舍 径 震 > 的 半球, 间 是 紧 炸 的 郑 域 ， 因 此 
RR" 是 局 部 紧 籼 的 。 

0.16.1 (b) "是 R" 中 一 个 可 数 的 子 集合 请 足 @" = 民 " 。 


人 
[ 


流 形 


1.1 流 形 之 定 闵 


粗略 来 车 一 个 本 人 微 充 形 ( differentiable manifold ) 就 是 一 个 拓 楼 空 
间 , 在 其 中 每 一 点 具有 某 个 可 以 引入 座 标 系 杭 的 郑 域 。 过 种 座 标 系 烷 力 是 
由 一 些 定 义 於 过 种 卷 域 之 上 的 实 座 标 画 数 记 组 成 ， 他 们 不 只 决定 了 此 郑 域 
中 每 点 的 位 置 ， 也 决定 了 此 郑 域 之 拓 楼 结构 。 换言之 整个 流 形 就 其 中 每 点 
之 附近 局 部 来 计 都 可 以 训 俩 是 卡 氏 乘 重 空间 。 此 外 在 责 种 座 标 系 杭 相 重 澡 
的 区 域 ， 代 一 种 座 标 系 炳 换 成 另 种 座 标 系 炳 的 玫 化 必需 具有 平 请 性， 过 使 
得 以 后 所 要 定义 的 可 微分 曲线 ， 可 微分 殴 数 或 可 微分 映射 等 等 者 念 就 不 同 
的 三 标 系 炉 而 避税 此 都 能 声调 一 致 。 我 们 从 下 面 起 就 要 详 组 的 来 给 出 各 有 
天 的 定义 。 

对 扒 许 多 的 物理 系 太 而 言 人 们 所 答 的 数学 模型 常 是 以 流 形 储 其 中 最 基 
本 的 构造 。 然 合 控 照 各 个 物理 系统 的 特别 需要 而 引 人 肖 当 的 额外 千 构 以 便 
时 人 肆 的 反映 议 物理 柔 入 的 全 有 狐 。 过 儿 所 说 流 形 的 攀 念 可 碍 和 售 通 常 卡 氏 站 和 精 
， 平 后 ， 空 间 以 及 高 等 微 积分 中 所 研究 的 各 种 曲面 之 推 褒 。 党 然 在 这 推 广 
的 过 程 中 ,我们 就 磊 便 也 把 可 微 画 数 ,在 滑 曲 入 , 切 向 量 , 还 有 向 量 场 等 
等 盘 念 全 都 推广 起 来 。 可 是 麻 注 意 的 是 让 点 之 间 的 中 次 这 种 让 合 ,或 者 下 
牧 ( 或 即 十 点 间 最 短路 径 ) 的 观念 东 不 属於 可 微 流 形 的 桥 念 之 中 。 他 们 是 
由 流 形 上 上 宁 外 的 结构 所 引进 来 的 。 一 个 流 形 不 见得 需要 具有 省 些 额 外 结构 
, 而且 一 个 了 流 形 上 和 若 有 一 种 额外 竺 构 则 也 不 见得 只 有 唯一 的 一 个 拓 外 车 构 。 

一 向 流 形 具有 它 自己 特别 的 稚 数 。 如 果 才 流 形 是 作 坑 某 个 物理 系统 之 
模型 来 看 符 时 ， 其 厅 数 意 指 此 系 梳 之 自由 度 的 个 数 。 本 书 都 只 限 於 考虑 有 
限 厅 数 的 流 形 。 

垮 了 方便 我 仙 答 出 流 形 的 定义 ， 我 们 先 来 做 些 预备 的 工作 。 假设 关 是 
个 拓 杰 空间 ,2 篇 文中 之 一 点 ， 则 咒 在 户 点 的 一 个 国 表 ( chart ) 就 是 一 个 
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轴 数 4:U 一 R"， 其 中 UV 是 一 个 包含 旋 点 的 叶子 集 ， 而 上 是 一 个 从 之 到 
R" 中 之 某 个 关子 集 的 同 胚 映射 。 过 图 麦 Ap :UV 一 R" 之 维 数 (dimension ) 
就 等 崔 4 。 而 过 图 表 之 座 标 西数 ( coordinate functions) 就 是 由 Am 之 值 的 
各 个 座 标 所 答 出 的 在 VU 上 的 实 值 画 数 。 因 此 车 w : 尺 一 尺 代表 玉 * 上 标准 
的 座 标 而 数 : x (a ，…….4a )=a'， 则 此 阅 表 的 座 标 函数 就 窒 饲 : 
Xi 二 Uop:U>R 。 注意 近 儿 所 一 再 出 现 的 上 标 产 不 代表 矫 次 ,而 只 素 
示 第 权 个 座 标 ， 因 此 千 万 不 可 以 搞 混 了 。 按照 上 面 定 闵 可 知 对 於 U 中 的 每 
一 个 点 9 都 有 : phgG = (xz 4g,，X 9， … ,x 9) ， 基 此 我 们 不 妨 间接 就 把 
过 团 表 写成 4 = ( xz' ,，…… , Xx“) 。 有 些 人 喜 炊 把 叫做 凑 标 映射 (coor- 
dinate map ) , 而 把 忌 嘴 做 证 标 郑 域 ， 又 把 之 上座 标 画 蔓 的 集合 称 储 座 标 
或 称 仿 在 加点 的 一 个 座 标 和 有 系统 。 

在 本 媚 的 用 法 中 符号 x' 粮 是 代表 尺 “ 上 的 标准 的 第 :个 座 标 画 数 。 如 
果 特 别 考 唐 尺 或 玉 ， 则 有 可 能 我 们 会 照常 把 & 改写 成 Y，?，z 等 等 。 
注 八 我 们 是 把 xz，?y，z 看 成 男 数 。 

假设 了 是 尺 * 中 的 关子 集 , 而 上 :一 玉 之 各 次 俩 遵 数 告 存在 而 且 违 术 
， 则 模 了 是 个 C” 画 数 或 襄 了 是 侦 在 滑 画 数 。 现 在 考 处 映射 9p :V 一 R*， 
则 若 对 芭 所 有 的 i= 1 ，…… ,而 冒 ，K'oyp:V 一 RR 缘 角 C “”， 屠 麻 我 们 
就 说 v 是 个 C “的 有 映射。 

任 取 篇 一 个 答 定 的 非 负 整 数 。 如 果 上 面 的 定义 中 只 要 求 所 有 到 上 次 
的 偏 导 数 此 存在 叉 速 粮 ,虽说 是 个 “的 映射 。 男 外 我 们 又 说 v 角 解 新 
瑞 射 (analytic map ) 如 果 所 有 的 成 分 & :9 地 坑 实 解析 的 画 数 。 过 儿 所 
强 计 解析 性 当 詹 就 照 通 常 悉 麦 在 每 点 的 卷 域 此 画 数 可 以 卖 成 一 个 以 此 点 坟 
原点 使 用 卡 氏 座 标 的 收敛 震级 数 。 一 候 解 析 映 射 必 定 驴 C ”映射 ， 可 是 旋 倒 
这 来 一 侦 C™”“ 映 射 壮 不 内 得 久 解 析 的 。 


絮 题 1.1.1 (a 定义 商 数 三 : 尺 一 尽 如 下 : 


0 若 x<0， 
x= {os 若 x > 0. 


试 王 f 篇 C“” 西 数 。 又 注 明 /在 原点 的 所 有 寺 数 篆 镶 零 ,此 即 对 於 所 有 上 
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都 有 (0)-= 0。 
(b) 假设 本 数 g :R RR 在 0 之 郑 域 是 解析 的 。 则 存在 一 个 以 0 需 中 
心 的 对 称 区 间 ,使 得 对 比 区 间 , 所 有 的 点 二 我 们 都 有 : 


gx = > (goe0)ztjk; 
可 风 在 他 中 所 和 葵 的 画 数 也 在 0 不 可 能 需 解 析 的 。 


实例 取 z=x+iy 坑 一 个 复数 。 定 义 画 数 w(x,y) 雯 x+io= 
eah(0,0)=0。 则 x 巧 非 C“ 画 数 ， 事 实 上 x 在 原点 ( 0, 0) 已 
烃 不 速 熏 了 。 可 是 另 方面 & 各 次 的 偏 半数 在 所 有 点 (包括 原点 ) 沸 存 在 ， 
因此 看 出 在 C 一 的 定义 中 所 要 求 的 连 糖 性 消 不 是 多 钥 的 。 如 果 所 考虑 的 是 
单 玖 夯 数 ， 那 床 过 速 炉 性 的 要 求 就 属 多 了 艇 ， 因 人 坑 过 时 可 微分 的 函数 必定 是 
连 矿 的 。 


丘 机 空间 并 上 的 两 个 图 卖 w :0U 一 RR" 以 及 zr :VR' 称 角 互相 C“ 相 


UNV 
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大 , 如果 下 列 人 条件 潇 足 : 


(1) d=e€ 
(2) 或 者 UNV= ,或 者 kor -以 及 re ' 均 骗 C” 映 射 。 


由 图 1 可 见 x。+-' 的 定义 域 镶 r (UNV) ,这 是 “中 的 一 个 开 子 集 。 
一 当 我 们 把 C “ 相 央 定 闵 中 所 有 C ”的 要 求 都 更 换 需 C * 或 者 解析 ， 则 立 
即 得 出 两 侦 图 表 彼 此 C* 相关 或 者 解析 相关 的 定义 。 另 方面 由 於 座 标 映 身 
必定 是 速 夸 的 ， 因 此 任何 两 侦 同 稚 数 的 图 玫 必 定 纺 是 C" 相关 。 - 

一 个 拓 模 (C" ) 流 形 就 是 一 个 可 分 骨 的 Hausdorff 拓 楼 空间 在 其 中 的 
每 一 点 都 具有 同一 个 锥 数 4 玲 的 阅 玫 。 我 们 就 把 所 有 圆 玫 共 同 的 稚 数 称 需 
此 流 形 的 厅 数 。 在 流 形 上 我 们 就 有 一 租 图 表 : {pa :Ua 一 R*|aEl} 漠 
足 其 中 的 {Ue | a E 7} 构成 整个 空间 的 一 个 开放 。 过 样 一 租 图 表 的 集合 
就 称 久 一 侦 圈 表 集 ( atlas ) 。 一 个 C”” 的 图 表 集 就 是 指 此 集合 中 任 芒 两 偶 
图 表 互 相 都 C“ 相 关 。 如 果 某 一 个 图 表 跟 一 个 C ” 图 表 集 之 中 的 每 个 加 表 
全 都 互相 C ”相关 ,虽说 芝 个 图 表 可 以 被 接 钠 来 放 入 带 图 表 集 之 中 。 特 别 
而 是, 所 考 虚 C ”图 表 集 吐 头 的 每 一 个 图表 都 是 可 接纳 的 ( admissible ) 。 

时 在 一 个 拓 栅 流 形 上 葵 了 某 个 C ”图 表 集 。 现 在 假设 所 有 可 被 接 凡 
进入 此 图 表 集 之 中 的 图 表 我 们 全 都 加 以 考虑 蓄 探 用 ， 则 咒 短 拓 样 琶 形 构成 
了 一 个 C“” 流 形 。 在 本 书 中 当 我 们 以 后 没有 使 用 任何 形容 词 而 单单 提 到 流 
形 时 ,我们 的 意思 全 都 是 指 C” 流 形 。 在 过 见 的 定义 中 我 们 所 以 探 用 全 部 
可 接纳 的 图 表 来 丛 定 闵 的 终 故 有 二 。 第 一 ,我 们 希望 所 有 的 座 标 系统 都 居 
於 同等 的 地 位 ， 而 不 是 单单 那些 落 在 某 一 图 到 集 之 中 的 座 标 采 坑 地 能 破 考 
虑 ， 而 使 他 们 估 有 特殊 的 地 位 。 第 二 ， 通常 一 个 流 形 常 只 简单 的 透 过 某 一 
个 图 表 集 来 加 以 雁 定 。 但 是 如 果 对 伶 雨 个 图 表 集 ,其 可 接生 的 图 吉之 集合 
相同 ， 我 们 又 希望 透 过 过 十 个 阅 表 集 所 定义 的 流 形 是 同一 个 流 形 ,而 不 是 
不 同 的 雨 侦 流 形 , 因此 我 们 自然 就 以 上 法 来 从 一 个 萎 表 集 加 入 所 有 可 接 狂 
的 图 到 而 得 出 的 模 大 图 到 集 来 做 筷 流 形 的 定 闵 。 

”党 我 们 在 上 面 有 关 C” 流 形 的 定义 中 把 所 有 涉及 C” 的 条 件 都 替换 成 
C:* 或 者 蔡 换 成 解析 性 ， 则 立即 得 出 C* 流 形 或 者 解析 流 形 的 定 闵 。 显 然 只 
要 把 C” 流 形 定 闵 中 的 图 表 集 拨 充 ， 使 其 包含 所 有 与 其 互相 C* 相关 的 图 
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玫 ， 则 我 们 就 得 出 一 个 C” 流 形 。 同样 扩 充 解析 流 形 的 图 表 集 使 其 包 合 所 
有 默 其 C” 相 天 的 可 接纳 图 表 就 得 出 一 个 C” 流 形 。 反 过 来 如 果 和 从 一 个 CC 
流 形 出 发 ， 我 们 可 以 使 用 一 些 做 法 来 去 掉 其 图 表 集 囊 头 的 某 些 C” 相 贿 的 
图 表 ， 而 使 得 所 璋 下 来 的 图 表 集 之 中 的 图 表 人 彼此 此 互相 解析 相关 。 过 就 得 
出 了 一 个 解析 流 形 ( 因此 也 就 得 出 了 一 个 C” 流 形 ) 。 这 种 做 法 实际 做 起 
来 背 不 那 订 容易 ， 其 实 正 是 一 个 由 Whitney 所 诈 明 的 相 常 砍 的 定理 。 可 是 
一 个 拓 模 C'" 流 形 不 见得 一 定 能 钢 变 成 一 个 C 沪 形 。 示 事 屋 明 起 来 比 
Whitney 的 定理 更 困难 得 多 。 : 

主 : 在 有 关 座 标 系 坑 的 定义 中 我 们 一 直 要 求 座 标 郑 域 Va 以 及 其 在 R" 
中 的 影像 x (Ua) 访 并 集合 。 到 种 要 求 是 比 通常 的 用 法 较 赤 格 一 些 的 。 在 高 
等 微 积分 庄 所 匀 用 的 曲线 的 (curvilinear) 座 标 采 桩 ,例如 像 球 面 座 樟 ， 
就 不 见得 马 格 的 要 求 定义 域 人 并 集合 。 事 实 上 沿 著 z 釉 上 ，, 健 管 已 梭 不 满 
足 一 对 一 之 对 克 ,我 们 仍 逮 使 用 球面 座 标 。 我 们 所 以 在 定义 中 放 人 过 些 天 
集合 的 要 求 ， 其 用 车 在 从 使 得 所 考虑 流 形 之 局 部 糙 构 有 其 有 一 致 性 ,而 使 得 
流 形 上 各 种 人 性质 的 进一步 分 析 大 大 的 简化 了 。 因 此 有 过 时 所 考虑 的 流 形 不 会 
出 现 兆 界 蒜 ， 所 以 当 我 们 论 到 可 微分 性 时 不 用 久 著 单 过 或 双 过 的 可 人 微分 性 
而 操心 。 轩 方面 在 实际 谭 用 时 我 们 是 常 需 面 对 一 些 沉 界 信 的 问题 ,因此 我 
们 有 可 能 必须 考虑 一 种 具有 下界 的 流 形 (manifold with boundary ) 。 遂 
种 具有 忱 界 的 流 形 比 我 们 书 中 所 考虑 的 流 形 来 得 一 般 ， 因 和 壤 其 中 涉及 设 流 
形 的 边界 流 形 ,其 灯 数 是 比 此 流 形 之 雁 数 少 掉 一 的 。 过 时 落 在 过 界 流 形 上 
之 申 的 座 标 部 域 可 以 看 成 附 车 礁 荣 个 内 部 流 形 右 的 座 模 痢 域 ,其 间 的 般 体 
有 莫 像 -= 个 方 能 的 表面 如 何 附 著 稚 此 方 体 之 内 部 一 般 。 人 研究 浊 界 售 的 问题 
会 比 研究 空间 中 内 点 之 于 题 困 交 得 多， 照样 研究 具有 海 界 之 流 形 的 向 题 禽 
比 单单 研究 流 形 的 问题 来 得 因 肉 。 因 镶 站 粮 故 ， 我们 在 本 书 中 单 只 限 伶 处 
理 流 形 本 身 的 问题 , 而 不 去 考 感 其 壹 界 的 问题 。 


0.2 流 形 之 实例 


四 卡 氏 空间 
有 一 种 圾 明显 的 方法 可 以 在 R* 上 加 答 一 个 流 形 的 糙 构 。 过 时 只 需 杰 
取 疼 表 集 铝 包 含 单 噬 一 个 阅 表 7:R“ 一 R* ， 其 中 了 代表 恒 等 映射 。 过 个 
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图 表 的 座 标 落 数 就 是 标准 的 卡 氏 座 标 4 。 当 我 们 以 后 把 R* 当成 流 形 时 ， 
我 们 所 指 的 就 是 过 个 标准 的 流 形 烙 构 。 

现在 R* 上 一 个 可 接 粹 的 座 标 映射 就 是 一 个 具有 平滑 性 的 由 射 p :0U 一 
R” ， 其 中 愉 念 开 子 集 , 而 且 若 z =% on , 则 其 村 氏 和 矩阵 (Jacobian ) 
必须 是 个 非 奇 轴 的 甜 障 ，| 9x '/ 3u! | 头 0 。 因 和 坑 过 条件 保证 了 wu :能 存 
在 又 具有 Cs“ 的 人 性 质 。 

假设 /i= 1，2 ，……. , d 储 一 组 定义 於 R* 之 开 子 集 上 的 实 值 
C “ 丙 数 。 假 设 在 某 点 PE R' 我 们 有 | 3f /9u’ | 关 0 ， 则 由 着 画 数 定理 
知道 存在 的 一 侦 郑 域 口 以 及 (ff'p，…… , /2 ) 的 一 个 郑 域 V 使 得 映射 
“=( 六 …… ff ”) 把 UV 射 到 VV 上 ,而 且 4 久 同 构 上 映射。 同时 4 具有 
C “的 逆 驻 射 。 因 此 p 就 是 一 个 可 接纳 的 座 标 映射 。 证 种 方法 就 是 得 到 可 
接生 座 标 系统 的 最 有 效 方法 。 特 别 我 们 可 以 考虑 极 座 标 ,圆柱 座 标 ， 球 座 
标 等 等 惯常 使 用 的 曲 粮 座 标 。 当 他 们 被 注 党 的 限定 在 他 们 是 嵌 射 而 且 其 村 
氏 行 列 式 不 坑 雾 的 所 在 ， 他 们 就 构成 了 尽 : 或 尺 * 中 可 接 炳 的 座 标 系 太 。 


实例 取 p= (x? +2723xh: BR 一 Raou =x2 +2)52p= 3xy，。 取 其 贤 
拓 和 矩阵 仿 


oO(u,0) 2X 4Yy 


al(xyy) “3y 3x ) 


因此 其 行列 式 值 入 6(x 一 2y”) 。 除 了 在 两 条 音节 
》 二 </v2, 以 及 了 = 一 XJ/vV2 


所 租 成 的 奇 刁 点 集 ( singular points ) 之 外 ,此 行列 式 值 入 不 访 霸 。 因 此 
对 过 两 条 直 和 线 以 外 的 任何 点 而 言 , 条 存在 适当 的 郑 域 使 得 在 其 上 4 和 镶 一 个 
可 接纳 的 座 模 映 射 。 如果 想 知道 过 些 部 域 到 底 具 有 什么 样子 , 那 周 我 们 就 
得 较 详 区 的 进一步 分 析 。 首 先 在 上 之 下 题 然 直线 》= x*/V2 被 映射 成 半 竺 
4 > 0 ，Vv-=.3/2V2 4), 同样 直线》= - x/ 2 被 映射 成 半 和 萎 : v= 

一 3/2V 2w)，w 之 0。 如 果 我 们 考 虚 直入 * = c 在 上 之 下 的 影像 ,立即 
得 出 它 是 一 条 抛物 穆 : "w= c:+ 2v*/9c’。 在 图 2 中 我 们 把 近 些 资料 都 涯 
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by 


图 2 


出 来 。 抛 物 和 比 必 须 在 (ce ,+c/v 2) 的 影像 点 与 雨 供 半 纱 相交 , 在 遂 交 点 
?的 值 坊 t+ 3/ V2 c 。 另 方面 此 抛物 糠 的 切入 斜率 镶 : 


因此 在 交 贴 之 处 ,抛物 入 之 斜率 壤土 3/2V 7 。 换 昔 之 在 通 交 茹 抛物 线 与 
雨 休 半 线 相 切 , 如 图 2 所 示 。 过 榜 整 条 抛物 入 就 落 在 由 雨 条 半 纱 w 4 与 

jB 所 奖 的 眼 夹 角 什 域 V 之 中 ( 除了 切 点 ) 。 直 穆 4 和 与 妃 所 划分 出 来 的 四 
个 非 奇 界 点 的 舍 域 全 都 在 4 之 下 被 映射 到 V 上 面 , 而 在 每 个 领域 上 此 需 同 构 
映射 。 因 此 对 从 任何 非 奇遇 点 轧 而 首 ,过 四 候 开 镇 域 中 包含 p 的 那个 ,或 
者 其 中 任何 比较 小 的 包含 p 的 开卷 域 都 可 以 拿 来 当做 逆 画 数 定理 中 其 存在 
性 被 肯定 的 部 域 U 。 可 是 没有 任何 奇 曙 点 的 部 域 能 钢 在 p 之 下 一 对 一 的 稚 
映射 到 V 上 ， 因 角 过 些 郑 域 被 打 袜 ( folded over )， 因 此 有 两 点 被 映射 
到 同一 点 。 至 於 原点 ( 0, 0 ) 的 卷 域 情况 更 糟 糙 ， 他 们 镍 褐 呈 了 两 次 ， 因 
此 在 之 下 有 四 点 被 映射 到 同一 点 。 


娘 题 1.2. 1 考虑 球 座 标 或 几 柱 座 标 ,试问 必 有 加 入 怎样 的 限制 地 能 保证 
他 们 可 被 接 灿 而 皮 坊 R* 中 的 C” 座 栋 条 称 。 试 让 除了 其 赔 柱 半 笋 7 = 0 
之 点 ( z 二 ) 以 外 所 有 的 点 都 可 以 被 包含 在 过 两 种 座 标 系 迷 的 定义 域 中 ， 
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但 站 不 同时 都 在 一 个 座 标 系 菊 之 中 。 


如 题 1.2.2 规 x:R 一 尺 坑 便 等 映射 ， 旭 zx :RR 一 RR 仍然 保存 一 对 一 及 
回炉 的 人 性质 。 同 时 具有 连 炉 的 道 画 数 : wu:R -> RR 。 如 果 我 们 愤 取 {w': 
尺 一 尽 ) 当 作 尺 上 的 图 表 集 ， 则 着 个 单 合 一 个 图 表 的 贺 表 集 能 给 出 尺 上 的 
一 个 流 形 的 结构 。 证明 着 个 流 形 结 构 六 不 是 通常 的 流 形 结 柳 。 因 人 镶 在 通常 
的 标准 类 权 趴 w :一 R 六 不 是 一 个 可 接 摧 的 图 表 。 


(b) ”有 开 于 流 形 

假设 对 是 一 个 流 形 而 N 是 中 任 备 的 开 子 集 。 和 过 时 只 要 把 M 中 的 拓 赤 
咎 座 标 上 映射 从 有 太 限 制 到 和 NN， 则 入 就 立即 具备 了 一 个 流 形 的 结构 。 过 样 的 流 
形 叉 称 需 的 开 子 流 形 。 另 外 我 们 在 第 1.4 季 会 提 到 一 般 的 子 流 形 之 定义 
， 其 中 子 流 形 的 雁 数 可 能 小 从 人 的 条 数 。 显 然 R“ 中 任何 的 开 子 集 都 可 视 
馈 一 个 d 雁 的 流 形 。 


习题 1.2.3 试 注 一 个 流 形 可 以 被 考 虑 成 R“ 中 的 一 个 开 子 流 形 的 充 要 休 
件 是 过 侦 流 形 具有 一 个 单单 含有 一 个 图表 的 固 志 集 。 


(C) 乘积 流 形 
如 果 流 形 几 与 信之 厅 数 分 别 久 4 与 e , 则 在 卡 氏 乘积 MxN 上 答 出 流 
形 知 构 的 做 法 如 下 : 


(1) ”其 所 楼 皮 久 乘 积 拓 模 ,此 即 其 基本 郑 域 篇 几 与 凡 中 基本 郑 域 的 乘积 。 
(2) ”其 图 表 集 是 MM 与 NN 中 个 别 图 克 集 中 之 图 麦 做 乘积 而 和 组成。 因此 若 设 
42:U 一 R“ 镶 及 上 的 一 候 图 表 ,9 :7 一 信 垮 V 上 的 圈 表 ， 则 其 乘 得 : 


Qs 四 x 了 了 一 开 (pm = Qum, pn). 


就 取 坊 M x AN 上 的 半 表 。 过 时 若 z 是 pk 的 座 檬 画 数 而 7 为 2 的 座 标 画 数 
， 则 在 乘积 图 表 中 (m,n ) 的 座 标 座 人 般 : 


(Xim,..., Xm, yin,..., yn) 
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因此 车 如 :MXxN-M，9:MxN--N 和 镶 自 然 投 射 ， 则 在 Z x Y 上 的 座 标 
夯 数 可 以 寓 成 : 
zl = Xlop,...,2 = Xop, Zl = Jogd...，zdte = og. 


过 种 乘积 的 运算 显然 可 以 重复 进行 ,此 外 我 们 也 可 拿 同 一 个 流 形 的 亲 
个 复 本 来 做 其 乘积 。 因 此 甚至 就 流 形 的 和 结构 而 言 ， 我 们 仍然 有 : R“=Rx 
R x-B... x 尺 。 容易 看 出 加 圈 S$S' 过 人 条 曲 线 是 个 一 礁 的 流 形 。 和 将 9 画 在 
R* 瑞 ， 则 圆柱 面 过 曲面 就 是 流 形 S$S: x 尺 而 可 以 看 成 落 在 R = 尺  X 尺 之 
中 。 

接 下 来 我 们 可 以 把 S: x S' 看 成 一 个 联 集 {{p}xS*|pES'}。 现 
在 如 果 把 第 一 个 S' 看 成 是 怀 " 中 xy 平面 上 满足 方程 式 : 


+ 六 =1l,z=0 


之 单位 图 ， 而 对 认 间 圆圈 上 的 每 一 点 Pp ,我 们 都 把 {PP} xs 看 成 一 个 以 
pp 角 中 心 ， 而 其 直径 生 前 於 第 一 个 圆圈 的 较 小 半径 之 略图 , 则 联 集 S x 
S ”可 看 成 各 个 较 小 的 圆圈 纺 著 z 转 旋 博 所 得 出 的 思 转 面 ( surface of 
revolution ) ， 或 即 一 个 辕 环 面 ， 如 图 3 所 示 。 容 易 看 明 从 R 引进 到 站 
个 加 刺 面 的 拓 杰 烙 构 其 实 正 是 乘积 拓 模 。 


里 3 
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道 个 刺 面 就 是 通常 用 来 描述 一 个 勾 所 之 运动 的 所 有 可 能 位 稀 ,或 即 其 
状 位 空 疝 ( configurat ion space ) 的 模型 。 这儿 所 谓 沁 所 ( double pen- 
、dulum ) 就 是 一 个 具有 两 根据 狂 的 机 械 系 杯 ， 其 中 的 第 一 根据 锤 可 以 在 一 
在 面 上 比 著 一 条 固 定 轴 自由 旋 赎 ,至 从 第 二 根据 钴 则 编著 一 条 落 在 某 一 特 
定 平 面 之 上 的 轴 旋 再 。 过 个 特定 平面 通常 就 取 需 第 一 根据 钴 的 旋 博 面 ， 但 
是 也 可 取 垮 别 的 相对 长 第 一 根据 钴 垮 固 定 的 平面 。 过 南 根据 锤 跟 他 们 各 目 
所 处 的 旋转 平面 中 之 一 组 固定 座 标 束 所 来 的 角度 可 用 来 跟 环 面 通常 参数 表 
示 中 所 出 现 的 两 个 角 放 相对 应 ， 而 得 出 其 间 一 一 的 对 应 关 傈 。 因 此 知道 这 
种 侈 气 的 状 位 空间 正好 就 是 一 个 收 面 。 注音 在 设计 甸 所 的 衡 接 朋 节 之 时 要 
弄 得 使 每 根据 锤 都 能 就 其 轴 自 由 的 旋转 360 度 ,否则 的 话 所 得 的 状 位 空间 
就 只 能 是 环 面 中 的 一 邵 分 而 已 。 事 实 上 如 果 第 二 根据 钴 受到 第 一 根据 锤 之 
击 之 阻挡 , 因此 其 旋转 受 限 制 攻 0 之 :< 之 v < 2x , 则 所 得 到 的 状 位 空间 
模型 更 像 一 个 水 管 式 的 圆柱 面 。 

如 果 不 仅 使 用 十 根 据 链 而 使 用 更 多 的 扫 锋 安置 在 一 个 精心 设计 的 机 械 
系 太 中 , 则 过 物理 系统 之 状 位 空间 的 模型 就 是 更 多 个 $ 的 乘积 。 另 方面 
如 果 衡 接 央 和 节 的 设计 是 使 得 设 所 锤 不 只 能 在 一 个 平面 上 自由 旋 精 ,而 是 能 
在 空间 中 自由 运动 ， 那 魔 其 状 位 空间 的 模型 可 能 就 得 使 用 到 球面 S* 来 
做 乘积 。 最 化 如 果 第 一 根据 狂 的 一 端 荡 没有 裤 固 定 住 , 而 属 容 许 在 空间 中 
( 或 者 在 某 平面 中 ) 自由 移动 ， 虽 其 状 位 空间 的 模型 中 必须 另外 再 放 入 一 
个 RI (或 者 R”) 的 因子 来 做 乘积 。 

一 般 而 车 ， 假 设 某 个 物理 系 称 是 由 坪 个 系 硫 所 租 成 ， 其 中 每 个 系统 能 
取得 各 自 所 有 的 位 置 ,分 别 跟 另 一 有 杀 桩 之 存在 与 否 无 关 。 那 床 过 时 的 复合 
系 未 之 位 置 流 形 (manifoid of pasitions ) ( 嘻 即 状 位 空间 ) ,就 等 於 者 
侦 子 采 和 统 之 位 置 流 形 的 乘积 。 就 算 两 个子 系 和 统 之 闫 发 生 了 某 些 动力 的 衡 接 
天 人 和 任 ( 例如 像 重力 的 或 者 像 弹性 的 ) ， 则 其 状 位 空间 篇 两 者 之 乘积 一 事 仍 
然 厅 持 不 姻 。 


开 题 1.2.4 取 一 根 弹 先 在 其 十 端 都 附 著 铝 狂 。 容 许 授 采 舌 在 空间 中 自由 
运动 ,而 只 就 强壮 之 长 度 忆 加 以 限制 , 要 求 , < 二 << 工 ，。 试 描述 此 系 态 
之 状 位 空间 而 证 明 其 依 尽 : 与 另外 两 个 流 形 之 乘积 。 
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dd) 低 准 流 形 

一 个 零 维 的 流 形 就 是 一 些 孤 立 点 的 集合 ,因此 过 集合 具有 吕 和 散 拓 杰 。 

一 个 一 雁 的 流 形 如 果 是 连通 的 话 ， 那 床 或 许 是 下 或 许 是 3 。( 天 结果 
意 不 明显 ， 但 是 拆 们 在 天 儿 冰 不 预备 和 葵 予 性 明 ) 。 至 於 其 他 一 条 的 流 形 划 
可 取 一 些 R 及 S” 之 复 本 而 做 出 彼此 没 交 点 的 联 集 而 得 。 需 了 使 得 此 流 形 
能 所 有 可 数 的 基本 郑 域 ， 过 些 租 成 的 羽 或 者 3 的 个 数 必 须 有 限 个 或 可 数 
个 。 


畴 题 1.7.5 今 M=S={c la+ 妇 =1abs 及 ,从 R* 3 引 淮 拓 
楼 到 有 诸 上 做 篇 其 拓 9 杰 笑 构 。 定 义 上 映射 :及 一 RR 如 下 : 由 对 於 所 有 的 户 饶 
SS” ，0< Jp<2r ;加 如 果 p= (a,b)ES’, 则 a =cosfp,，b= sin 
fp 。 注 意 运 十 休 件 就 唯一 的 确定 了 了 霹 西 数 。 
dj 在 下 面 有 关 座 标 了 映射 的 性 质 中 ， 那 一 些 是 了 所 满足 的 ? 
(1) 座 标 映射 之 定 闵 域 驶 并 集合 。 
(2) ” 座 标 映射 是 个 柑 射 。 
(3) 座 标 映射 具有 并 集 做 需 其 像 域 。 
(4) 座 标 映射 是 连 粮 的 。 
(5) “上座 标 映射 乙 逆 映射 是 回炉 的 。 
(b) ”有 那 一 候 最 大 约 集 合 能 勉 使 得 当 我 们 把 了 轨 制 失 其 上 时 ， 三 能 级 
殉 成 一 个 座 标 映射 了 。 
C) 兮 8 之 定义 完全 和 与 了 相似 ， 只 不 过 过 时 把 g 的 像 域 从 (0 ,2x ) 
换 成 随便 另外 一 个 天 区 疗 。 试 怀 只 需 滴 当 的 吐 取 & ,我 们 能 使 得 { /:U 一 
R ,gg :V 一 RR} 构成 一 个 S” 上 的 解析 图 表 集 。 


我 们 不 妨 把 二 条 的 流 形 称 角 一 个 曲面 ， 储 管 可 能 存在 某 些 二 类 的 流 形 
,他们 无 法 苓 安放 进 R" 之 中 ( 请 参看 智 题 1.2.13 以 及 1.2.14 )。 而 另 
方面 也 存在 通常 所 谓 的 一 些 曲 面 , 其 上 是 具有 某 些 奇 办 点 的 ; 必须 把 过 些 
奇 殿 点 去 掉 才 能 得 出 我 们 所 定义 的 流 形 。 伍 答 有 过 些 缺 点 ,但 是 我 们 悍 大 
育 坎 把 二 雁 流 形 叫 做 曲面 ,其 原因 只 需 回应 在 R' 中 我 们 如 何 得 出 曲面 就 
不 座 看 明 。 : 
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(11) 考虑 一 个 CC 而 数 f:R' 一 R ,而 取 其 水 平易 面 ( level surface ) 
。 对 这 曲面 而 言 其 奇 办 点 就 是 使 得 4f = 0 之 点 , 此 即 在 设 处 了 的 三 个 一 
次 偏 半数 些 需 零 。 假 设 p= (x。, y。, z。) 是 个 非 奇 殿 点 ,因此 不 妨 假 讼 
56f/9y (pb) 关 0， 这 时 由 隐 机 数 定理 在 R 中 存在 (x*。，:。) 的 郑 域 U0 使 得 
方程 式 /(*，y》,z )=5c 在 其 上 有 一 个 唯一 解 y》=g(x,，z ) 满足 yp= 
8(xX。,2。) 。 注 莫 这 个 解 久 C” ,而 c= fp 过 样 我 们 就 得 出 曲面 上 的 一 
个 子 集合 


V = {(x, g(x, 2), 2) | (x, z) E U} 


就 曲面 上 由 RR” 所 引进 的 相对 拓 杰 而 言 这 是 个 天 于 集 。 另 外 从 VV 到 xz 平 
面 的 投射 : 
Li:V>U, px, gx, 2), 2) = (Xx, 2h)， 


就 是 VV 上 的 一 个 座 标 映射 。 

就 水 平 曲 面 /-!c 上 的 非 奇 办 部 分 而 言 ,我 们 可 以 使 用 这 样 所 得 出 的 
座 标 映射 来 组成 一 个 图 表 集 。 现 在 假设 在 9 的 郑 域 W 中 我 们 由 人 条 件 3/ 
3z2(9) 关 0 ,而 按 上 法 得 出 各党 的 座 檬 映射 : 


op: W->X px,y, h(x,y)) = (x, 7») 


其 中 ，z=A(x，y) 是 上 (xz，y，z)=c， 就 xy 平面 适当 关子 集 二 所 得 
之 C” 解 , 潇 足 /1(xX*,，y,， h(x,y))=c 。 运 时 在 多 与 耻 重 避 之 不 我 们 
有 : 
p°9 (Xx,y) = p(X, Ac 用) 
= Co h(x, »)), 
po° p(x, 2) = (x, g(x, 2)). 


由 於 4 与 g 些 需 CC” 画 数 ， 而 卓然 寺 本 身 俩 (xz，y) 或 (人 zz) 的 CC 画 


数 ， 可 见 雨 个 座 标 转换 映射 no pg-: 以 及 p。p-' 笛 镶 C” 上 映射。 换 育 之 ， 
用 过 种 方法 所 得 出 的 图 表 集 之 中 任何 雨 个 图 表 此 彼此 C~“ 相 关 。 而 使 得 此 
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水 平 曲 面 上 所 有 的 非 奇 是 点 的 集合 构成 一 个 C” 流 形 。 

举例 而 早 , 取 /=x*+y +2z ,又 取 c=1 , 则 由 f= 1 所 决定 的 
水 平 曲 面 就 是 一 个 球面 S$”. 男方 面 由 於 4f = 0 只 在 原点 发 生 ,因此 所 有 
球面 上 之 点 人 皆 镶 非 奇 办 熙 。 

在 并 辕 角 UVU, = {Gx 四 | x 十 六 < 之 上 方程 式 光 十 六 十 开 = 二 1 只 
有 南 个 z 的 解析 解 : z= 土 V(l 一 邓 一 沪 ) 。 对 麻 於 他 们 可 以 得 出 S” 上 的 
十 个 图 表 : :U7 一 Us，pz: Uz >U。 。 其 中 与 U7 分 代表 S' 中 
的 上 半球 与 下 半球 ( 都 不 合 赤 道 ) 6。 而 pi(x,y,z)=(x,y》) ，Apz 亦 
类 似 定 闵 。 同 样 我 们 可 以 输出 前 后 及 左右 天 半球 上 的 图 表 : py :Uy 一 UU, 
Ar 一 LU bx: Ut > Ur kz :Ux 一 U。。 全 部 过 六 个 图表 可 以 构成 
S 上 的 一 个 解析 图 表 集 ,因此 使 得 S’ 成 篇 一 个 解析 的 流 形 。 

(2) 有 时 候 曲 面 是 用 参数 方程 式 来 答 出 的 。 在 wv 不 面 上 考虑 一 个 上 肛 
颌 域 , 在 其 上 定义 三 个 C“ 画 数 : 


xX = /sy= glu, v0), 7 = hlu, v) 


过 三 个 肉 数 就 拿 来 当做 曲面 p 点 在 空间 R” 中 的 座 标 而 得 出 此 曲面 的 一 个 
参数 表示 。 过 时 此 曲面 的 奇 及 点 就 是 那 种 使 得 雨 个 切 向 量 (3//Bu, 8g/au， 
6h/6u) 以 及 (8f/9v, 9g/9v, 9h/2v) 变 成 红 性 相关 之 点 。 在 非 奇人 点 过 南 个 切 向 
基 檀 性 无 中， 因此 生成 一 个 平面 称 坊 徊 面 在 过 黑 的 切 平 面 ( tangent plane 
) 。 可 是 在 奇 民 点 无 法 决定 切 奉 面 ,事实 上 过 时 切 平面 不 见得 存在 。 

现在 假设 (ww。, v,。) 是 一 个 非 奇 办 点 的 参数 则 在 R 中 存在 过 点 的 
开卷 域 U， 使 得 U 到 曲面 的 并 子 集 V 有 一 对 一 的 对 应 天 保 。 事实 上 由 非 奇 
冉 性 的 假设 , 下 面 三 个 行列 式 值 中 至 少 有 一 个 不 岛 需 : 


jy oflov J off Ov Og/du dog/or 
ag/au ogjav| Bhfau hf/ovl jy oh /ov 


4 


例如 假设 第 一 个 不 驴 震 , 则 存在 (4。, v。) 的 一 个 天 郑 域 扩 ,使 得 在 U 上 
映射 (u, 0) > Ulu, 0), g(w, 2) 是 个 嵌 射 ,而且 有 C™” 的 逆 映 射 。 因 此 党 然 在 
六 上 册 射 (4, 0) 一 (Aw 0 g(u, 路 Mu 0)) 也 必定 是 一 个 嵌 射 。 而 交 倘 谈 
射 U 一 V 的 逆 映 射 就 可 拿 来 当做 座 标 映射 4:Y 一 U 使 用 。 而 把 nx ,5v 党 
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做 来 标 画 数 看 待 。 从 VV 到 R' 的 投射 9 :VV 一 WW ,p(Xx,y,z)=(x+，y) 也 
是 一 对 一 ,而 且 跟 p 互相 Ce 相关 。 因 此 也 可 以 换 成 使 用 yp 来 做 芒 座 标 映 
射 使 用 。 通常 一 般 来 蓝 一 个 曲面 的 参数 化 表示 常常 会 在 一 个 带 比 5 还 来 得 
大 的 郑 域 中 都 是 一 对 一 的 。 因 此 演 个 p 可 以 被 扩大 到 一 个 更 具 包 仿 性 的 座 
标 映 射 。 由 於 过 称 故 通常 较 喜 坎 使 用 wx 而 非 w 。 

有 时 一 个 曲面 的 参数 表示 就 算 单单 限 於 考虑 非 奇 要 点 也 不 见得 能 具有 
一 一 对 应 的 性 质 。 因 坊 有 可 能 uv 平面 上 有 灯 个 不 同 的 领域 他 们 全 都 映射 
到 曲面 的 同一 导 分 。 但 是 无 葵 如 何 ， 在 非 奇 里 点 附近 得 样 炎 和 组 不 同 座 标 画 
数 之 问 的 座 标 畏 换 都 是 C 的 ,因此 曲面 上 所 有 的 非 奇 殿 点 的 集合 形成 了 
一 个 二 雁 的 流 形 。 

在 一 个 非 奇 办 点 之 部 域 上 我 们 肖 可 以 妈 出 一 个 垂下 於 其 切 平 面 的 法 向 
量 ( normal vector ) ,而 将 其 表 成 (ww,v ) 的 C” 画 数 。 取 f 镶 沿 著 法 纤 
方向 到 曲面 之 距 座 , 近 是 个 C“ 画 数 。 在 局 部 上 我 们 就 可 以 由 方程 式 了 = 
0 之 解 来 得 出 我 们 的 曲面 。 过 样 我 们 已 性 明 非 奇 虹 的 水 平 曲 面 就 是 局 属 可 
参数 化 的 曲面 ( 其 座 标 西 数 就 取信 参数 ) , 而 显 倒 过 来 非 奇 办 的 参数 表示 
曲面 局 部 上 也 都 可 看 成 某 个 距 衣 丽 数 的 水 平 曲 面 。 可 见 上 面 措 浪 曲面 的 两 
种 方法 (与 (2) 在 局 部 上 其 实 是 互相 等 价 的 。 可 是 就 整体 而 并 两 者 彻 互 不 等 
价 。 因 往 一 个 非 奇 办 的 水 平 曲面 由 於 具有 一 个 大 域 的 (global ) 圳 炉 非 震 
法 向 量 场 , 所 以 一 定 具有 释 面 而 角 可 具 颖 的 (orientable ) ,但 是 一 个 非 
奇 刁 的 参数 表示 的 曲面 币 有 可 能 只 具 单 面 而 角 不 可 具 号 的 。 例 如 考 不 
Mobius 曲面 ， 不 寻 使 用 参数 表示 将 其 整个 写 出 来 ， 可 是 和 曲面 是 不 具 号 
的 。 

当 我 们 将 曲面 高 成 参数 表示 时 ， 则 所 出 现 的 奇 民 点 可 能 有 两 类 。 第 一 
， 曲面 本 身 具有 尖 点 或 千 角 ， 因 此 和 无 法 定义 其 切 在 面 。 过 种 奇 刁 点 是 无 法 
避 驶 的 。 第 二 ,不 是 曲面 本 身 的 克 处 ,而 是 由 参数 表示 所 带 来 的 奇 界 性 。 
天 共和 运 种 第 二 类 的 奇 民 性 我 们 可 以 使 用 球 座 标 对 单位 球面 之 参数 化 帮 示 来 
加 以 示范 出 来 。 过 时 球面 可 写 坑 : 

xX = SN Ww Cos v, 


y = sin u sin v, 
2 = COS, 
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因此 南北 标 (0,0,1) 以 及 (0,0, 一 1 ) 是 奇 只 点 。 潮 擒 这 种 参数 表示 而 
于 在 wv 平面 的 座 标 转换 可 能 了 到 如 下 的 十 种 形式 : 
第 一 种 是 (Wa ,va ) 与 (wp ,vp ) 之 问 都 差 一 个 2x 的 整数 全 : 


Us = Ug 十 2pn, 
Ds = Ve 十 2rm， 


第 二 种 则 是 (wa ,va ) 与 (wr ,v1 ) 之 问 把 半径 轴 站 倒 方 向 来 看 ， 因 
此 wa 与 uy 相差 < 的 奇数 全 ,至 从 va 与 vy 则 相差 一 个 符号 ,因此 其 间 的 
关 傈 可 写成 : 


Us = 2 + (29 十 Ll)n, 
2u 一 一 by + 29zr， 


这 儿 的 pp,，9 ,r,s 均 驴 整数 ,而 座 标 上 映射 pe = (Ua, pm，je 一 (Wg, po)， 
Ky 一 (u,, Dy) 彼此 上 沸 C™ 相 避 © 


君 题 1.2.6 试 性 SS: 上 可 以 知 出 一 个 单 舍 十 个 贺 表 的 图 表 集 。 


在 尺 "” 中 的 环 面 可 以 焰 成 不 具 任 何 奇 办 性 的 参数 表示 : 


X= (a + b sinv)cosw, 
7 = {a + b sinv) sin ab 
z = bceosv, 


其 中 a 代表 落 在 xy 平面 中 第 一 个 面 莘 3S* 的 半 笃 ,而 5 就 是 另外 那个 其 直 
径 垂 直 於 第 一 圆 的 较 小 圆圈 之 半径 。 两 个 参数 xx ，v 表示 对 从 各 自 的 固定 
方向 六 著 过 两 个 圆圈 所 测 的 角度 。 过 时 在 uv 平面 上 可 能 的 座 标 转 换 之 形 
状 篇 

Us = Ug + 2pn, 

Vs = Dy + 297， 


其 中 心 痊 9 志 任 巷 整 数 。 
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习题 1.2.] 起 屋 前 面 所 给 的 环 面 之 参数 表示 能 纺 在 三 个 不 同 的 毛 域 中 共 
有 逆 映 射 ,因此 我 们 可 以 得 出 一 个 具有 三 个 图 表 的 图 表 集 。 


人 ) 超 曲 面 (hypersurface ) 

我 们 可 以 把 曲面 的 观念 推广 到 高 维 的 情形 。 就 像 我 们 在 理 曲 面 时 已 葵 
过 的 证 明 , 我 们 能 得 到 由 水 平 超 曲 面 之 所 有 非 奇 民 点 所 租 成 的 集合 构成 一 
个 (dZ- 1) 蕉 的 流 形 。 运 兄 志 定义 一 个 水 平 超 曲面 ， 我 们 可 以 考虑 一 个 
C™“ 丙 数 f:R" 一 尺 ， 对 於 任 夸 常数 c ,如 下 的 集合 


M = {m | fm = ¢, dfn # 0), 


就 是 过 个 水 平 超 曲 面 中 的 非 奇 加 点 集 。 现 在 可 以 使 用 隐 桥 数 定 理 来 找 出 
(da—1) 雁 的 座 标 超 乎 面 ( coordinate hyperplane ) 。 由 超 曲 面 到 此 座 标 
超 平 面 的 投射 就 得 出 ( d 一 1) 个 局 部 座 标 。 过 种 局 部 座 标 可 以 有 多 种 的 潍 
法 ,由 隐 瑞 数 定 理 他 们 彼此 之 间 都 互相 C” 关 束 。 另 方面 我 们 也 可 以 考虑 
过 个 超 曲 面 在 R” 中 的 参数 表示 ,其 参数 个 数 当 然 是 (4d 一 1) 个。 更 一 般 
也 可 以 考虑 R" 中 具有 和 个 参数 的 流 形 之 参数 表示 ， 其 中 hh < d ,车 此 参 
数 表 示 的 材 氏 年 阵 之 秩 坟 其 参数 之 个 数 ， 则 说 设 点 坑 非 奇 殿 点 。 
就 像 S$* 的 情形 , 我 们 可 以 定义 4d 雁 的 球面 角 : 


d+1 
Se 一 {peRer: | >, (uip)? 二 上 
i=l 


我 们 一 共 可 以 考虑 2 (ad + 1 ) 个 从 半球 到 座 标 面 的 投射 ， 他 们 都 是 些 座 标 
映射 ， 而 可 以 构成 一 组 图 表 集 。 


贸 题 1.2.8 RR“ 中 的 阳 子 集 冰 非 紧 航 集合 ( 参考 第 等 划 和合 半 段 第 14 季 ) 
。 试 证 明 一 个 聚 极 的 流 形 ( 例如 S ， 表 是 尺 中 的 有 界 封 并 子 集合 ) 不 
可 能 捧 有 任何 单 只 含有 一 个 图 表 的 图 表 集 ( 比较 欠 题 1.2.3 ) 。 


冰 题 1.2.9 在 R 中 考虑 一 根 长 度 人 高 工 之 直 棒 。 变 其 一 端 之 座 标 需 (w’ 
，#” ，w ) 而 男 端 之 座 标 篇 (ww* ,ww” ,uw，”) 。 我 们 就 可 以 把 过 根 直 棒 的 所 
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有 位 置 之 集合 看 成 需 尼 " 中 如 下 的 超 曲 面 : 
CD 


斌 证 明 近 个 超 曲 面 也 可 以 看 如 R*” x 5S 。 


前 面 将 S: x S :! 放 在 R': 中 以 得 出 一 个 环 面 的 作法 可 以 推广 成 把 S“x5S: 
雇 射 进 尺 “+ “+ + 以 成 角 一 个 超 有 曲面。 首先 把 S“ 放 在 : 
Rit+tl ~ Ra+l wx {0} 于 Rirerl 


之 中 ， 而 在 S° 的 每 一 点 都 拿 一 个 半径 较 小 的 S' 之 复 本 安放 挫 一 个 愉 S* 
相 垂 意 的 尽 之 中 。 

伸 “” 黏 贴 在 一 起 的 流 形 

各 答 出 一 候 流 形 我 们 只 需 指 明 其 图 表 集 豆 头 每 个 留 表 的 座 标 值 域 ， 重 
又 的 座 标 定 闵 域 之 如 分 在 吉 些 座 标 值 域 囊 的 影像 ， 以 及 在 每 个 党 种 重 沾 座 
标定 义 域 中 所 应 有 的 座 标 转 换 。 党 我 们 指定 所 有 对 些 资 料 而 想 看 清 演 些 资 
料 所 代表 的 流 形 时 ,首先 我 们 知道 只 党 单纯 要 求 所 有 的 座 标 映射 皆 镶 同 胚 
决 射 ， 我 们 就 已 决定 了 其 上 的 拓 横 结构 ， 可 是 者 时 我 们 必须 小 心 处 理 吉 些 
座 标 值 域 重 遂 部 分 之 认同 问题 以 便 答 出 这 流 形 的 Hausdorff 拓 横 人 性 质 。 

(1) 假设 有 两 个 图 表 4 :0 一 S 以 及 9 :VV 一 5S 其 座 标 什 城 仿 同一 个 长 
方形 S : 


S={(ab)|l ~—~SsS<a< 5,—-1l<b<1. 


现在 假设 重 具 的 定义 域 U NV 在 4 与 p 之 下 的 影像 同 角 过 长 条 的 左右 雨 四 
针 : 
T= (UN 


= (UNTVY) 
={(a,b)| -5<a< -4 或 4<a< 5 以 及 -il <b<1). 


着 时 所 剩 下 逮 必 须 定义 的 就 是 在 道 TT 之 上 的 座 标 糯 换 po。g-! 或 者 pep 
。 现 在 假设 所 指定 的 资料 如 下 : 
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—1 p) = (a + 9, D) 若 5<a<—4, 
“9 (0 0) = (a 一 9, 一 b)) 着 4<a<4. 


读者 若 想 搞 清楚 这 时 的 流 形 到 底 像 个 什么 样子 ， 那 麻 不 妨 自 己 拿 南片 同样 
的 长 猎人 条 把 他 们 的 两 端 按 照 上 面 转 换 式 黏 贴 起 来 ， 第 -- 片 的 左 端 贴 到 第 二 
片 的 右 端 ， 而 第 一 片 的 右 端 t 上 下 所 转 来 贴 到 第 二 片 的 左 端 。 

上 面 过 稳 在 床 当地 方 猪 贴 的 操作 可 以 较 数 学 化 地 和 藉 著 等 价 关 保 的 薄 法 
来 交代 清楚 。 就 目前 才 实 例 而 言 ， 两 个 座 标 映 射 具有 癌 一 个 值 域 S ， 因 此 
我 们 的 笋 法 是 先 徐 锚 出 两 个 S 的 夜 本 而 标示 篇 S, 恒 SS，。 现在 考虑 其 联 集 
P=S,US，、， 而 想 活 过 所 答 的 座 标 转换 在 了 中 引入 一 个 等 价 贿 你 : 

设 s 拒 >， 我 们 以 (s，1) 及 (s，2) 分 别 代表 在 复 本 3 ,与 :中 相 
翡 的 s 。 因 此 对 於 任 芋 : ,上皇 ， 定 义 忆 中 之 等 价 关 傈 天 如 下 : 


(8, 1)E( 1) iff s = 1, 
(s, 2)E(t, 2) fs = 1, 
(s, LEQ, 2 ff re THRs = Ki, 
(s, DEQ, 1)if seTHURIt = Fs. 


其 中 下 代表 罕 标 转换 4。yp””，, 市 工人 代表 影像 p (UV NV ) 。 
容易 访 明 上 面 所 答 的 克 饲 等 价 关 保 ,而且 这 肝 的 等 仅 类 只 含 一 候 或 两 
个 元 素 : 假设 s 儿 了，t ET , 则 有 : 


[s, a«] = {(s, a)}, 在 此 a= 1 或 2, 


[Lt, 1 = {4, 1), (F -1, 2)), 
Lt, 2} = {(Fi, 1), (1, 2)}. 


入 了 方便 伐 述 ,我 们 将 座 标 映射 上 ，92 改 高 优 Ai ，pns yy 而 厂 >z(a 
= 1，2 ) 中 之 所 有 元 素 所 属 的 等 价 类 之 集合 { Se] 坑 ku 之 定 闵 域 Ua。 然 
后 直 接 蝗 


Hefy， cz] 二 和 


由 从 这 些 pe 都 必需 是 M = P/E 上 的 座 标 映射 ， 因 此 失 上 的 拓 模 精 构 必须 
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取得 使 过 些 ya 是 同 肥 映射。 因此 WM 上 之 天 集合 可 以 分 成 如 下 的 三 糊 . 
VU, 中 之 于 集合 镶 表 集合 当 有 旦 唯 当 此 子 集 全 在 &, 之 下 的 影像 篇 $S 中 之 天? 
集 ;， 必 同样 8，CU , 角 开 子 集 当 且 唯 党 p,(B,) CS 是 个 并 子 集 ; OW 
的 子 集 如 大 不 是 0 ,的 子 集 ,也 不 是 U0, 的 子 集 , 则 BB 久 机 中 开 集 合 的 万 娄 
条 件 入 BNnU, 殿 BB NV, 分 别 按 上 定 闵 是 U0, 及 U ,的 开 于 集 。 


千 题 1. 2.10 。 误 沪 明 以 上 所 定 闵 的 入 贴 流 形 MM 是 个 Hausdorff 空间 ,而 
且 也 是 个 解析 流 形 。 


避 题 1.2.11 在 上 面 所 考虑 的 问题 中 把 S 以 及 座 标 转 换 都 扩充 到 包含 
= 土 ! 的 部 分 ， 刚 所 得 的 放 会 具有 一 个 边界 流 形 , 试问 过 四 界 流 形 本 质 上 
是 什么 ? 


Q) 现在 我 们 进一步 来 考 圳 一 个 稍微 复杂 的 实例 。 在 所 和 给 定 的 图 表 集 
之 中 我 们 有 三 个 座 标 有 系 炮 ， 而 且 他 们 的 值 域 苷 赁 R* 。 令 他 们 分 别 镶 : 
Li 二 (Xx, x2), KH 一 (y’, y 7), KH3 三 (2 ， 2Z2) 》 而 且 他 们 之 期 的 座 标 精 换 念 . 


= 1y, x = yy, 
= 1/z2， y? a Zz1/z2， 
= 12， 2 = xX/x, 


只 需 便 实例 山 一 样 ， 取 R* 的 三 个 复 本 而 运用 上 南座 标 转 换 式 来 定义 其 联 
集 之 中 的 等 价 央 保 就 可 得 出 一 个 流 形 。 可 是 这 个 流 形 其 实 有 一 个 更 具体 的 
解释 。 取 RR* 中 其 中 心 落 在 原点 的 单位 球面 S$”。 定 闵 S* 上 任意 一 组 对 下 
点 互相 等 价 , 而 到 凡人 需 其 等 价 类 。 因 此 M 中 的 一 个 元 素 可 以 表示 成 一 租 肉 
序 对 `( non~ordered pair ) {Pp,--p} ,其 中 PES* 。 如果 p=(a,b， 
Cc), 则 -p= (4,-65b, 一 c) 。 我 全 也 可 以 把 好 中 的 元 素 解 释 储 R* 中 
带 过 原点 的 记 ,因此 通过 和 与 一 pp 的 那 条 利和 结 就 对 阁 从 {pp ,一 p } .这 种 
芒 形 通常 称 坟 解析 实 射 景 ' 平 面 ( analytic real projective plane ) 。 

如 果 z,， 7，2z 往 的 卡 乓 座 标 ， 则 所 有 像 */y，x《z，y/z 等 等 比值 
他 们 在 2 与 一 pp 的 值 相同 。 因 此 过 些 比 和 值 可 以 慷 震 是 于 中 那些 使 其 分 母 不 
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坊 震 之 子 集 上 的 画 数 。 逼 时 上 可 以 取出 三 租 座 标 映 射 驴 : 
yp/x, 7/X) = (Xx, x ), 


( 
(z/y, x/y) = (y, y°), 
(x/z, y/z) = (2, 2°). 


1 | 


4 ,的 座 标 定义 域 就 是 那 种 满足 x*P 关 0 之 点 {bp ,pp 所 租 成 的 集合 。 同 
样 wk ,Ap 的 定义 域 分 别 由 人 条件 yp 了 关 0 ，zp 关 0 来 答 出 。 
考 卡 高 礁 的 球面 ， 而 把 其 对 顶点 互相 认同 我 们 照样 可 以 得 出 高 礁 的 射 


影 空间 © 


属 题 1.2.12 如 同一 个 园 圈 可 以 想 成 是 将 一 和 休 半 闭 的 区 间 [0，2r ) 殉 
辕 起 来 以 便 将 端点 0 衫 进 空位 2x 之 上 ， 我 们 照样 可 以 考虑 环 面 是 由 图 4. 


各 


人 
中 4 


中 所 示 的 半 了 并 正 方形 [0,2x)x[0,2x) 技 同 一 方向 将 阴 吉 裙 万 半袖 入 
其 相对 空 边 而 得 到 。 请 实际 以 纸 片 示范 操作 。 


因 题 1.2.19 ” 注 明 有 一 种 得 出 射影 平面 的 做 法 就 是 将 一 个 如 图 5 所 示 的 
半 央 正方 形 按 相反 方向 将 并 过 和 锻 鼎 菲 宵 入 其 相对 之 空 边 而 得 到 。 


要 看 出 间 种 做 法 肆 实 能 得 出 射影 平面 ,只 需 将 此 方形 有 强人 性 的 拉扯 而 
第 轧 住 上 半球 ， 使 得 其 直入 重合 在 赤道 上 就 立即 看 出 。 注 车 由 於 莹 时 所 出 
现 的 四 侦 角 ， 我 们 过 种 做 法 只 是 就 拓 模 的 观点 来 做 坦 样 的 如 同 , 而 不 去 管 


1 .2 琉 形 之 正人 纲 1 


婴 5 
过 射影 平面 上 头 的 微分 桔 构 。 


属 题 1.2.14 对 惟一 个 半 阴 正方 形 避 有 一 种 做 法 如 图 6 所 示 。 我 们 把 4 
组 的 相对 避 按 同方 向 加 以 认 间 , 但 是 对 B 租 四 和 匈 按 相反 方向 加 以 讼 同 。 姐 


A 


区 


地 


时 所 得 的 二 维 流 形 名 字 岂 做 Kiein 瓶 。 由於 四 个 角落 被 衡 接 得 很 理想 ， 因 
此 过 种 记 同 的 操作 是 可 微分 的 。 试 仿照 上 面 实 例 山 与 (2) 的 散 法 运用 四 个 阐 
胡来 输出 到 1 in 瓶 的 解析 定义 。 注 灵 过 儿 记 要 用 的 四 个 图 表 之 中 心 分 别 在 
原 正 方形 之 中 心 ， 角 落 ( 合成 一 点 ) ， 以 及 十 个 渴 的 中 点 。 


如 同 对 刺 面 的 情形 , 我 们 可 以 把 Klein 瓶 在 R' 中 答 成 一 个 参数 表示 
。 对 於 xy》 平面 中 半径 坊 a 的 略 圈 上 的 每 一 点 我 们 现在 可 以 考虑 R' 中 一 
俩 与 此 圆 队 相生 站 的 三 厅 超 平面 。 现 在 把 一 个 半径 念 少 的 较 小 的 贺 圈 就 其 
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一 禁 直 径 护 照 原来 半 低 念 a 之 图 多 二 之 一 半 的 速率 来 旋 乱 ， 因 此 当 志 小 加 
性 转 回 原 出 发 点 时 正好 多 旋 了 半 油 而 可 以 使 B 慷 向 相 论 同 。 喜 样 可 以 鲁 析 
地 和 葵 出 过 时 的 参数 表示 式 坊 : 


X= (a+b sinv) eosuwu, 
y = (a+b sinv) sin w, 
z = bceosv ceos 21/2， 
w = b cos v sin wu/2. 


在 图 6 ws 在 面 中 彼此 被 认同 的 点 在 道 租 方程 式 之 下 被 映射 到 R' 中 的 同 
一 点 。 


赴 : 如 果 把 射影 平面 或 者 Klein 痊 设法 捕 进 三 杂 的 R' 中 ， 那 麻 一 定 
会 自己 跟 自 己 相交 。 要 描述 过 种 自行 相交 的 情况 ， 可 以 在 R' 中 拿 雨 谷 
RR: 的 复 本 而 彼此 相交 成 一 惠 贸 。 过 时 沿 著 交 忽 上 的 点 都 可 以 看 成 扮演 十 
种 身分 ， 每 一 点 都 彼 考虑 成 两 点 ,一 点 落 在 一 个 在 面 R' 上 ,而 一 点 落 在 
另 个 在 面 R: 上 。 就 像 过 样 射影 平面 或 Klein 瓶 被 放 在 RR' 时 会 产生 自行 
相交 的 现象 ， 因 此 过 时 我 们 不 襄 示 曲面 攻 安 放 进 或 诡 射 进 ( imbedded ) 
&: 中 ， 而 就 他 们 被 澧 射 进 ( immersed ) 民 :中 。 把 射影 平面 湾 射 入 如 ， 时 
所 得 的 曲面 有 时 称 角 Boy 曲面 。 

我 们 也 可 以 考 感 三 礁 的 射影 空间 RP'。 就 其 流 形 业 构 而 家 可 以 将 其 看 
如 所 有 其 行列 式 值 坊 + 1 的 3 x 3 正 交 方 阵 的 集合 。 由 於 通 种 方 阵 又 可 看 
如 瑞 柳 原点 的 旋转 ,因此 我 们 可 以 将 三 友 射 影 空间 之 流 形 看 如 三 妈 空 间 中 
具有 一 固定 点 ,但 御 可 以 自由 北 任 关 通 过 送 固 定点 之 坦 旋 转 的 物体 之 所 有 
可 能 位 慎 所 构成 的 状 位 空间 流 形 。 

亚 在 如 果 所 考虑 的 物体 可 以 在 空间 中 任 巧 运 动 ， 则 角 决 定 其 位 置 可 以 
先 油 定 此 物体 之 一 点 的 位 置 ， 然 后 说 明 此 物体 以 何方 位 旋转 。 由 於 壹 两 种 
选 定 各 自 独立 ,所 以 此 物体 之 所 有 位 置 的 状 位 空间 可 答 角 R' x RP' 。 


1.3 可 微 映射 
盐 导 与 N 镶 C” 流 形 而 :MM 一 入 ,如果 下 表 成 局 部 座 标 之 间 的 映射 
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Rs R” 


六 7 


时 其 组 成 座 标 画 数 普 坑 C”， 则 襄 下 是 个 C ”映射 。 下 面 就 仔 灵 来 挫 世 芋 
能 明 过 种 看 来 十 分 自然 的 定义 。 

设 p, :U0 一 R" 以 及 ps :VV 一 RR' 分 别 驴 MM 与 N 上 之 C” 图 表 ,因此 省 
儿 UU 与 V 分 别 是 MM 与 NN 之 并 子 集 。 假 设 :人 一 NN 是 速 楼 画 数 ， 因 此 W = 
(F-'V ) NU 角 MM 中 之 天子 集 , 各国 7 所 示 。 

取 W ,= pW ,因此 W, 是 情 :中 的 天 于 集 。 我 们 襄 下 之 p,-p, 座 标 
表示 就 是 映射 Ja。F。4i1!; 多 -> Re 。 如 果 对 於 所 有 可 接 业 的 轿 表 ,2， 
而 言 ， 玉 的 所 有 道 种 座 标 袁 示 此 角 C”( 卡 氏 空间 之 间 的 ) 映射 ， 则 觅 下 
是 个 C “映射 。 


定理 1.3.1 只 要 考虑 pa 与 wp 分 别 需 任 芋 属於 好 与 六 之 某 团 表 集 之 中 的 
吕 表 。 如果 鞍 时 下 的 所 有 这 些 pa - wp 座 标 表示 得 坊 C% 卡 反映 射 , 则 必定 
下 是 C™“ 映 射 。 


症 明 设 从 ke: Us 一 Ri|ael) 及 ty: 一 R*|peJ 分 别 筷 有 与 入 
之 图 表 集 。 满 足 对 伶 任 着 的 «1 ，8 筷 了 座 标 表示 mp 。F。pz' 此 信 
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C ~ 映射 。 现 在 任意 取 定义 中 所 考虑 约 图 玫 办 x，, 必须 柱 明 ; pF 
ci :W, 一 RR“ 亦 成 C ”映射 。 可 息 C” 过 人 性 里 是 和 克 局 部 的 性 质 ， 因 此 只 
需 证 明 在 多， 之 每 点 的 郑 域 过 个 了 映 射 忌 CC“ 就 可 。 改 总 , 壤 不 ,中 任意 无 素 
， 则 存在 a 忆 T 泪 BEJ 满 足 p ?一 mE Ua 以 及 =FmEEVp。 由 候 
设 pypoFouaz 是 C”“ 了 爱 射 。 但 是 pj, 与 4 ,分 别 都 与 po 与 pg 互相 C“” 相 
央 , 因此 ja。 pT7' 有 定 闵 而 且 在 m, 的 某 郑 域 镶 C”，, 同时 4，op5 也 有 
定 缆 ,而 且 在 ”8= ppn 之 某 痢 域 篇 C” 映射 。 可 见 全 部 的 合成 映射 ny - 
pr paso Fo pa pep 也 是 C2 上 映射， 可 是 道 喘 射 定 薄 於 和 之 某 半 
域 之 上 ,而且 办 py,o。fo pi 限制 到 间 郑 域 上 相 重 合 .因此 得 证 :es 已 。p 
在 mx ,之 部 域 上 脉 C”。[] 


在 实际 上 要 如 明 一 个 映射 加 C” 就 必须 性 明 其 座 标 表示 的 各 个 成 分 都 
反 有 任意 高 次 的 过 矿 偏 半数 。 我 们 可 以 把 允 e 个 成 分 记 岂 : uiopsa*F。 
pi = 族 1i=1,...,e ,他 们 都 是 定义 在 R' 之 开 子 集 玉 ,上 具有 d 侦 实 释 
数 的 实 值 本 数 。 

各 邻 闪 三 是 oj 及 及 玉 王 则 op 分别 代表 A: 以 及 4, 的 座 标 商 数 ， 骨 
可 写成 了 。Foepi = 广 或 即 yc。 下 = cp。 对 伶 任 辣 加 EW ， 可 得 : 


y'Em = f'pum 
= (Xim, ..., Xm). 
习惯 上 过 贷 天 傈 式 可 以 直接 写成 : 
y= f(x,..., x), (1.3.1) 


可 是 在 过 写法 中 设 有 把 原先 的 下放 进来 ， 所 以 我 们 以 岛 使 用 下 列表 过 更 理 
想 : 
yoF = f(x,...,x). (1.3.2) 


(1.3,.1) 式 以 及 (1.3,2) 式 也 呈 做 已 之 座 标 表 这 式 ( coordinate expres- 
sion ) 。 


特别 党 六 = 尺 时 ， 上 面 所 考虑 的 就 简化 成 明 上 的 C” 实 值 画 数 。 事 实 
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上 在 定义 C 映射 时 只 需 知道 如 何 定义 C” 实 值 画 数 就 可， 办 人 镶 有 崩 一 般 
CY 了 岗 射 的 定 六 可 以 透 肖 如 下 的 定理 来 第 取 : 


定理 1.3.2 设 F:M-NN 。 对 办 任意 N 中 的 庆 于 流 形 Y , 恕 果 V 上 每 一 
个 C“ 实 值 画 数 y》: VR 都 能 金 使 得 yo FF 也 是 好 中 关子 流 形 天 7 之 上 
的 C” 实 值 画 数 ， 刚 必定 是 个 CC” 映射 。 


途 明 取 y 分 别 角 VV 上 的 名 侦 座 村 两 数 y' 就 立即 得 出 证 明 ,二 


如 果 玉 :MM 一 NN 是 个 平滑 的 同 构 映射 而且 假设 其 逆 映 射 F-!'! 也 是 C™ 
映射 , 则 襄 下 是 个 从 村 到 NN 之 上 的 可 微 同 及 ( diffeomorphism ) 。 如 果 雨 
偶 六 形 之 阅 存 在 有 一 偶 可 微 同 眶 映射 ， 册 说 近 雨 个 流 形 互 相 可 微 同 肛 。 湛 
是 区 形 之 问 最 自然 的 等 价 或 同 构 册 伯 。 就 流 形 之 结构 而 阁 丙 个 互相 可 微 河 
胚 的 流 形 具 有 完全 相间 的 性 质 。 特别 如 果 单 考虑 其 拓 杰 性质 ,他 们 也 完全 
相同 ， 因 此 他 们 互相 同 且 (homeomorphic ) 。 


实例 (a) 考虑 


(>. 


f= Ta 


现在 把 u 就 xX = Fw 解 出 。 这 时 详 注 悉 # 的 值 必 须 沙 在 (一 1, 1 ) 之 中 ， 
而 且 党 我 们 把 摸 成 篇 -~ 1/z 时, 灭 的 表 乏 式 完全 不 构 ,办 此 可 得 下 的 逆 
瑞 射 上 - 可 写成 : 


= 2x -1 
“TV 


( 因 贸 当 我 们 以 x=w/ (1 -ww ) 代 入 上 式 时 人 胡 能 得 出 ww ) 。 演 样 看 出 所 是 
[~ :1，1 ) 到 整个 及 的 可 微 问 胚 映射 , 因 念 下手 局-' 部 表 骗 有 理 获 数 ,其 
分 母 焰 不 镶 逢 , 夫 此 符 篇 C” ”区 数 。 

吉 在 如 果 (a ,4b ) 是 随便 一 个 并 芭 间 , 则 显然 
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#1 + Db + (1 — Wa]: (—1, 1 ~ (a,b) 


是 个 从 (-1,1) 到 (a,6b) 的 可 微 同 胚 。 可 风情 中 任 普 过 通 的 有 界 开 于 
流 形 皆 与 怀 本 身 互 相 可 微 同 且 。 不 认 妖 明 R 中 其 他 的 连 通 开 于 流 形 ， 像 
(-%,b ) 或 (a ,~) 也 都 与 五 专 相 可 微 同 胚 。 

(tb 到 屎 赁 实例 人 a) 中 之 上 映射 ， 试 属 明 


Fx F:(—!l,1) x (一 1 1) 一 尺 ” 
镶 开 正方 形 到 RR* 的 可 微 同 胚 。 
(C) 今 x,?7 垮 尺 上 的 卡 氏 座 标 。 若 把 单位 园 艇 : 
有 2 = {x,7) + < 


看 成 R" 中 的 天子 流 形 ,而 把 xY ，y 限制 到 D ”上头 来 站 称 之 篇 w ，2 。 沿 
著 直 熏 以 类 似 下 的 方法 来 定 闵 映 射 G:D 一 R” 如下: 


*° OFT 


yO TE 


我 们 能 把 道 喘 射 G-: :及 : ， D’' 之 座 标 表 示 广 成 : 


2x 
一 1 = 
uoG 1+ 十 4X” 十 
2y 
一 芝 
pol i 十 .a 


基 於 类 从 下 司 扩 ”的 理由 ,这 雨 个 映射 都 是 CC“ 的 同 构 映射 ， 因 此 GG 是 个 
可 艇 同 且 ， 而 知 妇 圆 般 与 尺 ” 互相 可 微 同 胚 。 过 样 也 得 到 开 圆 般 与 天 正方 
形 互相 可 微 同 年 。 


一 侦 拓 楼 流 形 之 上 可 能 考虑 雨 个 不 相同 的 C” 轩 表 集 ， 他们 彼此 之 
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问 东 不 C 相 需 , 办 此 就 给 出 演 拓 模 流 形 WH 上 的 两 个 不 相同 的 可 租 烙 汐 。 
但 是 在 这 十 个 近 样 得 出 的 不 同 可 微 流 形 之 间 有 可 能 存在 一 个 可 微 同 胚 映射 
使 得 两 者 彼此 互相 可 向 同 胚 。 过 时 的 特点 是 WM 上 的 值 等 上 映 射 东 不 是 可 微 同 ， 
胚 喘 射 , 因此 使 得 十 个 寺 表 集 扰 法 C 相 关 。 

能 悟 明 当 扩 之 蕉 数 小 於 或 等 外 四 时 ，M 上 任何 两 假 可 微 流 形 千 构 一 定 
都 互相 可 微 同 胚 。 而 另 方面 任何 其 灯 数 大 於 或 等 外 七 的 紧 弧 流 形 之 上 必定 
存在 多 个 互相 不 可 微 同 胚 的 C~ 流 形 灶 构 。 换 言 之 雨 个 可 微 流 形 之 间 可 能 
会 存在 同 胚 映射 ， 但 是 币 不 存在 任何 可 微 同 胚 映射 。 

现在 来 给 互相 可 微 同 胚 的 不 相同 可 微 精 构 之 最 人 简单 的 实例 。 首 先 在 尺 
上 版 标准 的 可 微 辕 构 ,就 是 单 含 一 个 图 表 {4 : R 一 尽 } 的 图 表 集 ， 过 时 的 
可 微 流 形 记 壤 尺 。 另 外 又 在 天 上 考虑 单 含 一 个 圈 表 : { 2 : 尺 一 尽 } 的 图 表 
集 ， 党 样 得 出 的 可 微波 形 就 记 垮 M 。 考 虞 从 M 到 尺 的 映射 gs 及 其 逆 映 射 
wu ， 他 们 都 是 Cs 画 数 , 因 坑 其 座 标 麦 示 分 别 震 soxs oa = 以 及 
zi ou ou = ,所 以 当然 都 可 微分 而 知 u' :M 一 及 是 过 两 个 流 形 之 并 
的 可 微 同 胚 映射 。 可 是 如 果 考 虑 4 到 尺 的 便 等 映射 x :M- 尺 ， 能 证 明 它 
艺 不 是 可 微 同 有 是 ， 因 念 侈 管 其 逆 映 射 x: 尺 一 好 之 座 标 麦 示人 坑 x ou ow = 
w * 是 个 可 微 映射 ， 可 是 w : 开 一 尺 本 身 之 座 标 表示 和 健 需 : wou ow = 
uw 六 ,因此 鞭 非 C” 上 映射。 可 见 计 与 尺 之 间 的 便 等 映射 背 非 可 微 同 胚 ,或 
即 4 线 尺 摘 的 是 不 相同 的 可 微 流 形 。 

在 雁 数 大 从 或 等 从 七 的 流 形 上 存在 有 彼此 互相 不 可 微 同 胚 的 C” 烙 构 
之 实例 。 演 种 息 例 描述 起 来 不 太 简 单 。 


玲 题 1.3.1 设 4 :UV 一 R“ 是 可 微 流 形 M 上 的 一 个 可 接纳 的 图 表 。 则 UV 是 
帮 中 之 开 子 集 ,而 V= pVU 是 R" 中 的 一 个 开 于 集 。 因 此 可 以 将 VU 及 V 看 成 
可 微 流 形 。 他 们 分 别 是 性 与 R" 的 开 子 流 形 。 试 让 p :UVU 一 了 是 个 可 微 同 年 
映射 。 

习题 1.3.2 试 证 两 个 C” 了 映射 的 合成 映射 也 是 一 个 C” 的 映射 。 


实例 球面 的 参数 表示 F:R’ 一 R': 
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F{u, v0)=(cos usin v, sin u sin v, COs 9) 


是 俩 C” 有 映射 。 半 个 政 在 R 与 尺 节 标 准 座 样 之 下 的 座 标 夷 示 就 是 上 面 定 
闵 式 中 所 高 的 形状 。 我 位 也 可 以 特 其 写成 : 


Xe 下 一 cos&SinD， 
yoF = sinw sinv, (1.3.3) 
zoF = CoOsv. 


如 果 我 们 把 同样 过 个 公式 看 成 定义 一 个 映射 严 : R*: -，S* ， 则 它 仍 是 个 
C ~ 映射。 现在 在 R 上 取 标 准 轿 表 (x , v ) 做 角 其 阐 表 集 ,而 在 S$* 上 
皮 1 .2 节 实 例外 所 答 的 六 个 图 表 所 租 成 的 图 表 集 。 旭 所 能 得 出 的 六 个 严 的 
库 标 袁 示 分 别 是 把 公式 (1.3.3 ) 逐 次 拿 出 两 条 来 而 且 限 定 於 尽 : 中 注 当 的 
并 子 集 。 球 面 的 参数 麦 示 严 具有 奇 刁 人 性 直 项 事实 阔 没 有 影响 坦 映 射 之 具有 
Co 的 性 质 。 


习题 1.3.3 如 第 1.2 节 实例 个 , (2) 取 RP 坊 射 影 不 面 , 而 将 其 看 成 无 序 
对 之 集合 {{p, 一 p} | pe S?) 。 试 省 二 对 一 的 映射 : F: S?-> RP? ,Fp 一 
{pp, 一 PP} 是 个 C” 上 映射。 


召 题 1.3.4 和 取 上 题 所 奏 的 FF:S’: 一 RP ， 试 秆 若 G:M 一 S: 局 速 棱 ， 
而 且 使 得 foG:M 一 RP 久 C™ 则 必定 G 亦 篇 C™。 芥 出 一 个 实例 其 中 G 
不 过 入 但 严 *G 和 健 思 CC” 的 。 


习题 1.3.5 假设 S 是 RR' 中 不 具 奇 只 点 的 曲面 , 试 区 包含 映射 i: S - 
R" 是 个 C” 映射。 分别 考虑 水 平 曲 面 刁 参数 曲面 得 两 种 情形 。 


匀 题 1.3.6 设 C 代表 所 有 复数 的 集合 ， 若 将 其 看 成 流 形 则 就 等 放 R 。 
现在 取 及 =C xC。 考 虑 攀 数 间 之 乘法 往 : F:MC:F(z,w)=zw,， 
试 证 玉 是 个 C” 映 射 。 


i,4 了 半 议 形 S59 


如 题 1.3.7 把 5 看 成 C dE 0 岛 厨 心 的 昌 位 辐 。 则 有 S'xS:CCwC 
= 并。 取 G:S!xS' 一 S' 色 留 题 1.3.6 中 之 了 的 恨 制 , 试 沦 庆 往 避 也 是 
C™ 映 身 。 


名 起 1.3.8 取 M=C- {0 ， 所 有 过 些 非 雳 的 复数 就 构成 R' 中 的 开 子 
流 形 。 定 闵 H: M->M; Hz =1/z，, 就 澄 万 组 C2 。 


革 题 ;.3.9 试 证 投射 PMXN> Mg Mx NN pmn) = m gm. 
姑 ) 二 nn 符 岛 C™” 上 映射 。 男 外 志 池 明 所 有 的 入 射 ( inijection ) ，。 厅 -用 
x yoi 一 Mx Nim=nin= (m,n) 些 人 入 Coco 映射。 


合 题 i.3.10 讼 FF:P 一 Mx 而 PP 及 gqg 久 上 题 中 所 定义 的 投射 。 式 过 
如 果 Pp: :PP 用 以 及 qo :PN 华人 镶 C™ 的 医 划 必定 灰 亦 号 CC 映射 


1.4 子 流 形 


假 起 了 :MA 是 个 一 对 的 C” 丑 射 注 是 对 於 天 中 的 每 一 点 m 站 
在 区 的 部 域 U 以 及 一 个 在 Fm 的 图表 :VR ， p={y' ，》“ ) 
使 得 其 中 的 前 面 & 侦 在 之 下 克成 UU 上 的 座 模 : (此 即 :人 = 下， 有 = 
= 1 :4 局 UU 上 的 认 株 ) , 则 说 这 种 映射 下 是 侦 和 从 及 到 NN 的 瞪 射 { 
imbedding ) 。 

如 采 在 上 面 有 的 人 条件 中 去 掩 严 扩 一 对 一 的 要 求 ， 则 说 已 是 个 油 射 ! 
immersion ) 。 因 此 入 射 在 局 部 上 就 是 一 个 周 射 ， 此 即 要 求 计 中 之 每 点 了 
都 上 共有 某 个 在 天 之 下 能 使 了 欧 射 人 人 祥 的 谋 郑 域 避 。 洁 参看 闻 8 。 

如 果 下 :MM 一 入 是 个 插 射 ， 我 们 加 凑 FM 注 当 的 流 形 烙 构 ,使 得 下 : 
氏 一 下放 是 个 可 征 辣 胚 。 汪 时 我 们 就 定 忒 下 用 是 NN 中 的 一 个 子 流 形 。 内 此 
于 省 形 的 灯 数 不 可 能 大 关外 面包 含 它 的 流 型 尽 的 维 数 。 如 果 琴 者 的 礁 数 可 
等 ， 划 扣子 滨 形 狂 鲜 前 而 已 构 提 通 的 w 中 的 开 子 流 形 。 

一 但 子 流 形 的 拓 模 知 构 不 郧 得 味 是 严 好 能 锡 从 六 自然 引进 的 折 楼 项 构 
。 篇 然 护 定义 由 天 寻 到 六 的 包含 映射 必须 是 C 盖 上 映射 ， 因 此 也 秀吉 和 神 了 映射 


从 尺 ”到 丸 的 酒 射 


贱 射 


图 8 
,所 以 在 居 好 之 ?| 入 拖 柜 中 任何 EM 的 开 子 集 都 是 子 流 形 下 好 的 天 子 集 。 
但 是 和 下 好 的 了 波形 拓 楼 中 可 能 含有 更 多 的 天 集合 。 


实例 (a) 将 RR' 中 的 一 休 开 录 段 ( segment) 扭 曲 成 8 字形 ,如 国 9 所 示 -。 
在 过 和子 波形 的 引入 托 楼 中 ， 中 央 点 的 每 一 个 虹 卷 域 都 下 需 包 仿生 段 雨 端 的 
一 小 段 。 可 是 在 子 流 形 扰 横 中 ， 行 存在 中 央 点 的 上 都 域 是 不 包含 任 段 雨 端 
一 小 段 的 0 


.OO 
路 9 


实例 (Db) 取 Fr = (e',e*y)eSi!x St+cCxC, 其 中 a 是 一 个 无 理 数 。 则 
F:R 一 S' xS 是 个 壬 射 。 如 圈 10 所 示 FR 焰 著 环 面 一 直 打 旋 ,车 果 秋 


吓 10 


密 的 ( densely) 充满 了 整个 环 面 。 任 意 环 面 中 约 开 于 集 都 会 袖 FR 交通 无 
窗 多 次 。 因 此 在 从 环 面 所 引入 的 拓 楼 中 一 个 天子 集会 含有 无 密 多 的 小 片 ， 
而 且 物 是 在 R 中 篇 乱 界 的 ( unbounded ) 。 过 样 的 拓 模 结构 显然 跟 尺 上 之 
标准 拓 模 相差 很 大 。 

按 定 义 ,， 一 个 子 流 形 必须 以 一 个 相当 特别 的 方法 彼 放 在 包含 它 的 外 在 
流 形 之 中 。 财 如 像 关 点 ( cusp ) 或 角落 ( corner ) 过 种 奇 暴 点 就 不 许 出 现 
_， 仅 管 对 於 一 个 非 骨 嵌 射 的 一 对 一 C ”映射 而 言 过 称奇 愤 点 有 可 能 发 生 。 
下 面 久 了 能 忽 更 仔 稳 来 描述 子 流 形 的 特别 本 质 ， 我 们 就 来 引入 一 个 e 条 流 
形 w 中 引 礁 的 座 标 切片 的 枫 念 。 现 在 和 尽 般 六 中 的 一 个 座 标 郑 域 ， 其 中 以 
上 ，……，2》 “和 念 座 标 。 则 尽 中 之 子 集 : 


mijmeU, yitim = citl,.,., ym 一 Ce 


称 镶 一 个 4 蕉 的 座 要 切片 ( coordinate slice ) ， 其 中 c -和希 一 和 组 决定 遭 切 
片 的 常数 。 因此 过 切片 可 以 看 成 座 标 值 域 尺 ” 中 一 个 d 稚 平 面 在 座 标 觅 射 
之 下 於 U 中 的 逆 像 。 


定理 1.4.1 假设 杂 是 六 中 的 子 流 形 ， 则 对 锥 好 中 任 倒 点 加 存 在 一 个 婚 在 
N 身 适当 的 座 标 郑 域 ( y* ，…… ，y“ ) 使 得 对 障 共 常数 Cc 人 +! = ys+lm,... 
, ce = ym 之 座 标 切 片 正好 形成 匠 在 M 中 的 一 个 部 域 ,而且 党 我 们 把 前 面 
4d 侦 座 标 》 ,，…… , y” 限制 到 过 个 座 栋 切 片 时 就 构成 于 中 的 一 租 局 部 座 
栋 。 
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证 明 今 玉 : 己 一 作坊 炭 射 请 足 开 忆 =M 。 潍 择 信 中 在 澡 点 之 部 域 的 局 
部 座 标 z'，… … ,z “使 得 x! = z。Flv,..., x 二 Zo flu 正好 构成 p= 
天 一 丸 点 之 座 标 郑 域 VC 也 中 之 座 标 。 由 从 下 需 C ,我们 可 以 按照 (3. 
3 .2) 式 写成 五 之 座 标 表示 : 


zioF = f(x,..., xX), i= 1,...,eé, 
其 中 /和 镶 R“ 中 济 党 并 集合 上 的 C “而 数 。 由 上 面 取 法 显然 对 i 一 1 ，… 


,过 而 言 ， 太 (> ， 四 人 ,Xi)=< oo。 可 是 对 锥 二 >d 而 区 ， 演 些 了 就 
不 是 芝麻 简单 了 。 因此 定义 : 


y' = 24 i<d, 
y= 2 — f'(z1,..., 2), i>d. 


过 使 得 其 逆 映 射 可 写 筷 : 

2 =- yy igd, 

z= y+ f(y,..., y"), i>d, 
因此 十 偶 府 标 缺 射 p ,= (z ，… ;2 ) 界 ps= (y ，… ,3 ) 互相 C“ 
相关 。 由 於 :的 定义 域 是 包含 从 A, 的 定 闵 域 之 中 ,因此 显然 ,是 入 上 
的 一 个 可 接 表 的 加 表 。 过 时 FU 就 是 座 标 切 片 7 =0，……，2? = 0 而 
且 把 7 ，…… ,》” 限制 到 FU 时 就 在 了 之 下 对 应 到 x 。 因 此 他 们 在 FU 


上 构成 之 局 邵 座 标 。 口 


广 : 上 面 的 定理 壮 没 有 襄 我 们 能 钢 把 所 有 M 中 落 在 区 点 之 入 中 的 郑 域 
右 全 部 的 贴 都 放 在 一 个 单一 的 座 标 切片 之 中 。 事 实 上 对 从 实例 @@ 中 8 字形 
中 央 点 mm 而 襄 带 事 不 可 能 状 到 。 同 样 对 於 实 例 多 中 的 所 有 点 六 吉事 也 办 不 
到 。 |. 
由 定义 上 面 定理 1.4,1 的 逆 定 理 题 然 成 立 。 此 即 如 果 某 个 子 集合 的 流 
形 糙 构 在 局 部 上 是 由 座 标 切片 所 决定 ， 因 此 在 子 集合 上 就 是 由 那 4 个 非常 
数 的 座 标 来 当做 此 座 标 切片 的 座 标 以 使 过 子 集合 成 集 流 形 ， 则 必定 此 子 集 
合 古 个 子 流 形 。Whitney 和 角 证 明 任 何 可 微 流 形 都 一 定 跟 某 侦 训 当 高 炊 数 的 
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R“ 中 的 子 流 形 互相 可 向 间 虾 。 如 果 d 是 此 流 形 的 大 数 , 则 顶 多 只 需 取 e 
= 2d +1 就 可 以 。 因 此 如 果 勿 尊 喜 笋 ,就 不 妨 直 接 把 流 形 的 理 施 看 成 是 卡 
氏 空 间 中 某 些 特别 子 华 合 的 研 沁 。 


实例 (Cc) 让 矿 : 入 :一 尺 是 候 C” 酚 数 。 考虑 一 个 水 平 起 曲 面 中 的 非 奇 慷 点 
的 集合 : 
M = {mifm= cd 大 二 


则 到 集合 是 一 个 (ddZ 一 1 ) 雁 的 于 流 形 ,同时 其 上 的 拓 模 畦 权 就 是 由 尺 ” 中 
记 引 入 的 拓 檬 千 构 。 

事实 上 对 从 MM 中 每 一 点 mw ，/ 的 4 个 一 次 偏 导 数 中 至 少 有 一 售 不 怨 需 
， 恬 如 说 90,04 (m) 关 0 。 适 样 我 们 在 严 的 一 个 适当 的 都 域 中 就 可 以 拿 


(WW ,ee ,4 了) 来 做 镶 R” 的 座 标 条 克 ， 因 骗 它 对 於 原 座 标 采 业 ( 
2 #"“) 的 四 氏 方 障 行 列 式 值 篇 9f/ sx 关 0。 在 这 郑 域 中 帮 夺 的 点 


就 是 落 在 (4 一 1) 条 座 模 切片 上 = ec 中 的 点 。 办 此 根据 定理 1.4.1 之 这 MM 
稻 子 流 形 。 在 上 面 附 坟 中 所 提 到 的 子 流 形 不 具 得 满足 的 人 性质 对 於 现在 的 水 
在 超 典 看 而 吾 食 糖 能 满足 。 


加 题 1.4.1 上 映射 F: R-> R? Ft = (12, 13) 逢 然 是 侦 C“ 有 映射 ， 可 是 它 御 
不 是 个 嵌 射 。 请 问 原 因 何 在 ? 
如 是 1.4.2 试 注 明 灵 题 1.3.9 所 提 到 的 入 射 ( injection ) : 


nM MxXN: iN—> MxN 


符 信 财 射 。 而 且 凡 xx 六 中 之 于 泊 形 5 果 以 及 。iN 所 具有 的 拓 杰 辐 构 就 是 
但 碑 x 入 所 5| 入 的 相对 拓 楼 。 


区 是 1.4.9 疫 忆 :NM-，N 坑 任 苦 C”% 上 映射。 定义 已 之 图 形 仿 {(m, Fm) | 
me iM}c M x N 。 试 证 广 之 [9 形 是 Mx 中 具有 3 引入 相对 拓 杰 的 子 流 形 
。 事实 上 此 于 流 形 的 秦 入 映 映 f 人 i (5, PP): M > MXN Gm = (mm, Fm). 
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1.5 可 微 曲 搜 


在 某 些 人 的 用 法 中 常 把 曲 禾 直 接 悦 坑 就 是 一 个 一 雁 的 子 流 形 。 可 是 在 
本 书 的 用 法 中 ,我们 把 曲 牧 当 做 一 类 特别 的 参数 表示 。 因 此 和 如果 改 的 一 条 
曲 狠 的 参数 到 示 ， 那 麻 在 我 们 的 用 法 中 理应 看 成 是 另 一 条 曲 锋 。 但 是 我 们 
又 常 忽略 过 种 差别 而 把 一 条 曲 入 看 成 如 同一 个 点 集 。 在 本 和 角 中 所 考 姬 的 曲 
狠 大 都 具有 首尾 雨 端 , 但 是 我 们 以 乒 也 会 考虑 没有 端点 的 有 曲 义 。 

所 谓 一 条 可 微 曲 入 就 是 从 一 个 区 人 税 到 一 个 流 形 的 映射 。 而 且 要 求 过 喘 
射 的 定 六 域 可 以 扩充 到 一 个 此 区 间 而 成 钥 其 上 的 C” 映 射 。 至於 此 曲 娘 的 
定义 域 可 以 随便 那 一 大 型 的 区 间 都 乱 所 谓 。 关 区间 ， 开 区 间 ， 半 天 半 并 区 
陪 ,有 界 区 问 或 无 界 区 间 都 可 以 。 


Jy(e) 一 T(c) 


加 11 


设 7:[a,5b] 一 哮 是 个 C”“ 则 入 ,上 则 按照 定 闵 存 在 一 个 常数 ee>>0 以 
及 一 条 C2 的 延 拓 曲 鱼 ( extension curve )7:(a-e。e,，5b+e) 一 MM 满足 
对 礁 所 有 xE[Ta,5b] 此 有 7x= 7zx 成立, 如 图 11 所 示 。7ra 称 和 名曲 入 7 
的 起 点 ，7b 稀 驴 其 终点 。 又 就 7 是 一 条 从 ra 到 7 的 C” 曲 线 。 如 果 曲 
糠 7 定 闵 在 并 区 间 [ a ,8b] 之 上 而 且 满 足 人 条件 ra = 75 ,就 襄 遂 是 一 条 封 
了 朋 曲 粮 。 如 果 封 明 曲 铬 在 [4 ,5 ) 之 上 是 个 嵌 射 ， 旭 襄 近 是 一 饼 单 郁 封 阴 
曲 和 综 。 
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一 休 5C“ 曲线 可 能 玖 回来 交 在 自己 上 面 ， 也 可 能 具有 尖 点 ， 又 可 能 交 
高 停止 然 乒 再 重 新 前 进 ， 有 有 &. 某 至 精 了 一 个 很 尖 铀 的 角度 ， 请 参看 下面 的 
寓 例 人 。 鱼 锥 吉 些 常 出 现 的 情 次 使 得 一 休 曲 焰 无 法 成 俘 一 个 懂 射 ， 甚 至 使 
得 其 像 域 夸 得 不 是 个 一 检 的 了 于 波形 。 有 时 候 一 条 曲 焰 夫 至 具有 过 床 多 的 兴 
点 使 得 我 们 无 法 将 其 分 段 成 有 限 个 子 流 形 。 

在 实例 1.4 (我 们 考 处 环 面 上 的 一色 曲 线 忆 :天 一 SS x S ,能 钢 任 意 
的 接近 S x S 上 的 所 有 点 。 运 曲 入 的 像 咸 是 一 个 一 礁 的 子 流 形 。 在 罗 题 
1.4.1 可 记 考虑 的 那 和 休 隅 和 绿 居 : 尺 一 尺 在 原点 其 有 一 个 尖 点 。 


实例 (a) 考虑 f 是 习题 1.1.1 @ 中 所 给 的 C” 瑞 数 : 


= 若 x < 0, 


elix 若 x > 0 


则 7xz= (7X ,f(x*)) 就 给 出 了 一 条 C” 曲 入 7 :一 R” 。 它 是 沿 著 正 
》 和 进 到 原点 (0 ,0 ) ， 停 让 在 原点 ,然后 沿 闭 正 x 理 赋 名 。 

(b) 夏 户 : 妇 一 玉 坑 一 个 在 攻 间 ( 0，1 ) 之 外 需 圭 的 C ”机率 分 伟 ( 
probability distributicn ) 曲线 ， 精 下 式 来 给 出 


jx = 0 若 x* <0Oorx>1], 
~ Ce!'/'“(x-1) 若 G<x<1, 


其 中 c 是 个 正 值 的 规范 化 种 数 (normalizing constant ) ,正好 洒 得 沪 隆 
起 的 4 函数 所 恕 盖 的 面积 角 ! 。 取 & 需 的 不 定 积分 : 


&x= 人 At)a， 


定 闵 C “两 数 如 下 : 


人 着 Q < xx < 4， 
flx + 4 对 所 有 > 全 


过 侦 / 了 是 个 近期 人 性 画 数 /Oo=0 . 当 + 从 0 和 洲 增 到 工时 yx 障 之 洲 靖 到 1 ， 
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然 谷 在 1 三 x 三 2 的 区 得 什 保持 为 常数 1 ， 而 在 2 和 xx 乏 3 的 蛙 冉 了 储 
波 减 到 需 ， 然 后 在 3 过 工 乞 4 的 区 间 了 值 保持 坊 常 数 宠 。 从 4 到 5 其 值 又 
波 增 到 1 然后 保持 储 常 数 1 等 等 。 现 在 取 曲 线 7 :R 一 R 葵 久 rx = (fx， 
f(x+1)) ， 则 当 二 从 0 小 增 到 4 时 ,曲线 7 了 由 点 (0,1i) 疝 单位 王 方 
形 之 超 焉 友 (1,1),，(1,0),(0,0) 而 加 到 (0，i)。 因 此 7 是 单位 正 
方形 之 周 界 的 一 个 C” 滔 期 性 的 参数 化 表示 。 


广 : 如 果 一 条 C 曲 粮 在 zm 点 不 只 像 尖 点 只 着 炉 其 方向 ， 而 是 在 六 
转动 一 个 角度 ， 那 糜 过 曲 生 的 座 标 表示 之 所 有 各 次 的 尊 烧 在 m 点 之 值 必定 
全 都 筷 零 。 因 角 按 定 闵 从 曲 牧 不 同 的 十 方向 起 近 从 吉 点 时 ,其 切入 的 射 率 
应 趋 近 於 两 个 不 同 的 租 限 值 。 届 “就 是 在 ze 点 卷 域 所 考 感 的 座 标 映射 ,而 
po7 =(f'，……,/") 是 曲 入 7 的 座 标 表示 ,而 假设 70 =m 。 如 果 所 
有 f' 的 导数 在 0 不 全 角 需 ， 则 存在 一 个 最 低 次 的 非 久 霍 的 半数， 性 如 襄 


， 识 之 怨 广 的 第 关 次 潮 数 。 现 在 考虑 上 比值 /EL ) 当 趋 近 礁 秆 时 


d 1 
之 模 限 . 则 根据 L'Hopital 法 则 以 及 于 数 之 未 炉 性 站 二 (0) 关 0 的 候 
没 可 得 : 


li et 1 LE 一 dr” 人 
eo af* hl d"f 1 df 一 一 《0) 
dt dt dt™ 


这 上 比值 的 极限 就 所 有 字 来 一 起 考虑 时 代表 此 曲线 之 切 粮 从 两 巡 趣 近 於 六 时 
的 斜率 。 按 假设 应 随 著 上 0 或 440 而 有 有 雨 个 不 同 的 宗 眼 。 但 是 现在 按 上 式 
看 来 种 只 有 一 个 原 限 值 ， 可 上 见 与 假设 不 合 ， 而 知 所 有 f' 之 全 部 尊 数 在 m 
点 之 值 必须 全 都 坑 需 。 


习题 1.5.1 考虑 尺 中 一 个 (+ 1 ) 沉 的 多 泪 形 ， 其 各 个 角 的 位 起 分 别 
篇 (a 9 = 0,1,...,n 。 试 给 出 天 个 多 过 形 之 C ”参数 表示 。 
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在 好 中 从 少 到 9 点 的 一 修 巡 楼 曲 乡 就 是 一 个 过 入 映射 y : [a ,bp ] -， 
MM 满足 7a = pp， ?Yb = 9 。 以 彝 会 遇 到 许多 的 定理 提 到 一 些 洒 粮 的 东西 可 
以 税 一 些 和 的 东西 所 趋 近 c 现在 我 们 就 曲 纺 来 示范 这 一 类 的 定理 心 


定理 1.5.1 假设 在 可 中 存在 一 条 从 到 4 点 的 连 守 曲线 .， 则 必定 也 存在 
一 条 从 户 到 gg 点 的 在 可 中 的 C™“ 曲 入。 


证 明 订 7:[a,0j 一 M 名 计 中 从 户 到 gg 的 速 粮 曲 儿 。 在 每 -一 点 

rx 我 们 都 可 以 适当 媚 小 其 座 标 部 域 ,使 得 其 座 标 映射 在 R* 中 的 像 域 是 
一 个 戎 球 。 由 认 7{[ a ,6 ]」 岛 紧 征集 合 ,存在 有 限 侦 演 种 座 模 部 域 使 得 其 
敬 集 已 能 避 盖 整个 曲 乏 。 因 此 可 以 适 昭 分割 [a ,5] 成 x。= 2<x， 
< < b= 使 得 对 从 所 有 i 而 宦 7x, 展 7X4+: 落 在 同一 个 率 栋 
部 域 之 中 。 在 座 樟 映射 之 下 这 十 点 在 丸 " 中 的 对 应 点 的 速 接 直线 完全 落 在 
座 标 像 域 冲 , 而 可 以 加 以 参数 表示 莹 使 其 所 有 座 标 丙 数 之 各 次 基数 在 两 端 
点 之 值 嫩 驴 因 。 其 做 法 类 似 於 实例 则 中 的 做 法 。 现 在 把 所 有 各 个 和 线段 所 表 
示 肥 瑚 数 泣 当 加 以 变换 以 使 得 在 每 一 点 7*, 他们 能 金 互 相配 合 ， 则 我 们 就 
得 出 整 录 从 户 到 9 点 的 曲 粮 之 C” 参数 化 表示 。 是 由 有 限 的 粮 段 所 福成 ， 
而 且 每 线段 表 成 其 滴 党 座 标 时 是 站 和 缚 。 口 


定理 1.5.2 假 届 C” 流 形 MW 是 连通 的 ， 则 杂 中 任 合 两 点 都 可 以 使 用 一 条 
C” 曲 称 来 相 过 接 起 来 。 因 此 特别 就 得 到 太 是 台 线束 通 的 。 


首 明 驻 束 通 的 昔 思 加 是 M 中 同时 是 天 集 又 是 翔 集 的 子 集合 只 有 4 
与 空 集合 (#) 两 个 。 因 此 只 需 证明 所 有 能 用 放 中 的 一 条 C ” 曲 粮 来 与 p 点 相 汪 
活 的 点 集 S 档 成 一 个 同时 镶 开 集 又 角 表 集 的 子 集合 。 但 是 p 点 显然 落 在 5 
中 而 不 可 能 镶 空 集合 ,因此 5S 必定 角 M 本身。 

坟 证 明 S 坟 闭 集合， 我 们 考虑 $ 中 的 一 个 序列 {9,】 。 假 设 过 是 4 中 
的 收 化 序列 而 4 = limn 9,， ,只 需 设 法 体 明 尖 个 9 必定 落 在 S 中 就 可 。 对 从 
任 音 以 4 点 镶 中 心 的 座 栋 加 球 而 盲 ， 其 中 必定 都 含有 人 无 帘 多 个 4， 点 。 央 
此 只 需 考虑 从 沁 到 过 些 9， 中 的 某 ~- 个 的 违 接 曲 粮 ,然后 再 加 进 从 道 4， 
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点 到 9 点 就 过 座 标 园 球 而 言 的 连接 粮 段 ， 然 从 适当 调整 参数 使 得 在 炉 角 处 
也 具有 C™” 性 摘 ， 那 魔 我 们 就 得 出 一 条 连接 p 到 4 的 C™” 曲 各 了 ,可 见 4 
点 一 定 落 在 $ 中 ， 因 此 > 是 于 集合 。 

可 是 另 方面 如 果 gE S ， 可 以 考虑 包含 Y 的 适当 小 的 座 樟 图 球 , 演 图 
球 中 任意 一 点 都 可 以 跟 9 用 一 人 条 线段 相连 。 因 此 也 都 可 以 跟 P 用 一 条 C™ 
曲 煌 相连 。 换言之 整个 9 的 论 标 图 球 都 落 在 S 中 而 知 > 雯 因 集 合 。 壳 就 证 
明 S =M ,因此 M 中 每 点 都 能 使 用 C ”曲线 与 妃 点 相连 。 口 ] 


因此 就 流 形 而 避 我 们 不 用 媒 别 连通 人 性 和 与 狗 线 连 通 性 。 可 是 就 流 形 之 岳 
模子 空间 而 癌症 两 种 手 念 是 有 差别 的 。 


1.6 切 向 量 


直觉 上 一 条 C” 曲 入 在 其 一 般 的 点 具有 确定 的 方向 与 速率 力 是 理 所 党 
然 的 事 。 和 党 然 在 上 面 的 实例 中 也 重出 现 一 些 C ” 曲 糠 是 会 在 某 些 点 形成 大 
的 畏 角 的 。 因 此 在 过 些 转 角 处 曲线 没有 单一 的 方向 。 可 是 在 过 些 转 角 不 我 
们 的 实例 者 指 明 其 速率 需 震 。 可 是 疾 又 训 回 来 ， 过 种 速率 的 观念 只 是 就 某 
一 参数 表示 来 莲 的 ， 央 坑 在 流 形 上 我 们 站 没 有 检定 任何 自然 的 距 部 的 概念 
,所 以 显然 无 法 移 对 的 定义 速率 的 观念 。 这样 看 来 当 我 们 在 谈论 一 林 则 狠 
的 速率 时 会 涉 及 过 条 曲 粮 相对 人 於 具有 同方 向 之 曲线 的 速率 的 机 念 。 过 样 我 
们 把 速率 跟 方 向 混合 在 一 起 ， 又 不 单 考虑 一 休 曲 糠 我 们 就 长 展 出 一 :个 声 向 
量 (tangent vector ) 或 者 速度 向 重 (velocity vector ) 的 枢 念 来 。 因 此 
本 季 预 全 和 给 出 一 个 有 运作 起 来 十 分 方便 ， 又 富有 方向 及 速率 之 王 露 意义 的 天 
於 切 向 量 的 定义 。 我 们 要 谨 明 对 C“ 画 数 之 运算 ( 或 算 子 ) (operator ) 
的 观念 催 能 用 来 定义 切 向 量 ， 示 种 运算 是 沿 著 所 考 屿 曲 禾 ， 使 用 其 参数 而 
来 对 流 形 上 所 有 C ” 实 值 画 数 求 其 遵 笋 的 运作 . -就 如 同 在 R 的 向 量 分 析 
中 求 取 方向 导数 ( directional derivatives ) 的 做 路 。 换 车 之 我 们 要 谣 明 
只 要 我 们 知道 了 过 曲 缚 穿越 所 有 画 数 之 水 平 超 曲 而 的 时 候 有 多 快 ， 那 阁 我 
们 就 能 决定 此 还 动 之 方向 及 溃 率 了 。 实 际 上 我 们 只 需 在 一 租 座 标 画 数 上浆 
取 带 些 资料 就 已 级 用 ， 可 是 在 下 面 的 定义 中 我 们 俊 量 避 鄂 特别 使 用 某 租 座 
标 画 数 ， 品 得 茂 者 产生 错 屠 的 印象 ， 光 得 某 种 座 标 系 统 会 优 於 别 的 座 标 系 


1.6 切 向 最 69 


桩 。 在 谈 过 着 些 引 填 从 我们 就 真 的 来 痊 出 切 向 量 的 定 闵 。 
任 取 沈 扎 肝 ， 命 丰 ~(m) 代表 所 有 C” 丙 数 f:0U 一 尼 的 集合 ， 其 中 
UV 是 随便 一 个 好 中 包含 加点 的 开 子 流 形 。 在 这 集合 FF“(m) 上 我 们 并 即 可 
以 引入 相当 亿 富 的 代数 结构 。 设 UV ,了 了 坑 包 含 因 的 妥 子 集 而 了 :2 一 及 ， 
8 :VV 一 RR ， 则 可 定义 过 两 画 数 之 和 铀 乘积 如 下 : 
f+g:UNV—>R 及 fr:UNV—>R 


G+gn=fn+gn 及 Ue)n = UnXen). 


对 众 任 匡 实 数 c ， 我 们 可 以 考 感 常 数 画 数 c :MM 一 RR: cm= c( 对 所 有 
m 点 其 值 篆 角 c ) , 半 样 的 常数 画 数 显然 都 落 在 F”(m ) 之 中 。 映 然 对 从 
每 个 f/fEF (m) 都 有 : 


f+0=, 1f=/. 


我 们 也 定 闵 -了 = (- 1 )y。 过 时 对 於 加 法 ， 茂 法 及 乘法 的 通常 一 些 代数 律 
， 像 交换 律 ， 结 合 律 ， 分 配 律 等 等 全 都 自然 能 满足 。 吉 儿 唯 一 必需 注 莓 的 
一 件 事 是 有 n 朋 西数 定 闵 域 的 周 题 。 两 个 画 数 相等 必需 同 时 要 求 他 们 之 定义 
域 相等 ， 因 此 若 :过 一 及 ， 则 不 应 如 和 /+ (- 了 )=0，07=0。 正 纳 的 我 
法 谭 访 是 /+ (一 f) = 0f =0|wv。 和 半 儿 的 差别 在 从 01o 特别 指明 过 是 只 定 
闵 在 过 之 上 的 零 丁 数 ,而 非 定义 在 整个 M 上 的 雳 西数 ， 因 坑 原 先 只 定 闵 
於 U 之 上 。 以 从 饲 了 方便 我 们 可 能 区 接 写 + (一 f) = 0 ， 但 是 我 们 心 趴 
意 明 白 过 式 子 的 正确 解释 是 上 +(- 上 上) =0l 。 
定义 : 在 内 会 好 点 的 切 向 量 是 一 个 画 数 ( 运算 ) : 


tf: F°(m)—>R 
满足 对 於 所 有 的 Age F*(m), a,be R 下面 雨 休 件 佛 能 成 立 : 


(8) 人 镶 和 性: taf + bg) = atf + btg. 
(b) t 油 是 特别 的 乘积 有 天保 : 1:U8) = (tf)gm + fm(rg). 


关 柑 的 运算 通常 叫做 半 运 算 (derivation ) ， 内 此 一 个 切 向 量 是 FY (rm ) 
上 的 导 运 算 。 
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切 向 章 ( tangent vector ) 的 一 些 常用 同 闵 字 念 vector ( 向量 ) ， 
tangent (切入 ) ，contravariant vector (六 和 变 向 量 ) 等 等 。 

我 们 以 M。 来 代表 打上 在 斑点 所 有 切 向 量 的 集合 。 而 称 之 镶 放 在 坎 点 
的 切 空间 。 在 凡 。 中 能 很 自然 的 所 有 向 量 空间 的 代数 结构 ， 其 中 两 个 切 向 
量 可 以 相 加 ， 一 个 实数 可 以 乃 以 一 个 切 向 量 ， 其 定义 如 下 : 对 於 任 巧 $， 
teEM, ,aoER, fEPF™ (m) 了 : 


(s+Df=3+h, (laf= ash Onf=0. 


容易 瑟 明 这 时 所 得 的 s+ 1 ，as 以 及 0w 都 落 在 W。 中 ， 而 且 所 有 向 量 空 
间 所 和 需 潇 足 的 公设 全 都 能 满足 。 静 套 半 切 空 章 的 仔 大 性 实 我 们 在 第 二 基 真 


定理 1.8.1 对 於 每 一 个 上 EM 以 及 常数 画 贡 cEF”(m) 而 客 , 都 有 
fc=0 9 
五 明 由 性 质 思 和 与 可 得 
cil = t(c1) 


= 一 (fc + etl 
= 1c 十 CIL 


诊 去 ct1 立即 得 出 fc = 0 。 口 


定理 1.6.2 如 果 F”(m) 中 的 两 画 驶 了 与 8 在 m 的 菜 一 卷 域 U 上 相 重 合 
， 则 对 基 人 任意 1 EM。、 剖 有 tf= tg 。 


盖 明 取 1v 是 UVU 上 的 常数 函数 1 ， 则 由 假设 在 0 上 有 1!10f = iog ， 
因此 由 性 质 他 可 得 : 


tiv = tv fm + 1 
= tlorf/m+if 


1.6 多 回 早 万 


= t(lug) 
= {tlu:gm+ig 


因 贸 g 加 =Jm 。 因 此 立即 得 出 1f = tg 。L 


现在 如 果 7 是 好 中 的 一 修 C” 曲 牺 满足 fc = m ， 我们 要 定 闵 7 在 
点 的 切 向 量 7ac 所 村 如 下 :对 於 每 一 咎 天 (和 2) 中 的 隐 数 我 们 指定 : 


Of = LEY 0) 


则 容易 证 有 明 rsc 确信 一 个 在 六 点 的 切 向 量 ， 因 篇 对 从 企 生 ,gEFY (mm) 
以 及 a 所 天 由 下 式 


(f+ 8)° yu = f(yu) + gyn) 
= (f° + 8° Yu, 


以 及 类 似 的 考虑 立即 可 得 : 
f+g)oy=foy +goy, (a)oy=(foyN(gon, (af}j oy = af 


使 用 微分 运算 4/dulc ) 的 基本 性 质 立 即 得 诈 7sc 满足 休 件 加 ，) 。 

如 果 c 是 7 之 定义 区 间 中 的 端点 , 则 在 上 面 定义 中 我 们 可 以 探 用 单 中 
的 半数 ,但 是 也 可 以 先 把 7 换 成 一 个 定义 在 大 一 点 的 并 区 间 上 的 延 拓 7 ， 
然后 对 7 使 用 相同 的 定义 。 


如题 1.6.1 ‘a 假 届 CC 汪 曲线 7 正好 使 得 rsc = 0。, 则 定义 ywsc : 


Fm) 一 R 坊 : 


2 = 人 


试 证 过 时 六 全 对 蕊 荡 在 MM 。 之 中 ， 而 鸟 在 mr 点 的 证 向 量 © 
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tb 如果 ysc 了 关 0。， 试 证 上 面 7Ypwc 之 定义 式 背 不 能 葵 出 一 偶 在 匆 点 的 
的 切 问 量 。 

这 样 我 们 就 说 ,在 (一 阶 ) 切 向 量 rsc = 0， 时 ,我 们 可 以 对 7 在 c 点 
指定 一 个 二 随 的 ( second order ) 切 向 量 rw。c 。 


开题 1.6.2 人 a 以 明 存 在 一 个 C“ 两 数 f:R 一 RR 满足 : 


f= 1 若 |w| < 1， 
fu=0 若 |zx|l> 2. 


tb 设 *' 贸 在 m 点 部 域 的 座 标 采 坟 满 足 x'm= 0， 而 且 他 们 基 芭 中 
|x | < 3 于 有 定义 。 则 媳 明 加 下 定义 的 g :于 一 尺 


，_ {fleximflaxm). .flexin) 车 | xl < 3/a, 
0 其 他 情形 ， 包含 % 不 在 x 人 郑 域 之 中 


是 个 C “函数 。 而且 透 过 适当 当 择 a， 我 们 能 使 得 g 在 其 上 不 角 雳 的 集合 
乌 得 任意 的 小 。 

CC) 设 hEF™”(m) ， 则 必定 存在 C=” 画 数 大 :好 一 尽 使 得 和 与 大 在 
m 的 某 一 产 域 上 其 值 完全 重合 。 

d 也 FF~(M ) 坑 定义 於 整个 M 上 的 实 值 C 画 数 全 体 之 集合 。 坛 证 
明 在 定义 好 於 骆 灶 之 切 向 量 时 ， 可 以 根本 将 原 定 闵 中 的 下 ~”( m ) 替 换 成 
F~(M) ,而 仍 能 得 到 基本 上 相同 的 机 念 。 


1.7 坐标 向 量 场 
假设 & = (x',..., Xx 了) 是 在 办 点 的 一 个 座 标 系 业 ， 刚 对 有 於 任意 /所 
Fe (ii) ,我 们 可 以 考 砌 的 座 标 表示 : fop"!=g:U->R ， 其 中 以 是 
RR’ 中 的 开 子 集 。 如 同 (1.3.1) 式 及 (1.3.2) 式 的 党 法 可 表 成 : 
厂 = 8 一 SOC 0) 
提 叶 UV 上 的 实 值 落 数 8g 按 定 义 应 需 C” 四 数 ， 因 此 对 於 尺 ” 中 国 下 民生 和 
wii 可 以 取得 8 的 各 次 的 偏 导 数 。 过 些 & 的 从 性 数 与 wa 的 合成 出 数 沈 可 看 
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如 下“(m) 中 另 些 元 素 的 座 标 玫 示 。 我 从 将 其 定 闵 篇 卫 时 和 论 座 标 x' 的 入 
次 偏 尊 数 。 因 此 特别 有 : 

2 3 af ou-! 

af= 夺 = SA 


~ 
3 


Ou a 


当 我 们 只 考 唐 一 种 座 标 系 葬 而 不 虑 混淆 时 ， 可 以 直接 以 较 简 单 的 符号 2 ， 
来 代表 3 13x 。 此 外 如 果 在 尽 : 或 尺 " 中 考虑 我 们 也 加 惯 上 使 用 符号 6, ,5， 
,9 来 代替 3/8x, 3/8y, 8/az 或 /9u!, 8/ax2, 9/6m 。 至 於 适 些 癸 半数 的 定康 
域 当 然 是 和 的 定义 域 与 此 座 标 半 域 的 交集 。 

我 们 可 以 把 求 一 次 偏 草 数 的 运算 看 成 一 种 映射 : 


Oi: F™(m) —> F™(m) 
半 时 项 於 任 秋 f/f/ ,gEF™ (mm) 以 及 a ,bER 下 列 条 件 自然 满足 : 


ta) (af + be) = adf + b og, 
(b) dU8) = f9.8 + gO. 


间 些 性 质 与 在 mm 上 熙 之 切 向 量 的 性 质 非 常 类 似 也 容易 加 以 访 明 , 因 需 在 卡 天 
乘积 尺 ” 中 通常 的 偏 遵 数 运算 3/ 9x ' 就 满足 这 些 人 条 件 。 我们 把 39， 过 种 运 
算 (或 算 子 .) 称 篇 (x ，…… ，; +“) 这 侦 座 标 系 圾 中 的 座 标 向 量 场 。 

如 琳 对 丙 数 /EF (m) 施 加 9: 的 运算 之 线 再 求 取 所 得 到 两 数 在 m 
点 之 值 ， 则 所 得 到 的 就 是 一 个 在 吉 点 的 切 向 量 31(m%) ， 此 即 :94 (mm) 广 = 
91:f(m) 。 荐 取 通 过 加 点 的 第 i 侦 座 模 曲 乏 7 馈 : 


yu = p(xim,..., Xi lm, Wh Xit lm,..., Xim). 


央 切 向 量 91 (rm) 正 好 是 在 mw 点 7, 的 切 向 量 。 因 和 坑 若 到 c = x'm , 划 对 厅 
每 个 /CF ”(m) ,都 有 


ed) = 全 2 C0) 


= 全 (Of sp- 1m, ,Xn) 
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= 2 eam)f op™ 
= Of(m). 


可 见 rsc = 04(m) ,正如 前 述 。 

裔 VV 角 一 个 座 标 部 域 , 除了 对 於 7 中 的 每 一 点 tm 我 们 都 可 以 把 9， 看 
或 一 个 从 万 ”(m) 到 碧 ~ (sm) 的 丽 数 ( 映射 ) 之 外 ， 我 们 渤 可 以 把 9， 看 
成 久 从 V 到 {Ms | mV } 的 画 数 , 对 基 普 中 的 每 一 点 基 就 指定 到 一 个 落 
在 水 点 的 切 向 量 31(m)。 


恬 题 1.7.1 对 於 每 一 申 实 数 aie R, i = 1,...,d 者 碟 如 下 在 m 点 的 切 向 
量 


好 
1 一 2 da(ne M,. 
tml 
试 评 明 存 在 一 条 C “曲线 7 满足 70= 卫 以 及 rw0= 上 。 
如 题 1.7.2 就 王 04x1 = 31= 0 车 i 站; 1 车 i =/ 。 这 个 51 称 角 


Kronecker 符 器 ,或 久 常 数 ` 或 仿 常 数 1 ， 而 在 过 儿 将 其 当做 常数 西数 看 
待 。 因 此 车 1 = >Z& a! am) 就 证 明 tx"=4a4”, 而 可 将 寅 成 : 


t= > (1x’) Di 


列 题 1.7 .3 设 7 是 一 条 C”“ 曲 入 而 *' 饮 在 避 = 7c 之 座 模 , 试 访 存 在 一 
和 组 实数 6 生 尺 满足 : 


yc 一 > al Om). 
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接 下 来 我 们 要 说 明 在 上 面 三 个 六 题 真 头 所 讨论 到 的 切 向 重 是 非常 一 般 
的 。 此 即 4(m) 权 成 切 空 问 放 ,中 的 一 租 基 。 在 第 二 乔 我 们 将 详 砍 讨 州 交 
量 空 冉 中 基 的 构 念 ,这 兄 我们 只 把 加 题 1.7.2 中 的 于 果 放 进 下 面 的 定理 中 
。 过 定理 非常 重要 ,以 线 我 们 常常 会 加 以 使 用 。 


定理 1.1.1 对 从 每 一 个 切 向 量 + EM。 存在 唯一 的 一 组 常数 a' 满足 : 
t= $ ar om), 
过 组 常数 就 是 a := tx: 。 


误 明 我 们 不 妨 假 设 对 每 个 指标 i 都 有 x 'm= 0 。 央 人 坑 将 座 标 原点 加 
以 平移》 = + (4b' 角 常数 ) 站 不 影响 切 向 量 , 道 时 仍 得 3/ 3y! = 
9/9+”。 因 此 我 们 从 + 'm= 0 之 假设 出 发 来 证 明 过 定理 。 秀 此 我 从 先 来 性 
明 对 於 任意 画 数 fF™(m) ,存在 一 些 丙 数 fieF*(m),i=1,...,.d， 
使 得 在 rw 的 某 一 郑 域 中 了 可 表 成 : 

f= rz 十 之 wf. 

壮 叫 化 f 在 吉 点 的 一 险 泰 勒 展 式 。 如 果 我 们 暂时 假设 道 展 式 成 立 , 则 只 要 
把 3,(m) 作 用 铃 冲 等 式 的 左右 两 四 就 得 到 : 


af(m) = 0 十 之 [8,x'(m)fim + xim 9,f(m)] 
= fm. 


现在 上 是 个 切 向 量 ,因此 t 作用 於 常 数 画 数 时 灶 果 和 角 零 ,而 可 计算 tf 之 
值 念 


tf = tim) + 之 (cj 
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-04 $ [xd fm + xm If] 


= > (oo om)f 


由 认 作 用 从 每 个 丽 归 EA™>(m) 时 上 有 良 2f-1 (ix') sz 所 得 的 精 果 都 相 
同 。 所 以 他 们 应 设想 等 。 另 方面 若 1 = Zt ya 9m) ， 则 tc = ZYf-1a 
an = qf ,因此 保 数 a' 镶 叭 一 的 一 租 。 

可 见 现 在 所 剩 下 的 问题 只 是 来 证 明 画 数 f 之 一 阶 泰 勘 展 式 的 存在 性 。 
由 於 可 以 透 过 座 标 映射 p 来 把 一 切 都 搬 到 卡 氏 空间 R” 来 ， 因 此 我 们 若 能 
改 明 7 了 的 座 标 麦 示 & =f。p 可 以 据 有 一 阶 泰 勒 展 式 : 


芝 
8 三 CC 十 2, wig, 
f=1 
其 中 a 镶 常 数 而 g,8,;,EF™(0)，,， 双 0= (0,…… ，0) 久 R“ 之 原点 ， 


划 : 
好 
f=gop=at+ 2, (uop)gop 
t= 1 


一 G 二 yy x!f, 
f= 1 


其 中 定 闵 f,= gop 0 

在 R“ 中 对 任 匡 雨点 p = (p',..., pp”), 4 = (9 ,99 以 及 任 匡 实数 
6b ,可 以 定 束 bp =(bp,..., bp) ,pt+4q=(p'+gqg',...,p* + gq 人"). 

对 於 任 合 gE 六 “(0)，, 存在 0 的 券 城 U 满足 只 要 ppEEUV  ， 则 和 就 定 
闵 在 所 有 的 bp 点 之 上 ,其 中 0 区 0 苹 1 。 换言之 ，g 定义 於 整 个 束 接 0 
与 放 的 扫 段 之 上 上。 过 时 由 过 钙 法 则 可 得 : 


& og du 
和 gp) = 芒 4 
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办 久 w'(sp)= p's 。 使 用 微 重 分 的 基本 定理 : 


dh 
hl = + oso 内 


而 将 其 应 用 冷 冰 数 hs=g(sp) ， 可 得 : 
gp =s0+/ > p' BS (ep) ds 
世 1 6 
= g0 + 之 P| 六 Do 


当 我 们 定义 8P = = 38 二 (sp) ds ,就 已 证 明 在 0 的 郑 域 满足 : 


8 = 80 十 之 2 Si 


wl 


现在 仿 了 要 性 明 g, EF (0), 我 们 必须 引用 高 等 微 积分 真 过 样 的 定 
理 : 假设 h(p,s ) 是 个 R= { (ps)ijpER: ,ssER})}L 上 的 C! 
两 数 ， 而 取 kp = 局 hp, 9 dd, 则 大 壤 C: 画 数 而 且 满足 : 


2 (p) = (ps) ds 
对 从 具有 形状 篇 MP, 人 = x (p) 的 醒 数 吉 炉 使 用 过 定理 荡 注 稚 
到 芝 丝 法 划 立 即 硕 男 g, 钥 C” 画 数 。 口 


我 们 把 a 称 需 切 向 量 ! = Za: 29m) 在 座 樟 本 胡 {x*'} 中 的 第 i 个 成 
分 。 z z 
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广 如 果 我 们 将 C" 西数 展开 成 上 面 的 泰 勤 展 式 那 床 所 出 现 的 那些 傈 
数 画 数 /只 储 C 函数。 过 样 可 微分 性 降低 一 次 使 我 们 在 定义 C“ 流 形 
上 和 的 切 向 量 时 不 可 以 使 用 上 厕所 葵 的 莱 法 ， 耕 则 由 休 件 人 多 及 串 就 会 出 现 许 
多 无 法 将 其 作用 蕉 C*~' 画 数 的 严 算 。 特 别 才 些 运 算 不 能 写成 忆 !- ,a '9， 
( 吧 ) 的 形状 。 解 决 址 困 冯 的 方法 有 2 : 第 一 ,定义 切 向 量 就 是 单单 那 种 能 
囊 成 a '94(m) 形状 的 运算 ， 此 即 要 求 雪 空 间 以 3, (m) 角 其 基 。 第 二 ， 
世 可 以 就 改 而 要 求 切 向 量 就 是 切 挫 C ”曲线 的 切 向 量 。 过 十 种 做 法 所 得 的 
烙 集 都 相同 ， 就 是 我 们 上 面 已 程 得 到 的 : 每 一 个 切 空间 村 都 是 一 个 向 最 
空间 ， 其 灯 数 正好 等 基 流 形 4 的 礁 数 4 。 在 M。 中 有 一 租 基 就 是 由 座 标 向 
量 场 9, (1m) 所 和 组 成 。 


对 其 C ” 流 形 现在 我 们 来 粮 结 前 面 各 种 ( 等 价 的 ) 描述 切 向 量 的 方法 : 

人 首先 我 们 把 一 个 切 向 量 定义 成 一 个 实 值 的 在 下”(m) 之 上 的 六 到 
算 ， 此 邯 看 成 上 :FE™(m) 一 尺 潇 足 第 1.6 季 中 的 人 条件 @ 与 他 。 

外 对 於 在 区 点 的 任意 座 标 采 统 ( x" ) 而 冯 ,在 mr 点 的 切 空 间 藉 用 定 
理 1.7.1 可 表 久 所 有 有 具有 形状 2 14' 0im) 之 切 向 量 的 集合 。 

C) 在 畏 点 的 切 空 关 由 所 有 CC” 曲 粮 之 切 向 量 ywc 所 组成， 其 中 c= 
8 。 这 二 果 是 由 促 以 及 加 题 1.7.3 而 来 。 

(d) 对 从 切 向 量 在 古典 张 量 分 析 中 所 给 的 定义 ( 参看 定理 1.7.2) 基 


”本 上 就 如 同和 外 中 所 答 的 定义 。 只 不 过 壹 时 特别 指明 一 个 切 向 量 对 於 不 同 座 


标 系 坑 时 其 成 分 (ea ) 与 (5 ) 之 阅 的 转换 规则 。 从 过 种 观点 来 定义 的 切 
向 量 只 不 过 是 对 於 每 个 座 标 条 粮 指定 一 租 成 分 & 。 因 此 切 向 量 完全 不 再 被 
解释 成 作用 蕉 画 数 的 运算 。 半 种 定 闵 方 法 由 於 需 要 话 及 不 同 座 村 系 太 中 同 
一 向 量 的 成 分 之 加 的 精 换 律 ， 因 此 复 的 定义 起 来 会 有 些 类 ， 可 是 另 方面 在 
实用 上 和 钊 颇 坊 方便 ， 因 有 坑 吉 种 定义 是 R“ 中 把 一 个 有 方向 的 铬 段 看 成 切 向 
量 的 最 间接 的 推广 。 久 此 在 站 蝎 上 最 容易 加 以 理解 。 由 於 过 称 故 ， 我 们 预 
期 过 种 古典 的 定义 仍然 楼 态 会 彼 使 用 很 长 的 一 段 时 间 ， 公 管 我 们 已 经 有 一 
些 更 好 的 定 闵 可 用 。 

假 屋 (z*” ) 及 (?” ) 坑 两 组 座 标 系 坏 ， 则 由 速 镇 法 则 在 相 厢 的 两 租 座 
标 向 量 场 之 间 存 在 如 下 的 希 傈 : 
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2 二 
由 定理 1.7.1 我 们 把 切 向 量 ! 分 别 写成 : 
‘= 这 (m) = -rm 
所 以 立即 得 出 有 关切 向 量 的 转换 律 依 : 
-之 4 入 ( (1.7.1) 


局 了 要 建立 包含 公式 (1.7.1) 之 古典 定义 与 我 们 现在 定义 之 间 的 等 价 
志保 。 有 过 儿 来 给 出 如 下 的 定理 。 


定理 1.1.2 假设 上 是 定义 於 所 有 在 如 点 之 图 表 的 画 数 。 对 从 每 侧 在 妇 点 
的 图 表 (*') ，t 就 指定 一 组 d 个 实数 。 现 在 假设 1x90 = (0D, i(y”) = (5) 
则 必定 (6 ) 轩 (58' ) 之 间 会 存在 有 公式 (1.7.1) 的 员 傈 。 那 床 对 於 所 有 
这些 图 表 而 言 ， 我 们 都 会 有 : 


巡 8 g 
之 a ox: (m) = 之 2 元 (m). 
换言之 在 古典 定 闵 之 下 的 一 个 切 向 量 就 定 闵 了 一 个 我 们 所 定 闵 的 切 向 量 。 


榴 题 1 .1,4 就 证 偏 遵 数 的 符号 有 可 能 引起 误解 如 下 例 所 述 : 假设 放 之 厅 
数 大 从 一 ， 都 订 会 存在 座 标 采 胡 x' 输 y”, 他 们 的 x = 但 是 9/9x 郑 
39/90y' 。 可 兄 座 标 向 量 9/ 9x' 不 单 只 随 著 x 而 变化 ,也 随 营 其 他 的 座 标 
区 数 z ，…… ,xX “而 变化 。 冯 此 储 管 x! 保持 不 多 而 只 改 多 了 7， 
， 则 有 可 能 3/3x' 会 随 之 而 发 生 杰 化。 可 是 偏 革 数 的 符号 9/9x* 印 容 多 
引 人 训 以 镶 间 个 切 向 量 只 与 x” 有关 。 过 一 此 应 坝 特 别 注意 。 
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加 是 1.7.5 当 4d > 1 时 试 辟 泰勒 展 式 东非 唯一 。 另 外 也 发 明 存 在 雯 高 阶 
的 上 类似 上 面 所 用 形状 的 泰勒 展 式 。 


1.8 上 映射 之 微分 映射 


取 导 饥 流 形 ,将 站 上 每 一 点 的 切 空间 全 都 放 在 一 起 而 记 之 访 TM ,等 
到 第 三 佛 我 们 会 加 答 工 放 一 镶 自 然 的 流 形 精 构 ,使 其 成 角 一 个 24a 雁 的 可 
微 流 形 。 其 中 的 局 恤 座 标 粗略 来 名 是 由 1 的 一 个 座 标 系 态 (x ” ) 中 的 4 个 
座 标 ， 再 加 上 一 个 切 向 量 对 应 於 座 标 向 量 基 0, (x) 之 d 个 成 分 ( compon- 
ent ) 所 租 成 。 填 样 的 TM 叫做 以 的 切 率 (tangent bundle ) 。 可 是 就 本 
全 之 村 论 所 需 ， 我 们 只 要 把 7 朵 昌 单 看 成 一 个 点 集 就 可 。 

现在 假 交 pg :对 一 和 NN 是 一 个 C” 映 射 。 则 存在 一 个 奖 导 的 映射 x。: TM 
一 TN， 称 角 p 的 微分 映射 (differential mapping) 。Hn。 另外 的 名 称 坑 
Pr 到 了 好 的 拓 植 ( prolongation ) ,或 者 4 的 切 映 射 ( tangent map ) 。 
我 们 预 人 黎 和 给 出 两 种 定 六 ， 然后 薄 明 他 们 其 实 相 同 。 

al 假 识 + 落 在 TM 中 则 当然 存在 某 点 mE 肝 使 得 ? 扬 及 。.。 另外 
水 存在 一 条 C” 曲 贸 7 使 得 7。0 = 1 。 现在 由 7 : 民 一 月 以 及 六 :M—N 可 
见 其 合成 映射 a。7 : 尼 一 入 成 角 NN 中 的 一 条 C” 则 牧 。 我 们 就 定 六 


Pst = (4。7y)s0. (1.8.1) 


遵 样 的 定 闵 和 给 人 一 芽 印 象 ， 就 是 we 不 只 与 上 有关， 而 且 也 有 可 能 受到 所 
用 的 曲 粮 7 的 影响 。 由 蕉 我 们 即将 生 明 运 定 闵 与 第 二 定义 等 价 , 所 以 过 多 
就 不 站 接 来 性 明 (1 .8.1) 式 的 定 闵 和 与 之 园 法 无 天 。 

tb) 对 从 任 匡 的 1 ETM ,我 们 只 要 能 鲍 提 供 pst TN 如 何 作用 从 
F~”(% ) ， 那 厌 我 们 就 已 完成 了 pe 的 定 闲 。 示 儿 站 = pm ， 而 上 生财 - 。 
任 取 三 和 天 (2 ) , 则 有 f°。pEF™(m) ， 因 此 可 定义 


Gad)f = tf op). (1.8.2) 


和 念 了 使 误 定 闵 员 的 可 用 ， 显 然 我 们 必须 立即 改 明 过 个 yo。t 人 肆 实 是 个 在 * 点 
六 的 切 向 量 。 但 是 由 於 马上 要 促 明 定义 他 与 定义 人 等 价 , 所 以 pet = (4p 
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cr )s0， 是 个 在 470 = pm= 点 的 切 向 量 。 
现在 来 证 明 定义 他 轨 定义 他 互 相等 价 。 合 用 外 与 b 中 的 符 器 订 得 : 


[00301f = 于 OU 


= OU oY] 

= (yA) op) 

= 1(f° 0). 
因此 式 子 (1.8.1) 的 右 过 作用 於 了 所 得 到 的 值 就 等 从 (1.8.2) 式 的 右 过 
， 可 见 雨 种 定 头 彼 此 相等 。 

接 下 来 我 们 讨论 x， 的 座 标 表示 。 假 识 x' ,i= 1 …… ，d 是 在 m 点 

的 局 部 座 标 , 而 六 ,a = 1,...,e 是 在 n= am 点 的 局 部 座 标 。 则 在 六 的 
郑 域 上 & 具有 如 下 的 庙 标 喜 示 : 


op = f°(x,..., Xx"). 
假设 上 所 有。 ， 则 可 以 将 上 高 成 1 = 2f-14 9(m) 。 股 br = (prt) 产 ， 则 
从 定理 1.7.1 可 得 : 
d 2 
prt = 之 六 王国 
至 於 道 些 8° 值 则 可 由 (1.8.2) 式 的 定义 计算 出 来 。 由 於 y< 和 天” (7 站) ， 
可 得 : 


pr = (Lad) 
= 1 op.) 


一 了 2 DC o pm). (1.8.3) 
i 


我 们 可 以 把 所 有 a ' 的 保 数 高 成 一 个 e x 4 的 矩阵 如 下 : 
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( Gsy op «i | 
j= : 。 ， 


dy on a 。。 。 Oy” op 


半 个 矩阵 就 称 角 kw 对 应 锥 座 标 x' 与 y“ 的 页 氏 短 障 (Jacobian matrix ) 。 
因此 党 我 们 把 ws 窟 成 像 (1.8.3) 的 表示 式 时 , 让 式 子 可 以 看 成 通常 短 阵 
理论 中 一 个 e x 4d 矩 障 7 乘 以 一 个 d x 1 的 行 向 量 (a' ) 而 得 出 一 个 e x 
1 和 的 行 向 量 (6 ) 。 


恬 题 1.8.1 试 琴 jp :M、 一 入 ,是 个 入 性 的 映射 。 此 即 对 於 任 苇 s ,it EE 
MMM, 以 及 4 人 它 R ,我 们 有 : 


(a) ps(s + 站 = (05) + (unt). 
(b) ua(at) = apwt. 


习题 1.8.2 假 肌 4 :MN 及 +:N- > 了 背 角 C” 映 射 , 试 苯 如 下 的 天 保 
成 立 : 
(7 op)% = Ts os (1.8.4) 


如 果 和 将 过 央 保 式 写成 其 库 标 表示 可 得 (+。p )。 所 对 磋 的 页 氏 和 矩 障 正好 是 
rs 与 ws 之 里 氏 垂 障 的 乘积 , 正 是 一 种 明显 的 连 镇 法 则 。 


现在 来 考虑 一 些 重要 的 特别 情形 。 第 一 上 类 的 特别 情形 是 当 于 或 者 信 集 
尺 的 时 候 。 因 储 适 时 所 素 涉 到 的 重要 观念 仿 C 汪 曲 缚 以 及 实 值 画 数 。 在 尺 
上 我 们 可 以 取 便 等 座 标 w 做 念 其 上 的 自然 座 标 , 因此 在 任意 c 点 的 切 向 量 
可 以 使 用 d/ dxu(c) 做 需 自 然 基 。 

当 轩 = RR 时 ,我 们 所 得 的 是 一 条 有 曲 入 7 : 尺 一 N 。 因 此 要 想 腔 解 7。 
的 行 角 只 需 知道 rs 如 何 作用 於 (c ) 就 可 。 因 入 所 有 其 他 在 c 点 的 切 


wi 
向 量 都 是 适 个 基 向 量 的 实数 佑 ， 而 另 方面 由 考题 1.8.! 和 ，7* 是 个 线性 映射 。 
在 怀 中 考 唐 伍 等 曲 入 Ww : 刃 一 玉 ， 则 过 曲 粮 的 切 向 量 储 da][dw 。 车 


1.8 有 贞 射 之 签 分 肌 射 ”83 
7 :KR 一 NN 是 条 C” 曲 煞 ， 由 定义 (1.8.1) 式 可 得 : 


d 
ya* ZK (c) = (y ° Wsc 


一 YC. 


而 后 面 的 表达 式 正 是 我 们 在 1.7 节 正 对 -- 休 曲 粮 7 之 切 向 量 所 答 的 定 闵 。 
可 见 我 们 的 符号 其 实 前 后 十 分 一 致 。 
当 N = 尺 时 我 们 所 得 的 是 一 个 实 值 C” 画 数 /:M 一 RR。 假 设 1 EM。 


而 c = rmr ,， 则 三 .tf 可 以 透 过 如 何 表 成 R。 中 的 基 向 量 -条 (e ) 之 贸 性 组 
合 而 得 硅 定 。 根 据 定 理 1.7.1 我 们 有 : 

fel 一 a £ (0), 
其 中 的 保 数 a 可 以 由 (1.8.2) 式 加 以 计算 出 来 : 

a = (fet)u 


= tl(u of) 


= 1 
因此 得 沪 : 


fat 一 (0f) 所 (c). 


这样 冯 於 实 值 瑞 数 f :一 怀 我 们 可 以 定 闵 人 的 微分 形 ( differential) 
df 人骨 一 候 丙 数 dr :TM->R: (df)t=tf 。 因 此 4df 轩 ff。:TM» 人 TR 
之 各 的 天 信和 钥 : 


fut = ((df)t) Si(e) (1.8.5) 


其 中 EM. ,fn=c。 
在 每 一 个 切 空 间 M。 之 上 ，dy :M,、 一 RR 是 个 线性 实 值 的 夯 数 。 在 第 
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二 全 真 对 惟 答 定 的 一 个 向 量 空间 V 我 们 将 考虑 其 上 所 有 糠 人性 的 实 值 画 数 之 
集合 而 称 之 镶 V 的 对 侦 空 间 Y* 。 使 用 诞 种 术语 一 个 实 值 丙 数 f 之 微分 形 
df 就 对 每 一 点 吉 指 定 其 切 空 间 M。 之 对 个 空间 Ms 中 的 一 个 元 素 。 和 如果 
对 是 个 波形 ， 则 通常 切 空 间 的 对 侦 空 间 M# 称 念 M 在 点 的 徐 切 空间 ( 
cotangent space ) ,或 者 在 rx 点 的 微分 形 空间 , 或 者 在 m 点 的 顺 变 向 量 


( covariant vectors ) 空间 。 


罗 题 1.8.3 假 届 zx: 是 好 上 的 局 恤 座 标 ， 太 :1 一 下 售 C 人 西数 ， 试 性 由 
公式 (1.8.5) 立即 可 得 古典 的 微分 形 公式 


Jf = $ ayd 
加 题 1.8 .4 坛 媳 dx ' ,= 1 ，……,d 构成 一 组 23, ,1i= 1， "ero sd 
对 偶 基 。 此 即 满 足 人 条件 

(dx) 9, = 8. 


请 参看 第 2.7 尔 。 

加 十 1.8.5 今 A: R* -> R” 定义 篇 jp = (0 十 2y7,3xy) 。 斌 计算 在 标准 
座 标 之 下 pm。 在 (1,，1) 点 的 村 氏 方 障 。 使 用 坦 桔 果 世 运用 和 握 阵 之 乘法 来 
秆 算 : 


wo( 去 (LD + A 


第 一 章 匀 题 提示 
_ _ -天 
1.1-1 (a) A A ， lim 了 70 一 lim 和 -= 1im 
ATe 用 Mo h alo A ho ps -四 


二 0。 可见 在 原点 可 微分 ,而且 /0=0。 


1.8 有 映射 之 微分 映射 ”85 


当 和 <0 时 广 x=0 ,而 於 Y>0 有 时 xx= 


i ， 因 此 也 有 
已 了。 x 


‘hp—f’'0 
| h 


A 和 Alo 到 hp’ 
所 以 /"0 = 0 可 以 栓 续 计算 当 二 < 0 时 xz = 0 ,而 锥 x 光 0 时 


frx- 2 


+ 
EF 


隐隐 e“x” 
因此 起 明 /0 = 0 等 等 。 

1.2.1 在 球 座 标 xX 二 rsinpcosb ;y=rSsingsin0 ;2=rcosyv 之 下 
,其 页 氏 和 矩阵 之 行列 式 值 篇 一 +' sinyg ,因此 机 把 > = 0 ( 分 原点 ) ,以 及 
vp 忆 0 及 x ( 即 z 坦 ) 去掉。 : 

在 圆柱 座 标 之 下 ,其 材 狼 行列 式 局 r ,因此 要 把 rr = 0 ( 即 z 灿 ) 去 掉 。 

1.2.5 (ce) j 了 之 定 闵 域 以 是 由 S: 去 掉 x 坦 上 的 单位 点 。 我 们 现在 可 以 反光 
来 以 相似 方法 定 闵 & ，, 御 芒 其 定义 域 是 由 S$: 去 掉 * 轴 上 的 负 单 位 点 就 可 以 。 

1.2.6 取 北 千 球 而 加 入 南 牛 球 介 攻 南 回电 糠 与 赤道 的 部 分 做 坊 一 个 座 标 半 域 
。 考 违 由 首部 域 到 切 於 北极 之 平面 的 投射 ,就 是 连接 南极 与 过 部 域 中 之 点 的 
如 糠 延长 交 於 北 榴 切 面 之 点 。 反 过 来 考 三 南 牛 球 再 加 入 北 站 球 中 北 届 中 综 以 
下 的 部 分 ,而 用 北极 来 把 首部 域 投射 到 南 柱 和 的 切 平 面 上 。 

1.2.7 取 U, 局 : 


—<%< 外 一 << < 
6 6 6 
反 过 来 取 U, 霹 : 
| 7 
A 和 ; -一 < < 一 二 
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最 息 取 局 :, 霹 : 
开 x 地区 
<A ; 一 一 所 2D < 一 一 
2 3 3 
卓 U，,U ,及 VU， 构成 整个 惠 面 的 并 渡 。 在 每 个 部 域 上 匣 有 道 映 射 存在 。 

1.2.9 周 定 一 疾 点 ， 则 另 一 问 点 可 以 看 成 是 落 在 以 此 固定 端点 饥 中 心 ,以 二 
骨 牛 径 的 球面 之 上 。 

1.2.11 过 进 界 谢 形 本 贤 上 局 一 个 国 圈 SS 。 

1.3.3 ”使 用 S* 上 的 上 下 , 左右 ,前 和 后 六 个 生 球 当做 回 表 集中 的 开卷 域 , 唱 
在 每 个 部 域 上 , 根本 严 就 是 一 对 一 的 醒 等 映射 , 所 以 自然 是 Co 了 胀 射 。 

1 .3.4 在 每 点 的 局 部 都 域 上 已 岂可 微 同 有 凸 ,因此 SS” 与 玉 书 "根本 可 祝 坊 相同 
。 所 以 只 需要 求 G 坊 连 和 续 ， 保 全 把 到 中 一 点 的 痢 域 整个 映射 到 S” 员 某 点 的 
部 域 , 则 CC 与 素 。 恕 根本 就 没什么 分 别 , 因此 若 严 。C 岩 C”, 则 当然 C 亦 
央 C”。 

取 好 租 一 条 糠 股 ，CM 仍 的 两 条 禾 中 ,一 儿 以 北 标 久 端点 的 雾 度 树 
厂 之 一 小 般 。 另 侦 旭 局 以 南极 和 马 端 点 的 零度 经 杯 的 一 小 息 ,因此 如 非 局 右 炉 
。 可 是 在 之 下 甫 北极 被 认同 蝙 一 点 ,FG 1 就 是 一 杂 通 过 通 点 的 保 线 了 ， 
而 且 优 CC” 而 数 。 

1.3.5 ”由於 S 不 具 奇 暴 点 , 按照 隐 丙 数 定理 我 们 可 以 把 一 个 座 模 两 数 ,例如 
2 解 出 而 表 惊 另外 南 个 座 标 函数 4 ，3 的 可 微分 画 数 : z= 二 z(x,y)。 因 
此 包含 喘 射 的 主客 本 数 可 以 总 局 就 是 把 (xy7) 了 映射 成 (ZX，?7，z(X，7I)) 
， 因此 是 个 C “映射 。 

1.3.6 把 z 写 成 + 十 iy ，2 宫 成 c + ,， 则 就 流 形 悍 杂 可观 坟 只 ”以 
(和 ，y，a2， zt) 售 座 标 。 过 时 玉 (z ,mw) = 2 可 以 表 成 : 


F(X,y,G.0)={(xX0— yb)+i( xX0+ ya) 


氏 六 五 的 两 个 座 标 画 数 都 只 不 肖 是 YY,，?，C,， 8 的 多 项 式 , 因此 当然 是 C™ 
忌 射 。 

1.3.7 可 以 把 S': 记 成 e” ,ee” ,因此 上 题 中 的 限制 到 S ” xS'， 来 所 得 
到 的 G 就 把 (ee ,e”) 指定 到 e' ‘9?9+r?) 。 或 即 就 座 标 言 ，C 可 过 成 G( 
0,9) 二 8 + 9 ,因此 是 个 C “映射 。 

1.3.8 2 一 和 十 7 ， 则 


1 和 一 了 》 
x+iy Xx:+y: 


EE—— 


1 
z 


1 8 机 射 之 满分 映射 和 肌 Z 
可 先 召 的 两 侦 不 栋 丽 骆 分 乔 租 zy 全 ) 以 及 yi 十 二 是 


C“ 画 数 ， 
1.3.10 对 认 朋 XN 的 任意 可 微 甸 数 了 测 莒 


= (pFEP, gFP) 


由 其 力 开 及 9 下 篆 往 可 和 位 今 ,所 以 3 办 角 可 微分 , 因此 按 定 闵 个 售 C“ 觅 
射 。 

1.4.1 X=1”,y 一 【1* 之 可 氏 年 陆 ( 21 ，3: ) 在 原点 ft -0 县 有 一 贷 硒 
加 性 。 事 实 上 下 呈 道人 条 曲名 在 原点 有 具有 一 个 尖 点 。 

1.5.1 到 gt)-=cJop3s)ds 就 是 第 i.5 季 实例 中 中 的 那个 画 数 ,在 了 
0 时 局 0 ， 而 所 有 各 次 半数 局 老 ， 在 上 全 1 时 局 1 ,而 所 有 各 次 导数 得 0 。 
宝 闹 曲线 了 (上 ) 的 南 个 素 标 西数 如 下 : 


Xt =a + gi (udo0) +tg(t—1) ‘a, -ai) 
+g(tf-2)(a Gt Tg(t-R)( (a -a 

y(t) -= 6b, + g(t){(b,-6.,) +e(t —- 1})(b, 入 b.) 
tg tH) (9,— 0.,) 


高 一 0 时 (xX(0) ,3710))=(a6o,0,) ; 认 0 研 ft 和 1 时 (1) 0, 
名 料 弯 仍 : 


y(t)— 0, bp, 一 已。 
X(tf)}—a, GQ!:— do 


内 此 f{[) 确实 是 连接 (a ,5。) 与 (4 ,8,) 之 站 和 粮 。 当 1 之 1 “2 峙 ， 
s(t) 一 1 ,g(t 一 1) 介 认 0 和 与 1 之 间 , 向 g(t 一 2)=0。 过 时 x(t. 
及 y(t) Ez ‘tC— 1 ) (GQ,.— Qa.,) 及 .+g( t-1 ) { bp.--b, 
之 形状 ,因此 三 ( 上) 就 是 连接 ( 4， ,5,) 与 ( a， ,5b,) 之 走 稼 。 市 第 蔷 训 个 
gf 我 站 使 得 在 角落 的 衔接 点 不 发 生 间 题 。 
最 该 定义 7(z) 饥 迪 期 性 癸 数 ,以 n+ 1 局 一 个 遇 期 。 
1.6.1 加 法 健 没 什 坚 困 苏 ， 于 要 的 困 冯 在 第 二 佑 媒 件 : 
dad 


| d 
上 wwr ce : ) := 一 -一 (一 一 人 { 已 全 Cc) 
(C TancC) fs > du je 六 外 有 


_1d dfer / dg°7 

py g°7r+(fo7) 元 ){c) 
1d’for df or dgor 

2 du’ (ogor(c) + du (e du (¢) 
1 d'g°r 

+ 了 7 r(C) 了 (<€) 


= (Tawc)f-. Emi (rac) f/f: (7C)B+ fm (Trac)g 
因此 条 件 二 能 成 立 当 且 唯 当 TwC= Ono 
1.7.1 妇 Ap 南 在 如 点 的 刘表 ， 满足 pm= 原 点 , 考 感 7( pg) 坑 曲 款 
(CIMN ， GTMN ，……: GM) 
在 pg 之 下 的 逆 像 ， 则 这 曲 娘 在 mm 点 的 切 贸 就 等 於 t 。 
1.7.4 由 连 镇 夺 央 : 


0 dx' 9 .937 0 , ox”* 9 
dy: Gy! ox! dv! Ox’ + oy! Ox” 


若 》 = 二 xX ,而 x ” 到 x“ 中 间 有 些 是 涉及 的 面 数 ， 则 29/097 除了 5/0x: 
之 外 就 向 有 其 他 项 了 , 因此 8/1ay: 关 .9/3x: 。 
1.7.5 和 辟 如 考 感 多 项 式 


jx ?7)=S+X+27 二 YX +3X7 一 
则 可 以 在 原点 附近 窟 成 : 
fj(x,.y)=5+X(1+X+3y)+y(2—y) 
但 是 同样 也 可 以 高 成 ; 
f(x,y)=5+4(14+x) 十 》( 2+ 3X 一 9》) 


因此 一 个 画 数 的 泰勒 展 式 当然 将 非 唯一 。 
1.8.3 (dxr')f=itx'; 若 :一 Sa’0 ， 则 1z = 了 0105x 一 0 。 计 
’ 1 


算 : 


1.8 揣 射 志向 分 瑞 射 


(Dosfdr')t = To (dr't) -Yaij)a 
= a00f = I( Dai)f = tf 


但 是 df (!) 也 等 其 太吉 对 任意 了 上 上 都 成 立 ， 而 得 水 : 
df = 2 (0 ) dx' 


2xX 4y | /2 4 
1.8.5 7-( 3， x ) … 1(1,.1)=(， 内 
篇 ps 在 (1, 1) 点 之 页 外 和 矩 午 。 因 此 


(六 三 )- (3 )(!) (9 


9 
TT 四 ， 3 十 人 人 全 
14 (3 ) 123y (3 3 ) 


过 是 因 忆 Ap 把 (1 1 ) 点 喘 射 成 (3, 3) 点 。 
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2.1 向 量 空间 


在 第 一 重 瑞 我 们 已 经 看 到 流 形 内 中 一 点 因 处 之 切 空 间 M。 有 具有 适当 的 
代数 结 权 。 在 本 革 我 们 预备 对 过 种 特别 的 代数 业 构 答 予 抽象 化 的 仔 稻 研 究 
。 上 组 是 请 记得 我 们 楼 以 波形 上 的 切 空 间 艇 坑 我 们 主要 的 和 范例 。 

一 个 尺 上 的 向 量 空间 ( vector space ) 或 篆 性 空间 ( linear space )V 
就 是 一 个 集合 其 上 具有 两 种 运算 。 一 种 岂 做 加 法 +， 把 V 中 任 盖 两 个 元 素 
"与 w 指定 到 第 三 个 元 素 v +w 。 另 外 一 种 运算 叫做 实 傈 数 乘法 ， 对 有 论 任 
徊 vEV 以 及 a ER 指定 到 一 个 元 下 av EV 。 此 外 了 中 存在 一 个 特别 的 
零 元 素 0 EV 使 得 下 列 失 条 公 裔 对 认 所 有 Vv,w, XV 以 及 a ,bEER 全 
都 潇 足 : 


(1) ”加 法 交换 律 : 二 w=w+tvwv. 

(2) ”加 法 车 合 律 : (0 十 w+x=v+ (w+ x). 

(3) ” 震 元 索 之 存在 性 :vv+0=v 

(4) ”和 仙 元 素 之 存在 性 : 存在 -2 满足 2+( 一 ) =0 
(5) a 十 w) = av + aw. 

‘6) (aa 十 站 pp = ap 十 po 

(7) (ab)v = a(bv). 

(8) ly = v. 


我 从 把 Y 中 的 元 素 称 饲 向 量 ,而 当做 集 数 使 用 的 实数 称 镶 然 向 重 ( 
scalars) 。 道 儿 我 们 只 使 用 到 尺 中 一 般 称 角 域 ( field ) 的 一 些 性 质 。 因 此 
如 果 在 定义 中 把 实数 域 替换 成 复数 域 或 者 其 他 滴 和 党 的 域 来 做 坟 傈 数 ， 我 们 
就 可 以 考虑 别 种 的 向 量 空 间 。 在 本 章 所 讨论 到 的 一 些 东 西 如 果 换 到 复 傈 数 
向 量 空 间 来 考虑 就 会 变 得 方便 得 多 。 
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由 公设 (32) 与 (7) ,我 们 不 妨 去掉 括号 而 把 (2+w) 十 x 或 (ab)v 直 接 窟 
成 十 w+ 或 abv 。 乳 格 来 薪 ，(5 与 (0) 中 的 右 兆 是 需要 标示 括号 的 ,但 
是 我 们 沿用 先 乘 除 后 加 茂 的 愉 用 法 而 和 将 其 括 竖 加 以 省 略 。 另 外 也 定义 ” 一 


2 一 2 十 (一 比 ) © 


证 : 我 们 可 以 将 向 量 空 间 中 的 用 个 尝 算 看 如 范 数 ， 而 分 别 优 + :VY x 
V— VR:.:RxV—o VV, 


我 们 以 后 会 一 再 地 使 用 下 列 伙 种 有 关 向 量 空间 的 基本 人 性 质 。 至 从 其 证 
明 都 是 立即 便 得 ， 因 此 不 予 次 述 。 

(a) 假设 0EV 也 满足 + 0=v 对 所 有 v EV 都 成 立 , 则 必定 0 = 
0 。 此 即 V 中 只 有 唯一 的 和 需 元 来 ， 是 由 人 条件 (3) 所 唯一 决定 的 。 

(tb) 对 於 每 一 个 zeEV 都 有 0v = 0 。 注 伟 过 式 左 过 的 0 代表 实数 0 
， 而 右 过 的 0 代表 需 向 量 。 

(CC) 和 如 果 v+w= 0 ，, 则 必 定 w= 一 ?> 。 此 即 每 个 向 量 只 有 唯一 的 和 向 
量 。 

@) 对 於 所 有 的 v,wEV 存 在 唯一 的 xEV 满 足 v+ x=w。 此 即 
人 二 WW 一 UV。 

(e 对 所 有 的 a 筷 丸 都 有 a0= 0 。 此 式 中 的 0 都 代表 震 向 量 。 

(f) 如 果 aER,，vVEV 满 足 4av =0， 则 必定 或 者 e= 0ER ,或 者 
v= OCV., z 

(8 对 於 每 一 个 zz EV ,都 有 (1i)v=--v。 


习题 2.1.1 皮 VY=Rx 尺 而 定 闵 


ab) +dD=(ateb+td), 
c(a, b) = (ca, b). 


试 性 除了 (6) 以 外 所 有 其 他 公设 对 於 吉 个 了 全 都 满足 。 请 问 过 和 结果 跟 上 面 性 
质 包 的 性 明 有 什么 天保? 
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实例 取 Y=R 而 定义 


(al,..., ad) + (bl,...,b 


)= {a + bl,...,as + b°), 
.， ld] = (ca,,.. 


., Ca’). 


就 臣 明 R“ 是 一 个 向 量 空 间 。 特别 当 d = ! 时 看 出 及 在 通常 的 实数 加 法 与 
乘法 之 下 是 一 个 向 量 空间 。 设 C 镶 所 有 复数 的 集合 ， 可 以 将 C 看 如 RR ， 
而 通常 复数 的 加 法 以 及 实数 与 复数 之 相 乘 就 使 得 C 变 成 一 个 尺 上 上 的 向 量 空 
间 。 可 是 如 果 我 们 使 用 复数 本 身 做 保 数 ,由於 C 也 是 一 个 域 ， 因 此 所 有 向 
量 空 间 的 公设 全 都 日 然 满 足 。 办 此 C 也 是 一 个 C 上 的 〈 一 检 ) 向 量 空 间 。 


如题 2.1.2 设 镶 C” 流 形 , 而 Ff“(M) 是 WH 上 所 有 C” 画 数 的 集合 。 
试 橙 ~”(M ) 是 个 R 上 的 向 量 空间 。 


如 是 2.1.3 取 V 角 KR 中 的 第 一 背 限 (quadrant ) ,此 即 : 
= (cm 站 xx>0 又 >0 


使 用 前 面 所 答 的 运算 试问 了 不 满足 那 杰 人 条 公 设 而 使 其 您 法 成 入 一 个 向 量 空 
间 ? | 


习题 2. 1.4 版 R+ 壤 正 实数 之 集合 。 定 闵 R+ 中 十 元 素 之 「『 和 J 篇 他 们 通 
常 的 乘积 ,又 定义 :Rx R+ 一 Rt 仿 .( + ,p) = p”。 试 证 在 过 南 种 过 算 
之 下 R+ 是 个 实 向 量 空间 。 


假设 VY 丛 WW 镶 向 量 空间 , 在 其 卡 氏 乘积 VY xW 上 取 订 算 钥 : 


(2, w) + (95, w) = (0 +0, w+ w), 
c(v, w) = (cv, cw). 


立即 能 说 明志 个 了 xx 珊 也 是 一 个 向 量 空 间 ,我们 特别 以 上 + 丈 记 之 ， 荡 称 
之 坑 了 及 多 的 站 和 ( direct sum ) 。 晤 然 我 们 立即 可 以 推广 上 面 定义 而 版 
天 个 向 量 空间 的 站 和 。 另 外 所 到 用 的 向 量 空间 也 不 见得 一 定 要 相 且 。 
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加 题 ?2.1.5 试 证 前 而 实例 中 的 六 ”可 以 认 伺 就 是 4 个 向 量 空 间 尽 的 站 和 。 


2.2 糠 性 无 关 之 光 念 


让 入 篇 向 量 空间 而 ?2 ，…… ,2 和 念 其 中 有 限 个 向量 的 集合 。 如 果 在 在 
不 全 和 镶 奋 的 伯 数 a  ，…… ,4a 使 得 -ap =0,， 则 褒 运 组 向 量 彼 此 缘 性 
相关 (lineariy dependent ) 。 取 {2 } 和 坊 一 组 人 无 钊 多 个 向 量 ， 如 果 其 中 
人 存在 -- 租 有 限 个 向 量 彼 此 牧人 性 相关 ， 则 圳 12，)} 彼此 和 绿 人 性 相 顺 - 一 组 向 重 
如 虹 不 是 彼此 急性 相间， 刘 襄 他 们 彼此 入 性 无关。 

具有 形状 如 Zf-i 93 之 和 (其 中 万，a'EER ) 称 起 向量 >， 
.0 的 生性 组 合 ( iinear combination ) 。 如 果 在 线 人 性 般 合 中 所 有 的 傈 数 
2 莽 色 老 ， 妈 说 这 是 一 个 怒 聊 的 ( trivial ) 线性 组 合 。 因 此 一 钥 向 景 披 
此 稼 性 相关 的 齐 划 人 条件 坑 在 过 组 向 量 中 存在 一 个 非 无 聊 的 等 於 圭 向 量 的 各 
二 租 台 。 有 关 绿 性 相 天 或 线性 乱 髓 的 其 他 形式 的 定 闵 可 以 洲 过 下 面 定理 肖 
天 出 。 


定理 2.2.1 设 集合 S 中 的 向 量 彼此 各 性 无 钥 ， 则 下 面 直 四 种 共 法 都 同样 
表 速 诅 作 四 而 坊 等 伟 的 敏 述 : 

3 5 的 向 晤 及 之 馈 性 组合 能 钢 等 伶 夺 向 量 的 ， 唯 有 和 无聊 的 义 : 广 好 今 
而 已 。 

(5) 假设 21EES ,着 Zatpl 二 0 ， 那 购 必 定 a'f = 0,1i= 1,....7 

(CY 车, 忆 S 而 你 数 4 不 全 人 需 孝 ， 则 必定 Fo aio 关 (4 

中 车 wiES 而 a 不 全 岛 零 ,上 则 攻 ZIw1 a 一 《全 束 床 一 害 会 产生 予 
盾 的 结果 。 


定理 2.2.2 集合 S 念 委 性 相 贿 的 充 婴 休 件 是 存在 互 不 相同 的 向 贡 v。， 
2 5D 弓 5 使 得 2。 可 表 铝 :， 0 ,5 的 线性 租 合 。 


证 明 假设 S 镶 综 性 相关 ，, 则 存在 2?,，…… 0 全 以 及 不 全 入 震 的 
实数 G ，…… :4 满足 -oatp = 0 。 只 需 适 当 重 新 排列 ， 不 妨 就 假设 
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a" 关 0 ， 因此 可 得 vo = 2is1 (—aya no. 

反 过 来 如 果 有 不 同 的 v。，*“,，…… ,2 ,EES 使 得 vo = 2 00, 央 只 
需 取 4a =1,4' = 一 6b' 就 得 到 Zt-o a =0， 其 中 4 ' 不 全 久 规 。 因 比 S 
镶 入 性 相关 。 


在 特别 的 情形 我 们 看 出 两 个 向 量 伪 和 线 人 性 相关 的 充 要 休 件 是 其 中 一 个 坑 
男 外 一 个 的 合 数 。 注 意 我 们 近 多 差 不 说 每 一 个 都 是 另 一 个 的 倍数 ， 因 人 镶 送 
雨 向 量 中 可 能 有 一 个 向 量 角 需 向 量 。 如 果 S 中 包含 堆 向 量 ， 则 不 管 5S 中 其 
他 元 素 如 何 ，S 炉 是 和 线性 相关 的 。 就 R: 中 的 向 量 而 首 ， 两 个 向 量 互相 币 
性 相关 当 且 唯 当 他 们 互相 平行 ( parallel ) 。 而 三 侦 向 量 彼此 和 线性 相关 和 当 
且 唯 营 过 三 个 向 量 平 行 锥 某 个 平面 。 至 於 Rf: 中 随便 四 个 向 鲁 彼 此 趟 是 乏 
性 相册 的 。 

在 一 个 启 量 空间 V 中 入 性 无 天 向 量 之 最 大 数 称 角 V 的 雁 数 而 以 dimaV 
记 之 。 当 然 有 可 能 不 存在 任何 有 限 数 自 做 镶 其 特性 无 关 的 最 大 数 ， 过 时 V 
的 蕉 数 就 褒 是 无 祷 大 ， 记 和 角 djimey = co。 过 于 对 放任 何 一 个 正 整数 ”而 言 
,， 煽 可 以 在 VV 中 找 出 一 组 w 个 全 性 无 天 的 向 量 。( 注意 我 们 过 儿 不 再 去 网 
分 到 底 是 可 数 的 无 究 大 或 不 可 数 的 更 高 阶 的 无 穷 大 ) 。 如 果 一 个 向 量 空间 
可 以 使 用 不 向 的 保 数 域 来 表达 其 辕 构 ,例如 一 个 夜 保 数 的 向 量 空 间 也 可 以 
自然 被 委 成 一 个 实 向 量 空 间 , 旭 过 个 向 量 空间 的 灯 数 会 跟 所 使 用 的 傈 数 域 
有 关 。 这 时 就 特别 把 所 考虑 的 保 数 域 标示 出 来 。 

例如 我 们 煽 会 有 dimaV = 2 diney 。 但 是 如 果 我 们 一 在 单 只 考虑 实 
向 量 空间 ,而 没有 任何 兹 清 的 可 能 ， 则 我 们 直接 以 dimV 来 记 dimnV 。 


敬 题 2.2.1 假设 VV 角 C 上 的 向 晤 空间 , 也 镶 R 上 的 向 量 空 间 ,又 假设 V 
中 之 于 集合 S 就 徐 保 数 C 而 襄 需 知性 无关 。 试 证 集合 S U iS 必定 就 实 傈 
数 尺 而 首 也 久 刍 性 无 居 。 过 儿 iS 代表 所 有 可 写成 iv ,ES 之 形状 的 元 
素 之 集合 。 因 此 S US 中 元 素 的 个 数 是 S 中 元 素 个 数 的 两 伴 。 


习题 2.2.2 试 深 RR' 的 稚 数 至 4 篇 d 。 


96 第 二 章 张 鳃 代数 


习题 2.2.3 假设 S 是 V 中 入 性 无 央 的 于 集合 , 而 T 角 向 量 空间 W 中 娘 性 
无 贿 的 子 集 合 , 试 芒 下 和 V + W 中 的 于 集合 


S x OU 0 x T= {,0 | eS) {0,w) |weT) 
必定 稼 性 和 无关 。 因 此 可 紫 


dmV+-W>dmrY+ dim WW. 


必 题 2.2.4 取 F: 角 R 上 所 有 C* 西数 所 构成 的 向 量 空间 。 试 性 所 有 指数 
函数 的 集合 {ex* | ce R} 入 人 性 无 天 。 就 一 个 零 入 性 组 合 中 所 含 的 项 数 使 用 
中 纳 法 司 明 。 从 一 个 零 入 性 和 组合 及 其 导数 当中 设法 消去 一 项 , 然 合 引用 颇 
轴 法 假设 。 


与 灯 数 ,或 即 牧人 性 无 鸯 向 量 之 最 大 数 的 概念 密切 相关 的 槛 念 就 是 标 大 
的 糠 性 无 天 于 集合 。 如 果 于 集合 S$ 义 性 无 天 ,而 且 如 果 对 从 每 个 v 插 5 ， 
则 必定 SU {v} 构成 线 性 相关 , 则 识 S 是 V 中 的 一 个 极 大 的 入 性 无 天 于 集 
合 ,或 沦 S 是 向 量 空间 V 中 的 一 租 基 。 由 定理 2.2.2 立即 可 得 : 


定理 2.2.3 VV 中 的 于 集合 S 是 一 组 基 ( basis) 当 且 唯 当下 列 雨 条 件 则 时 
满足 : 

(a) 5S 和 钥 粮 性 无 钴 。 

tb) V 中 的 每 一 个 元 素 都 可 以 吉成 S 中 元 素 的 线性 组 合 。 


广 : 在 随便 一 个 向 量 空间 中 必定 存在 一 租 基 。 若 了 念 有 限 蕉 空间 旭 事 
十 分 显然 ， 可 是 如 果 『 的 厅 数 坑 无 窗 大 ， 那 床 要 想 证 明基 的 存在 性 就 得 使 
用 超级 师 纳 法 (transfinite induction ) 才 闪 得 到 o 


定理 ?2.2.4 若 S 坟 一 租 基 。 若 不 计 其 前 后 秩序 则 任何 Y 中 元 素 w 写成 $ 
中 元 素 之 粮 人 性 组 合 的 表示 方法 是 唯一 的 。 
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症 明 假设 " 挟 耻 有 两 种 表示 法 ， 则 牵涉 在 过 两 种 佬 性 和 组合 的 5 中 的 
元 素 全 部 只 能 有 限 个 ， 设 霹 ， ，…… :Vv 。 因 此 可 以 将 他 们 分 别 写 岛 : 


Kk 1 
v= > aivpi, V = > bi'v,. 
t=l t=1 


过 样 就 有 : 
站 
rv—-v=0=7 (Ga 一 bb. 
t=1 


但 是 S 是 绿 性 无 天 的 ， 根 据 定 理 2.2.1 四 立即 得 出 a 5 0 ，i 1， 
ee. ,大 ， 而 得 给 所 有 的 ea: = 5: ,正如 所 求 。 口 


取信 站 中 的 一 棚 基 ， 则 对 YY 中 的 每 一 个 元 素 存在 唯一 的 一 租 保 数 
2” 而 把 ” 表 成 和 > 中 元 素 的 各 性 和 组合 。 过 租 唯 一 的 你 数 就 称 角 向量 > 对 
蕉 基 S 的 成 分 (components ) 。 我 们 说 > 对 S 中 的 每 一 个 元 来 指定 了 其 成 
分 ， 可 和 芭 运 些 成 分 中 只 有 有 限 侦 非 镶 需 。 


证 : 在 向 量 空间 中 我 们 只 定义 了 有 限 项 的 入 人 性 组 合 。 因 念 在 向 量 空间 
中 我 们 鞍 没 有 答 出 栋 限 或 收 诉 性 ( convergence ) 的 定义 。 如 果 在 一 个 向 
量 空 倍 中 我 售 另 外 泽 能 引进 极限 的 观念 区 满足 适当 的 一 些 额 外 的 性 质 ， 则 
道 种 空间 称 往 拓 模 向 量 空间 。 如 果 芝 些 预 外 的 拓 模 向 量 空间 畦 构 是 由 某 个 
具有 正定 性 (:positive definite ) 的 内 策 运 算 ( jnner product ) 诱 半 而 来 
， 那 床 过 样 的 拓 横 向 量 空间 吓 做 HEilbert 空间 。 在 本 草 右 我 们 不 预 税 从 拓 
柄 的 而 点 来 考虑 向 量 空间 ,全 管 对 於 有 限 焰 的 向 量 空间 而 谨 其 上 之 拓 柳 精 
构 是 唯一 的 。 


性 题 2.2.5 试 证 VY 中 的 子 集 在 S 是 一 组 基 的 充 要 人 条件 是 V 中 的 每 个 元 素 
皆 可 以 唯一 的 表示 成 S 中 的 元 江 之 知性 组合。 


定理 2.2.5 假设 S$ 仿 穆 性 无 四 的 子 集合 而 T 坑 Y 中 之 一 租 基 ， 旭 存在 了 
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中 的 一 个 子 集合 尽 使 得 8S UC 构成 一 租 基 。 


益 明 ”我们 只 就 dimY 露 有 限时 来 注 明 过 定理 。 如 果 了 中 的 每 一 个 元 
素 都 可 写成 S 中 元 素 的 科 性 组合 , 则 六 中 的 任意 元 素 都 可 表 成 中 元 素 的 
线性 组合 ， 因 此 可 吉成 S 中 元 素 的 和 粮 性 组 合 , 而 知 S 已 念 了 之 一 组 基 。 现 
在 如 果 反 过 来 了 中 存在 某 个 元素 v, 不 能 表 成 S 中 元 素 之 特性 组 合 ， 则 集 
合 S,=SU {v,} 是 一 个 比 S 更 大 的 入 性 无 天 的 集合 。 现 在 假设 中 还 存 
在 某 个 元 素 不 能 吉成 S， 中 元 素 的 线性 和 组合， 则 可 以 按 上 法 逐次 扩充 S， 
一 将 到 经 过 有 限 次 化 得 到 一 个 集合 ; Se = 5S YU {vy .…., tw" 。 莹 时 T 中 所 
有 元 素 已 都 能 表 镶 S: 中 元 素 的 生性 组 合 , 所 以 S， 就 构成 V 的 一 组 基 。 口 


注 间 带 几 所 得 到 的 集合 VU 甘 不 见得 叭 一。 
定理 2.2.6 了 了 中 所 有 基 之 中 元 素 的 个 数 此 相同 ， 就 是 了 的 杂 数 。 


证 明 我 们 仍然 只 限 於 注 盟 dimV 和 人 有限 之 时 的 情形 。 假设 $S 及 也 坑 
基 .中 元 来 的 个 数 分 别 角 上 个 与 4 个 ,而 假设 Kk <d = dimyY 。 今 了 :- 
T= 一 租 基 ,因此 存在 S 中 的 无 雪 S， 第 
得 {51, ja, . .结构 成 一 租 基 。 适 时 {51, fa, ..., fd} 就 不 是 基 ,因此 存在 5S,EE 
S {5 52, ia tj 构成 一 组 基 。 继 番 适 作法 党 我 们 把 3 全 都 用 光 以 后 
仍 迁 有 某 些 工 中 的 元 素 存 在 。 央 此 竺 到 swftero…， 址 是 一 组 基 。 可 是 
过 车 果 和 与 S 本 身 储 一 组 基 的 假 讽 相 矛 对 , 因 需 含有 汪 以 及 另外 元 素 的 集合 
必定 不 可 能 各 性 无 天 。[] 


型 题 2.2.6§ 在 上 面 流明 中 人 垮 什么 只 需 从 SS 中 拿 出 一 个 元 素来 补 入 荆 ， 中 
就 立 鹿 得 出 一 租 基 ?号 外 仿 什 么 在 证 明 的 每 个 步 缀 从 S 拿 出 来 的 元 尝 一 定 
都 是 不 同 的 元 来 ? 


怖 题 2,7.7 庆生 dm 六 + WW= dmV + dimW. 
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如 题 2.2.8 试 汪 dimR"=4d。 


实例 裔 m 蝙 ad 雁 C™Y 流 形 中 的 一 点 ,而 xX'，…… ,x “是 在 吉 点 的 局 部 座 
标 。 由 定理 1,7.1 知 道 在 区 点 的 切 向 量 可 以 唯一 的 囊 示 成 0; (m 移 午 性 组 
合 。 因 此 可 见 64(m) 构成 切 空 销 MM。 让 的 一 租 基 。 特别 知道 新 钓 所 有 急 容 
六 的 维 数 全 都 等 於 g ,就 是 村 的 稚 数 。 


2.3 取 和 的 惯用 法 

现在 应 设 已 是 引进 过 因 斯 坦 取 和 人 局 用 法 的 时 候 了 。 使 用 运 征 企 用 法 能 
省 去 许多 麻 乱 的 符号 。 我 们 以 后 要 直接 以 4 "es 来 代表 之 ?=-，2 el。 凡是 问 
一 指 檬 在 上 下 角 同 时 出 现时 就 表示 过 是 关於 此 指 梭 取 和 “。 通常 用 以 代 志 上 
和 的 指标 饲 从 到 zz 的 任意 字母 ， 其 中 把 0 去掉。 至 於 取 和 的 秀才 则 是 所 
考虑 基本 问 量 空间 或 流 形 之 雁 数 。 

使 用 到 和 惯用 法 会 使 得 有 关 候 遵 数 的 连 钙 法 则 看 来 有 点 像 音 一 多 数 时 
的 样子 ， 其 中 好 像 分 子 分 母 令 此 消去 。 就 像 在 公式 : 


中 看 似 09y 彼此 抵 洽 一 般 。 另 外 使 用 取 和 人 局 用 法 有 时 会 使 原来 很 简 单 的 一 
些 东 西 变 得 很 交加 以 表 速 。 例 如 我 们 如 果 想 表示 & e* 过 个 和 中 路 便 单 独 
的 一 项 ， 我 们 就 必须 加 以 广 明 襄 我 们 所 要 的 是 ea ex( 但 i 不 取 和 ) 。 或 者 
我 们 巴 先 指定 某 些 沸 模 A4 ， 刀 等 等 代表 不 肥 和 的 指标 ， 然 后 写 e es 。 

取 和 惯用 法 在 正常 使 用 时 一 个 取 和 的 指标 在 每 项 中 顶 多 只 出 现 南 次 。 
因此 要 是 在 间 -- 项 中 某 指标 出 现 三 次 以 上 ， 那 厅 大 攀 必 定 是 在 什么 地 方 含 
有 错 光 。 关 一 类 型 的 错 站 常 发 生 於 迭 行 公式 的 代 换 时 ,由於 疫 有 详 和 计算 
痊 滴 当 更 换 指 模 而 至 发 生 指 栋 重 窗 使 用 的 情形 。 有 时 候 我 们 必须 注 营 的 使 
用 分 配 律 来 使 一 个 公式 揽 正 符合 肥 和 人 惯用 法 的 形式 。 例 如 在 Ga (est+/,) 
中 出 更 了 三 个 辣 钳 的 指标 ,但 是 其 个 义 其 实 夺 设 是 ae ,十 4 ，。 大 姓 中 
妥 不 太 复 林 而 使 得 生 义 站 乱 皂 了 ，, 适 种 类 型 的 强 用 通 前 是 乱 所 靖 的 。 
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现在 矫 著 者 错 a 礁 向 量 空 阅 中 南 租 基 之 间 的 天 保 来 示范 上 面 取 和 惯用 
法 的 做 法 及 好 钻 。 假 役 1e: 及 1 人 /人 般 丰 中 的 十 租 基 。 则 每 候 e ， 可 卖 
坊 全 部 f; 的 根性 和 组合 ， 反 过 来 每 个 太 也 照样 可 以 表 成 e; 们 的 线性 组 合 
， 而 有 


et 三 af fs, 
f= bie. 


久 惯 上 我 们 把 间 咯 d” 个 傈 丈 安 排 成 一 个 方 阵 ， 其 中 以 第 工行 来 写 出 
e. 的 d 个 您 数 ， 而 得 方 障 : 


aa a 
(a = | 
af as ... a 
吉方 障 称 角 从 基 { /, } 变 成 基 { e, } 的 赫 换 矩 障 。 因 此 我 们 可 以 将 e,， 
六 看 如 1 xz 的 列 矩 阵 而 写成 ey = f ,ei 。 但 是 习惯 上 又 都 把 保 数 据 在 前 


头 ,所 以 有 ert=aif,。 : 
把 三 = bies 代入 e,= atf, 之 中 可 得 


但 是 男方 面 显然 有 e, = 5xe*。 任 何 向 量 甫 成 基 {e, } 的 线性 组 合 时 其 成 
分 是 唯一 的 ， 因 此 可 得 : 


0 若 i 关上 k， 2 


同样 调 换 e: 与 f' 的 角色 可 得 : 
biaf = of. (2.3.2) 


当 雨 个 方 阵 ( ca!) 与 (6; ) 由 公式 (2.3.1) 及 (2,3.2) 相 束 又 起 来 。 则 襄 
过 南方 障 互 坑 对 方 的 逆 方 陈 。 因 此 我 们 已 经 芒 明 。 
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定理 2.3.1 十 组 基 之 问 转 换 的 方 障 ( ai ) 与 ( 6b1 ) 彼此 互 坊 逆 方 障 。 


现在 假设 我 们 有 两 个 4x Z 的 方 隙 (at ) 与 (bi ) 满足 上 两 网 保 式 中 
的 一 个 , 伐 如 满足 (2.3.1) 式 。 取 {eitl 镶 VV 中 的 任 芋 一 租 基 。 其 中 V 是 
侦 4 条 的 向 量 空间 。 定 闵 4d 个 向 量 /, 角 : 


f= ble 
则 由 (2.3.1) 式 : 


df = akbie = es = ek. 


此 即 每 个 e。 都 可 以 表示 成 过 &E 个 广 的 入 性 租 合 。 可 是 任 血 v EY 都 能 用 
et 需 出 ， 因 此 任何 > 也 都 可 用 /， 来 高 出 。 因此 在 过 些 f/f, 中 包含 有 V 的 
一 想 基 。 可 是 他 们 的 个 数 只 有 da 个 , 所 以 但 些 f， 本身 就 构成 一 租 基 。 所 
以 (a?) 及 (bi ) 就 是 {e,} 与 { 太 过 两 组 基 之 问 的 村 换 方 障 。 这 使 得 
遇 傈 式 (2.3.2) 不 得 不 照样 也 成 立 。 这 就 证 明了 下 面 有 趣 的 单单 涉及 方形 
垂 随 的 定理 : 


定理 2.3.? 假设 对 从 (ai ) 带 个 dl x d 的 方 障 存在 男人 个 4d x 4 方 阵 (23) 
满足 aq 好 = 3 ， 旭 这 雨 个 方 限 互 相 俘 了 北方 障 ,此 即 另 一 天 保 式 biaf = % 
也 照样 满足 。 


名 是 2.3.1 斌 计算 5165: 。 


习题 2.3.2 二 旋 一 个 向 量 v 对 两 组 基 的 成 分 {xz } 与 {17 )} 之 间 的 髓 你 
式 正 好 是 两 组 基 之 间 的 关 傈 式 之 逆 。 如 果 y= xx ee ，2= yy ， 则 有 
xi = bly ， 久 =47x 因此 就 年 陈 理论 而 观 之 ， 关 设 把 xz” ，? 等 解释 
成 dx 1 的 行 向 量 。 


玖 题 2.3.3 假设 V 是 个 4 礁 的 向 量 空间 。 坛 证 VY 中 的 子 集合 S 雯 一 组 基 
的 充 要 人 条件 储 : (aV 中 每 个 向 量 v 此 镶 5 中 元 素 之 线性 组 合 ; (0) 5S 中 的 元 
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来 正好 是 4 个 。 
2.4 子 空间 


向 量 空间 V 的 一 个 非 空 子 集 W 如 果 在 VW 的 加 法 与 保 数 乘法 进 算 之 5 具 
有 封闭 性 ,此 即 : 对 於 每 个 必 ,x 毛 玉 以 及 a 所 RR 玫 有 纪 + x 全 WW 以 及 aw 
三 WW , 则 工 玉 是 VV 中 的 子 空 阅 。 


狠 题 2.4.1 设 W CV 驴子 空间 。 只 需 将 7 中 的 运算 都 限制 到 克 W 中 来 考古 
则 开 Bi 能 证 明 玉 也 是 一 个 向 量 空间 。 


在 属 题 .1.4 趴 我 们 已 浆 见 识 过 尺 中 有 一 个 子 集合 R” ,在 其 上 可 碎 
滴 党 的 引入 某 些 有 运算 而 使 R ”克成 一 个 向 量 空间 。 然 而 1 逢 不 是 怀 的 子 
空间 , 因 仿 在 的 漂 算 之 下 不 具有 封 表 人 性 。 因 此 我 们 必须 特别 注意 可 能 存 
在 某 些 运 算 能 把 茶 个 子 集合 弄 成 一 个 向 量 空 间 , 但 是 御 不 见得 使 此 子 集合 
成 仿 原 来 空间 的 于 空间 。 读者 能 容易 证 明 尺 中 的 子 空间 只 有 两 个 ,或 者 是 
RR 本身 ， 或 者 是 单单 包含 寺 问 量 的 集合 {0} 。 下 面 过 一 串 定 理 都 是 十 分 资 
易 证 明 有 的 。 


定理 2.4.1 随便 一 些 于 空间 的 交集 仍然 是 个 子 空间 。 
定理 2.4.2? 假设 WW 是 之 子 空间 而 E 角 WW 中 之 子 集 合 。 和 将 巨 襄 坊 是 空间 
Ww 之 于 集合 时 车 是 入 性 钨 天 ， 则 将 EE 认 角 是 V 之 子 集合 时 必定 也 是 义 人 性 天 
月 。 反 之 亦 然 。 


定理 2.4.3 假设 WW 是 VV 的 子 空间 , 则 了 中 存在 一 组 基 其 形状 赁 已 已 已 ， 
其 中 忆 仿 玉 中 的 一 租 基 。 


性 明 ” 取 琴 乙 一 租 基 天 ， 然 后 使 用 定理 2.2.5 就 可 。 


定理 2.4.4 假设 矿 是 了 的 子 空间 ,， 则 dim 风 去 dimy 。 
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定理 2.4.5 假设 $S 是 向 量 空间 V 的 任 总 子 集合 。 则 7 中 存在 唯一 的 子 严 
冰 丈 满足 下 列 两 休 件 : 0) S CW ; (3)W 被 包含 於 YVY 中 任何 包含 S 的 子 空间 
中 。 因 此 定理 中 过 个 琵 其 儒 可取 垮 了 中 所 有 包含 $ 的 子 空间 的 交集 。W 称 
坊 由 S 所 张 湖 而 成 的 子 空间 。 


特别 考虑 子 集合 是 V 中 的 -一 租 基 , 则 所 张 开 ( span ) 的 子 空间 就 
是 VV 本身。 使 用 这 种 梧 座 我 们 可 以 把 第 2.2 和 节 吐 的 许多 定理 写 得 更 骗 简洁 。 


性 是 2. 4. 2 假设 W 是 7Y 的 子 空间 , 则 存在 V 中 的 另 一 个 子 空 间 工 使 得 基 
本 上 VV 可 以 高 成 WW+ 站 ,而 角 送 南 个 子 空间 的 站 和 。 因 此 了 中 的 每 个 元 毒 
2 都 可 以 唯一 的 表示 成 : v= w+ Xx 的 形状 ,其 中 wwEW ， x 。 除非 
了 = 站 或 者 不 = (10}】， 否 则 一 般 而 理 ， 定 理 中 有 过 个 余 空 间 江 小 非 唯一 。 


在 R* 中 可 以 按 杂 数 把 所 有 的 子 空 间 都 列举 出 来 。 轮 礁 的 子 空间 就 是 
{0 }， 一 夫 的 子 空间 就 是 通过 原点 0 的 所 有 直线 。 二 雁 的 子 空间 就 是 通过 
原点 的 所 有 平面 ， 而 三 礁 的 子 空间 就 是 尺 : 本 身 。 

假 役 太 及 X 是 Y 中 的 子 空间 ,我 们 可 以 考虑 子 集 合 : W UX 所 张 天 的 
子 空间 ,而 称 之 需 砚 与 芯 之 和 ， 仍 记 需 : W + 羡 。 请 参看 避 题 2.4.3 。 赂 
然 我 们 使 用 同一 符号 ， 可 是 和 是 比 直 和 更 坊 一 般 的 效仿 。 雨 空间 之 和 W + 
XX 镶 惠 和 当 且 唯 党 WW X= {0} 。 另 外 我 们 党 儿 所 均 的 直 和 也 跟前 面 所 定 
义 的 址 和 有 一 点 小 差别 。 在 得 儿 克 ,七 以 及 琴 十 蕊 都 是 落 在 一 个 答 定 的 向 
量 空间 之 中 ， 因 此 W 与 六 的 元 素 间 早已 存在 运算 。 可 是 在 以 前 只 是 葵 定向 
量 空间 WW 及 X ,我们 必须 在 卡 氏 乘积 WV x XX 上 指定 新 的 向 量 空 间 烙 构 才 能 
构造 出 其 直 和 来 。 如 果 在 现在 新 的 巧 义 下 所 考虑 的 和 和 储 直 和 ， 则 只 要 薪 著 
对 应 (w ,x ) w+ * 我 们 就 能 把 直 和 的 新 著 两 种 巧 义 相 堪 训 同 。 

关於 子 空间 之 和 有 许多 基本 人 性质 ,我 们 将 其 列 入 下 列 一 大 串 的 性 题 之 
中 。 


习题 2.4.3 试 证明 WV+X={w+t+x|wEW ,xEX)。W+ 针 中 的 
元 素 z 能 唯一 的 分 解 成 z =w+ x 当 且 唯 当 此 和 是 直 和 。 
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习 生 2.4.4 能 在 了 中 愤 定 一 组 基 E = Ev Ev EsU Es ,其 中 E, 互 
不 相交 , 而 且 EE。 是 W 门 天 的 一 租 基 。E。U E, 是 WW 的 一 组 基 ,， ,UE， 
是 起 的 一 组 基 ， VE,UE,UE, 是 殉 + 天 的 一 租 基 。 


加 是 2.4.5 假 屋 dim( 环 + 三) 怖 有 限 。 则 有 : 


dim(W + X)+ dm(WA AX) = dim W + dim X. 


2.5 斥 性 喘 射 
坝 六 及 瑟 念 向 量 空间 而 考虑 映射 太 : 下 一 三 满足 如 下 人 性质 。 对 於 所 有 
Da: Ey 以 及 ca 和 ER 都 有 : 


(a) flv1 + v2) = fo, 十 万 2. 
(b) cz) = afoi. 


旭 样 的 鼎 射 称 驴 狠 性 映射 或 穆 性 丽 数 或 入 作业 换 。 过 时 如 果 了 特别 是 一 对 
一 的 盖 射 ， 则 说/ 是 VV 到 W 的 同 构 喘 射 ( isomorphism ) 。 坦 守则 构 谷 指 
V 与 W 的 向 量 空间 结构 与 人 性质 完全 相同 。 如 果 V 与 WW 之 间 存 在 同 构 映射 ， 
则 说 Y 与 交 互相 同 柳 ， 以 了 = 本 训 之 。 


槛 是 2.5. 1 在 粮 性 映射 了 :7 一 克之 下 ,中 中 的 零 向 量 改 映射 成 本 中 的 
零 向 量 。 


专题 2.5.2 如 果 f :VV 一 W 是 个 同 构 映射， 则 有 : 
dim V = dim W. 
如 果 /:V 一 W 是 个 娘 性 映射 ， 则 ffV CW 是 个 子 空间 , 稳 久 之 影像 


空间 , 而 /7!{0} CV 也 是 个 于 空间 , 移 篇 的 需 空 间或 零 核 ( null 


space ) 。 
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省 题 2.5.3 试 情 了 的 影像 空间 及 老 杷 和 此 人 垮 子 空间 。 
天 题 2.5.4 和 线 仁 映射 了 :下 .> 丈 是 个 拒 射 之 充 要 休 件 做 广 : 10}】 = {0}。 


定理 2.5.1 仿 设 f:V 一 W 是 个 禹 性 映射 ， 则 有 : 


dim V = dimfV + dimf-1{0}. 


识 明 ”在 子 空间 /-" 10} 袁 愤 定 一 组 基 瑟 ， 然 后 将 玖 扩充 成 沾 中 的 一 
棚 基 已 ,= 玫 UE，。 我 们 将 司 明 了 在下， 上 垮 嵌 射 ， 而 且 JE ,是 AVY 中 的 
一 租 基 。 首 先 ,如 果 e,,e, 全 上 ,而 满足 fe, = fre.、， 则 由 计算 : 
fle1 ~ ez2) = /el + {~—ez)) 
= fel + f(~e;) 
= je + /I(~— 1)e;] 
= fe + (~D/fe, 


= fe — fea 
= 0Q. 


因此 el 一 e2 Ef {0} 。 换 吉之 ，e - e, 巍 级 是 巨 中 元 素 的 根性 和 组合, 二 
就 与 已 , 应 设 具 有 和 缚 人 性 无 大 的 性 质 相 矛盾 。 

其 次 如 果 2E fV ，, 则 存在 EV 乌 足 w= fv 。 使 用 EE, 通 组 基 可 以 
将 " 请 成 


i = > ae 十 > bjé,, 
t 1 
其 中 ei 七，ey EE,。 过 时 由 伶 f 角 入 性 映射 可 得 : 


fv == ,afe 十 > bfe, 
1 
=0+ > byfe,; 
了 


可 见 fy 是 /已 , 更 头 之 元 素 的 精 性 组 合 ,因此 /E, 张 并 。 
可 是 男方 面 假设 27 六 je = 0 ， 则 有 f/(2; ph =0， 因 此 2 be; Ef 
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{0} ， 过 就 使 得 2 986; 必须 表 成 中 元 素 的 线性 组合 : 


之 bj = 之 aiei， 
或 即 : 
> 《一 aoei 十 > Der = 0. 


申 於 ,是 生性 无 天 的 ， 所 有 温 些 保 数 都 蜡 设 等 於 零 ， 因 此 特别 有 64, = 0 
对 所 有 的 7 都 成 立 。 而 知 fE, 是 食性 无 天 的 。 
过 榜 就 证 明了 : 


dim 入 = Es 中 元 素 的 个 数 N { 已 ,) 
= N(E) + N(E,) 
= dim /10 + dim fV. 


注 莫 本 定理 的 化 述 轩 证明 只 要 适当 解释 则 伶 V 之 杂 数 仿 无 罕 大 时 都 照 
榜 成 立 。 癌 


系 假设 dimV = dimW < ,上 则 下 列 三 人 条件 彼此 等 价 : 
(la) 了 :一 环 是 个 同 构 映 射 。 
(b) 了 了 坑 一 个 营 射 。 
CC) 了 和 念 一 个 伐 射 。 


定理 2.5.2 一 个 糠 性 映射 可 以 由 其 在 一 组 基 上 的 人 完全 唯一 的 决定 。 


阔 明 假设 :V 一 W 篇 各 性 映射 而 {e; } 售 了 中 之 一 组 基 。 对 认 任 
车 VV 中 的 元 素 .v ,存在 一 个 唯一 的 座 模 表 示 v = Ge, ， 因 此 由 擒 了 卫生 粮 
性 可 得 : 


fo = f(a'e) 


= aife,. 
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换言之 只 要 fe, 的 值 给 定 了 ，yv 之 值 就 完全 催 定 。 或 即 候 培 8 :VV 一 这 人 鸟 
精 性 映射 满足 ge = fe ， 则 必定 gt = fv 对 所 有 V 中 之 元 素 v 此 成 立 ， 
因此 gg=f。 

男方 面 障 便 在 W 中 取出 一 组 向 量 w， 来 ， 他 们 可 能 生性 相关 ,可 能 有 
些 储 雳 ， 可 能 有 些 彼此 相等 都 无 所 请 。 我们 如 果 指 定 fe:=w, ,而 定义 


fo = ae) 


= QIWi 
则 过 侦 了 是 个 从 Y 到 WW 的 针 性 英 数 , 因 筷 : 


f+ 5 = flaie, + diel) 
= (a + A)w, 
=fo+fo, 
/(av) = f(aa'es) 
= aa'w, 


一 Cj 门 
避 是 2.5.5 假设 dimF = dimW , 则 必定 VV 与 W 久 同 构 。 


主 : 在 习题 2.5.5 中 所 要 求 的 同 构 映射 其 实 有 非常 多 个 , 隐 著 VV 与 WW 
中 基 的 潜 撑 黑 安 排 可 以 得 出 许多 不 同 的 同 构 映 射 来 。 有 时 候 我 们 会 要 求 所 
吏 用 的 同 柳 映射 满足 进一步 的 某 些 条 件 。 这 样 或许 就 能 唯一 的 决定 一 个 特 
别 的 同 构 映 射 。 禾 如 说 在 第 2.9 季 器 我 们 要 提 到 一 个 有 限 雁 的 向 量 空间 与 
其 第 二 次 对 偶 空 间 Y ”。 天 时 我 们 可 以 从 案 多 的 同 构 台 射 当中 挑 黑 出 一 个 
特别 自然 的 间 构 映射 来 , 而 称 之 镶 V 与 V* 之 关 的 自然 同 构 映 射 (natural 


isomorphism ) 。 
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所 有 从 VW 到 WW 的 焰 作 映射 之 集合 全 体 构 成 一 个 向 量 空间 , 而 记 篇 工 ( 
V,W ) 。 其 中 的 运 算 就 定 闵 镶 
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+e =fotea f,gEL(VW) ,veEV 
(afjv =a(fo) feEL(VW) ,aER, vEV 
立即 能 证 明 f+ g 及 af 仍然 都 是 铬 性 上 映射， 而且 在 遂 琴 种 运算 之 TL(V 


;'W ) 从 实 满 足 向 量 空 章 的 所 有 公 融 。 
设 玉 潜 V 蕴 镶 有 限 稚 ,其 椎 数 分 别 骗 : 


dim W= d: , dimV = d, 


取 V 中 的 一 组 基 {et} ,以 及 玉 W 中 的 一 组 基 {ea } 。 因 此 指标 a 的 变动 范 
围 是 从 ! 到 4d，，, 而 指 模 i 的 寿 动 箔 图 是 从 1 到 4，。。 现在 考 谍 穆 性 映射 
f:V 一 W 。 首先 可 以 将 每 个 fe, 写成 其 座 标 表示 : 


fe = afé,. (2.6.1) 
根据 定理 2.5 .2 f 可 以 完全 由 其 fe, 这些 值 来 决定 ,办 此 f 就 完全 由 和 矩 隙 


(ay ) 以 及 基 {es:} ，{ ea } 得 到 决定 。 其 中 过 些 (2.6.1) 式 中 ye 的 傈 
数 被 安排 成 第 i 个 行 向 量 而 写成 一 个 d， x d, 的 乍 际 : 


1 1 1 
a Ca Gi, 
2 2 2 
da, ds Ca ， 
(aa )=| : 
4 di a 
Cr 4, Qe, 


道 矩 阵 称 角 f 对 应 於 基 { e, } 及 {eo } 所 表示 成 的 矩 障 ,或 即 在 基 {e。1 
及 {ew } 之 下 /的 惩 耻 表 示 或 座 标 表示 。 其 中 最 后 一 个 名 称 的 匡 思 就 是 如 
同一 个 向 量 对 应 於 一 组 基 时 ， 其 成 分 坡 称 储 过 向 量 的 座 标 ， 同 样 对 应 锥 两 
组 基 时 三 所 表示 成 的 短 障 也 看 如 标示 坦 个 和 缚 人 性 映射 的 座 标 。 因 此 在 V 及 WW 
中 愤 定 基 就 即 轩 将 Y , WW 以 及 L(V ,W) 座 标 化 了 。 其 座 标 分 别 是 从 Y ， 
W,L(V,W) 到 R",R"! 以 及 所 有 4d， x d, 和 矩阵 之 集合 的 九 射 ， 又 同时 
也 是 莲 射 。 前 面 的 两 个 座 标 化 映射 是 向 量 空 间 之 癌 的 同 构 映 射 。 因 此 很 自 
然 的 我 们 也 可 以 试 著 在 过 些 d， x a, 矩阵 的 集合 中 引入 向 量 空间 的 结构 而 
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使 得 第 三 个 库 标 化 映射 也 是 天 於 向 量 空间 的 局 构 映 射 。 很 容易 看 出 所 要 的 
定 闵 镶 : 


(af) + (bf) = (af + bf), (2.6.2) 
a(af) = (aaf). (2.6.3) 


广 : 在 第 2.3 节 中 我 们 便 处 理 过 方形 的 乍 障 用 以 表 这 一 个 向 量 空 间 训 
基 的 波动 。 但 是 现在 所 处 理 的 年 障 其 用 法 和 大 坑 不 同 ， 不 仅 它 不 见得 是 方 
形 垂 阵 ， 就 算 当 dimY = dim 丈 而 得 到 方形 称 障 时 ， 仍 与 以 前 所 用 的 方 障 
其 代表 匡 著 不 太一 样 。 技 照 价 常 的 用 法 ,我们 常 把 与 支 座 标 化 的 矩 障 

( sg ) 混 用 ,因此 在 第 2.3 和 凶 一 个 方 障 是 代表 一 个 座 标 杰 化 ( 基 的 渗 化 ) 
， 可 是 在 适 几 一 侦 乍 障 御 代 表 一 个 粮 人 性 轴 射 。 类 似 的 混用 也 常 就 把 一 个 向 
和 量 的 座 樟 当做 就 是 过 个 向 量 。 


接 下 来 我 们 试用 塘 性 映射 的 乍 隙 表示 以 及 所 涉及 向 量 的 成 分 来 描述 省 
倘 粮 性 映射 。 因 此 假设 v EV 的 成 分 可 窟 成 : v = v'e。 ,我 们 要 设法 计算 
出 w= fv=weea 的 半 些 成 分 。 由 (2.6.1) 式 立即 可 得 : 


fi'e) = vfe 
= Varen 
= Weé,. 


再 使 用 ee。 镶 糠 性 人 无 静 的 一 组 基 ,因此 立即 有 : 
WwW” = afv. (2.6.4) 
这些 公式 就 裤 拿 来 当做 一 个 d， x d, 生 障 A4= (ay ) 和 与 一 全 dx 1 行 向 量 
v= (v*) 之 乘积 的 定 闵 以 得 出 一 个 4d ,x 1 行 向 量 w= (w*) ,而 简单 寅 
成 : 
证 = 45. (2.6.5) 
如 果 以 到 :VY 一 RY: :mp 一 0 以 及 已 :本 一 玉 2 :au 一 w 分 别 表示 座 标 化 
的 同 权 映射 ， 央 存在 於 与 A 之 间 的 天 保 可 以 方便 的 使 用 如 下 可 交换 的 辕 
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式 。 ( commutative diagram ) 来 吉 明 
V -> W 
sy J5 
R22 4, RU 
其 中 所 疆 可 交换 的 意思 就 是 两 种 路 径 的 映射 得 出 同一 结果 : 


Eof= 4 已 (2.6.6) 


但 是 我 们 知道 已 及 巨 都 是 同 构 映射 ， 因 此 都 具有 逆 映 射 。 我 们 可 以 将 公式 
(2.6.6) 分 别 就 了 或 4 解 出 而 得 到 与 定理 2.5.2 同样 的 结果 : 


f= Lk"!»A.E, (2.6.7) 
A= EofoE-. (2.6.8) 


由 从 线性 卫 射 的 和 矩阵 表示 由 dd, 个 傈 数 租 成 ,而 各 些 数目 反 过 来 完 
全 决定 一 个 糠 性 映射 ， 因 此 可 以 预期 向 量 空间 二 ( 了 ,WW ) 的 维 数 应 设 就 是 
温 个 数量 , 此 即 : 


定理 2.6.1 @) 假设 dimV=d,, dimW=d, 则 dimL(V,W)= 
dd, 。 

中 ”假设 { e, } 是 VV 之 基 而 {ea } 篇 W 之 基 , 则 L(V,W) 具 有 如 下 
的 一 组 基 {Ej} ,其 中 Ej 是 磊 获 下 式 所 定义 的 烙 人 性 函数 : 


Ejer = Bfég. = 1，……- ,d, 


CQ 假设 (f/f4) 是 了 EL(V,W) 的 短 障 表示 , 则 当 ZL(V,W ) 中 控 
用 人 中 之 {Ej } 角 基 时 f 可 以 写成 : 


f= FL 
座 明 首先 E86 角 秒 性 无 关 。 因 镶 车 有 asE8=0，, 则 有 


as Ege = af es 一 CfG6p 一 0， 


2.5 神 性 映射 之 空间 了? 


因此 由 ea 之 糠 必然 关 的 性 质 可 得 对 伶 所 有 a =1,……… ,Gd ,以 戌 i=1， 
0 都 有 a9 =0。 
现在 由 ( /9) 之 定 闵 : fe = /zege ， 而 另 方面 


PEser 一 fr5le a 
一 Jee， 


可 见 了 = Af9EL 。 所 以 任何 L(V ,W ) 中 之 元 素 蔡 可 表 坑 羽 志 的 入 性 租 合 
, 而 得 证 8 仍 一 组 基 。 口 
到 是 2.6.1 试 沪 £8 之 对 询 短 阵 直 示 镶 (5158). 
假设 VY , 玉 及 XX 角 向 量 空 间 , 而 {e,  ) ，{fa} 及 {84 | 分别 入 其 中 
之 基 。 又 褒 下: 一 玉 及 G :WW 一半 饲 乏 人 性 映射 而 : 
Fe, 一 Fe jo Gfa 一 GAgas 
则 有 : 
(C 0 FYe 一 GFF fa) 
= FrG(fo) 
一 CEPFg4. 
因此 合成 映射 G。F 之 第 障 表 示 就 是 G 和 与 下 之 个 别 矩 阵 豆 示 的 乘 粹 : 


(GN(FF) = 《Ca 


定理 2.6.2 夭 障 的 乘法 运算 满足 精 合 律 : 此 即 若 和 矩阵 4 ,B,C 之 间 
A (BC ) 存在 , 划 必 定 4 (BC )= (4B)C。 


证 明 使 4, B,C 分 别 对 应 於 镶 性 映射 ，,G , 恕 ,， 则 A4( BC ) 对 诡 
怜 F。( Go 身 ) ,而 ( 4B )C 对 详 惟 ( 严 。G )。 及 。 但 是 就 任意 狠 性 映射 而 
塞 F。(G。 及 ) = (F。G )。 刀 ,因此 相应 的 矩阵 灶 合 律 自 应 成 立 。 口 
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定理 2.6.3 (a 假设 F,G:V 一 WW ,H.W 一 X 柴 角 线 性 映射 ,而 4， 
B,C 分 别 坑 所 对 感 的 怎 阵 麦 示 ， 则 有 


Ho(F+tO= HoF+H.G, 
Cd + B= CA+CB. 


tb) 同样 ,对 於 久 性 映射 :VV 一 WW ,，G ,日 :W 一 X 以 及 他 们 所 对 应 
的 垂 阵 表示 4 ,8 ,C ,我 们 也 有 


(C+ HoeF=GoF+He.h, 
(C+ BA= CA+ BA. 


甘 明 
He(F+ Ov = HFv + Gv) 
= HFv + HGv 
= (HeoF+ He GWw. ODO 
2.7 对偶 空 间 


向 量 空间 L(V ,RR ) 称 角 V 的 对 偶 空 间 , 而 杞 之 篇 VY”。 
定理 2.].1 假设 dimY<c<。 ， 则 有 dimyY ”=dimny 。 
证 明 ”由 定理 2.6.1 立即 可 得 。 口 


要 注意 的 是 当 dim Y = 时 ， 如 果 我 们 对 各 等 级 的 无 宕 大 答 予 通常 的 
解释 ,上 则 能 证 明 dim VY* > dimyY 。 天 时 我 人 可 以 从 7 的 一 租 基建 立 一 个 
一 对 一 的 对 应 天 你 到 V* 之 一 组 基 中 的 某 一 于 集 。 可 是 反 过 来 御 无 法 建立 
和 从 V* 之 一 租 基 到 V 之 一 租 基 ( 或 其 中 的 某 子 集 ) 的 一 对 一 的 对 应 勋 傈 。 
我 们 在 下 面 大 抵 都 假设 六 需 有 限 厅 ,只 非特 别 租 另外 的 又 明 。 

RR 中 有 一 个 自然 基 就 是 数目 1 。 因 此 根据 定理 2.6.1 , 对 从 VV 中 的 每 
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一 租 基 {et 】 ,存在 V* 中 一 组 特别 的 基 {e'} 满 是 : 
ete, = 3. (2.7.1) 


由 公式 (2.7.1) 所 定义 的 过 些 烷 性 映射 。 :V 一 就 称 角 { e,} 的 对 侦 基 。 
现在 假设 {7, } 是 V 中 的 另 -- 粗 基 ， 而 {p ' )} 坊 其 对 偶 基 。 则 由 对 侦 
基 的 定义 有 : 


yf = 中 (2.7.2) 


现在 f, 可 以 藉 著 一 个 方 重 (a; ) 来 表 成 e。 的 组 合 ,同样 e， 可 以 藉 普 逆 
方 障 (8# ) 来 表 成 六 的 好 性 组 合 : 


及 = aie; (2.7.3) 
6, = blf. (2.7.4) 


因此 可 计算 出 : 


(do9j = HE 
鲜 然 在 基 /, 之 上 。' 与 aty* 之 值 篆 相 同 ,可见 : 
st = gi. (2.7.5) 
因此 我 们 照样 也 有 : 
gf = 成 ex， (2.7.6) 
我 们 可 以 把 公式 (2.7.3) 到 (2.7.6) 粽 合 而 写成 如 下 的 : 


定理 2.1.2 对 偶 基 间 的 转换 方 障 正 好 是 原来 两 个 基 间 转换 方 丞 之 逆 方 阵 
。 可 是 道 儿 的 上 取 和 一 者 是 就 列 来 考虑 ， 另 一 种 是 就 行 来 做 。 
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2.8 多 重 迷 性 映射 


取 V ,，,V, 及 WV 篇 向 量 空 得。 而 考 厢 映射 :VxV ,一 W, 如果/ 就 
每 一 个 构 数 而 育 蕴 角 绪 性 ,此 即 对 任意 元 素 都 有 : 


f(avi + di1, 02) = ao v2) + df (5,, v2), 
flv, avs 十 di,) 一 af (vi, v2) 十 df (v1, 52). 


上 居 讼 了 是 个 釉 儿 性 的 (bilinear ) 映射 。 刘 种 定义 可 以 立即 被 推广 到 更 多 
姜 数 的 映射 或 画 数 而 得 出 多 重 和 缚 性 映射 的 定义 。 如 果 变 数 正 好 有 ?个 ,我 
们 就 称 之 各 7 重 绿 人 性 ， 其 定 闵 关 傈 入 : 


flv1,..., av: + d5i, . .., Vr) 三 af(D1,..., D,..., Vr) + dfV3,..., 6, ..., Vr). 


现在 假设 * EV* ， 0 EW ; 此 即 + 与 8 分 别 角 六 及 玉 上 的 实 值 狠 性 
瑞 数 ， 则 共 定 义 7@_ 0:VxW->R 如 下 : 


T © 0(v, w) = (rv)(8w). 


容易 证 明 这 是 一 个 实 值 的 复 入 性 画 数 ,我 们 就 称 之 久 + 与 6 的 张 量 科 多 人 
tensor product ) 。 

容易 证 明 同 一 类 型 具有 同样 定义 域 与 值 域 的 多 重 入 性 映射 之 问 可 以 引 
入 加 法 以 及 保 数 乘法 的 运算 而 形成 一 个 向 量 空间 。 例如 所 有 把 VxV ,x 
“ee xV, 肌 射 到 本 的，* 重 和 线 人 性 映射 全 体 就 构成 一 个 向 最 空 间 而 记 骗 工 ( 


虱 题 2.8.1 改 z 和 与 2 分别 坊 Y 与 玖 "中 的 任 邯 元素， 评 伞 所 有 党 些 张 最 
乘积 * @ 2 可 以 用 来 生成 整 侦 空 间 L(V,W;R) 。 又 性 明 除 了 一 些 最 特 
别 的 场合 ,不 然 所 有 浊 种 张 量 乘积 r* @ 6 的 集合 只 是 L(V ,W ;RR ) 中 的 
一 个 真子 集合 ( proper subset ) ， 悉 即 工 (下 , 玉 : 丸 ) 中 存在 某 些 映 射 只 
能 表示 成 雨 个 或 多 侦 冲 种 张 量 乘积 之 和 。 试 决定 上 面 所 提 例 外 的 特别 人 情形 。 


2.9 目 然 配 对 175 


2.9 自然 配对 


假设 V 是 倘 向量 空 章 而 + EV”, 因此 按 定 闵 r 是 了 上 的 融 数 ,把 
上 的 构 数 v 指定 到 实数 rv 。 但 是 我 们 知道 所 有 省 些 * 也 构成 一 个 向 量 空 
阅 V” ,所 以 我 们 可 以 从 另 一 个 角度 来 看 vz 。 划 * 在 V* 中 任 悉 构 动 而 看 如 
一 个 VY" 值 的 释 数 ,我们 就 可 以 把 v 看 成 一 个 定义 在 Y* 上 的 商 数 , 它 在 
的 值 就 取 角 实数 tv 。 由 V "中 向 量 空间 的 结构 立即 可 昂 壮 样 定义 的 两 数 v 
是 个 了 ”上 的 儒 值 粮 性 西数 ， 因 此 喇 习 是 了 中 的 元 素 。 荐 样 就 自然 的 把 
Y 放 进 WV 之 中 ,而 把 V 中 的 向 量 看 成 Y ”上 的 和 线性 西数 。 过 种 如 同 就 称 
镶 从 VV 到 V** 的 自然 谍 射 (natural imbedding ) 。 由 於 近 种 岩 射 单单 跟 
VV 的 向 量 空间 结构 本 身 有 关 , 而 与 基 的 滤 择 无 册 ， 因 此 称 坑 是 自然 的 嵌 射 。 


定理 2.9.1 从 V 到 V** 的 自然 嵌 射 是 个 从 VV 到 V** 的 同 构 映射 。 
证明 ”假设 在 过 自然 嵌 射 之 下 EV 在 V*” 中 的 影像 记念 "” ， 则 v: 


Je 一 及 :or 一 rp 。 对 所 有 r+ EV* 成 立 。 由 於 


(av+ Bw)r=r(avt+hw)=arv+i+phrw 


=avrt+phuwr = (ayvt+ pw)r 
可 见 v 到 v 遂 做 射 是 煌 性 的 。 现 在 假设 v= 0 , 划 对 任 严 r 都 有 : 
号 一 rr 一 TY 
要 证 明道 时 必定 v = 0 。 不 然 假 届 "和 0 ,可 将 v 放 进 一 租 基 { e, } 之 中 
， 而 e,=v，, 邻 {:'} 镶 其 对 偶 基 ,这 时 就 有 : 
Det = el 一 elel 一 1 关 0， 
而 与 v = 0 之 杀 件 不 符 。 壳 样 已 完成 此 自然 嵌 射 局 一 对 一 映射 之 征明 。 根 


据 定 理 2.7.1 了 ”与 ”之 厅 数 相同 , 因此 由 定理 2.5 .1 之 系 可 知 此 自然 
族 射 是 个 同 构 瑞 射 。 口 


116 第 二 章 张 量 代数 


证: 假设 V 角 无 帘 雁 向 量 空 间 ， 可 由 同样 性 明 得 知 从 到 了 ** 的 自 
然 嫉 射 仍 久 一 对 一 。 但 是 时 由 於 人 不 可 能 角 荔 射 ,因此 使 得 这 自然 嵌 射 站 
非 同 构 映 射 。 


屡 题 2.9.1 设 {e,]} 角 V 中 之 一 组 基 , 取 V* 中 之 对 偶 基 {。'} , 然后 再 
对 此 基 取 其 在 ”中 的 对 偶 基 。 试 王 吉 组 对 偶 基 只 不 过 是 原来 { e, } 在 自 
然 颈 射 之 下 於 了 ss 中 之 影像 {e, } 让 了 。 


对 於 ro 除了 前 述 南 种 看 法 : 固定 * 而 她 仿 是 7 上 的 粮 性 而 数 或 者 国 
定 v 而 癌 坊 是 YY” 上 的 委 人 性 夯 数 之 外 ， 我 们 选 可 以 栓 出 第 三 种 看 法 ， 就 是 
竺 vo 与 + 同时 看 含 罗 数 而 考虑 如 下 的 画 数 : 


《 ,Vx VV*>R, vyv, ro=ry 


而 称 之 含 将 下 与 了 ”自然 配对 成 实数 。 立 即 能 性 明 坦 种 自然 配对 ( natural 
pairing ) 画 数 是 个 当 扩 人 性 映射 。 
如 果 {e, ) 是 VV 中 的 一 租 基 而 { 。 } 角 其 对 偶 基 , 又 取 v=a'e,， 
r=be', 则 立即 计算 得 : 
《0D， 7> Detai és) 
: 一 bea’ds 
= ba'. 


因此 就 一 组 固定 基 及 其 对 偶 基 而 冒 ,要 估算 自然 配对 之 值 非常 简单 : 
只 需 将 > 与 * 的 相应 成 分 相 乘 然後 全 部 加 起 来 就 是 了 。 因 角 鞍 大 故 自然 本 
对 也 可 需 角 V 中 向 量 与 Y ”中 对 偶 向 量 之 问 的 热 向 禹 ( scalar product ) 。 


2.10 ” 张 量 空间 


取 ? 坊 一 个 向 量 空 间 。 则 一 个 其 据 数 都 限 八 VV 或 VY” 中 之 元 素 的 实 值 
多 重 粮 性 画 数 就 称 角 VV 上 的 张 量 。 所 有 这 些 V 上 之 纺 量 所 生成 的 向 量 空间 
就 称 篇 YY 上 的 用 最 空间 。 从 V” 中 所 取 的 疲 数 的 个 数 称 角 过 张 量 的 逆 所 次 
数 ,而 从 V 中 所 取 的 可 数 之 偶数 各 角 壹 张 量 的 硕 加 次数 。 例 如 寻 於 一 个 从 
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V”xV xy 一 R 之 强 量 来 莫 其 人 逆 问 次 数 角 一 ， 硕 网 次 数 镶 二， 因此 进 强 重 
之 类 型 (type ) 记 妨 (1,2)。 

十 个 张 量 如 果 属 於 同一 类 型 ， 但 是 其 中 上 了 与 了 ”之 秩序 不 相同 ， 则 我 
们 仍 识 站 两 张 量 没什么 区 别 。 因 此 一 个 定 闵 在 Vx Y”x VV 上 的 多 重 食 性 
次数 就 可 改 坊 是 个 定义 人 YY”x YY x V 上 的 多 重 娘 性 画 数 ,而 篇 属於 (i 
， 2 ) 型 的 心 量 。 等 到 第 2.15 季 及 2.19 第 我 们 会 进一步 考 夺 具有 基 种 对 
称 人 性 搓 的 张 量 ， 请 也 参阅 习题 2.16.6 以 及 习题 2.17.4 。 

我 们 把 所 有 ( 1 ,2 ) 型 的 张 量 或 即 所 有 和 从 WV”xVxV 一 RR 之 多 重 乡 
性 丙 数 所 构成 的 空间 训 角 : 


Ve VV = TD). 


因此 VV 就 可 看 成 总 从 (1，0 ) 型 的 张 量 空间 , 因 和 坊 按 定理 2.9.1 Y 被 看 成 
角 V** ， 所 以 是 Y* 上 的 稼 人 性 西数 空间 。 同样 V* 是 (0 ,1 ) 型 的 张 量 空间 
。 一 般 而 言 ， 所 有 属於 (r,s ) 型 的 缚 量 构成 的 心 量 空间 记 仿 TT = 了 @ 
Ge@ -BV* ,其 中 有 rr 个 站 ，s 个 了 。 因 此 TT: 中 的 张 量 
就 是 从 ? 个 V* 及 s 个 V 之 卡 氏 乘积 


V*x I.. x V*x Vx... xY 


到 只 的 多 重 糠 性 画 数 。 

习 黎 上 我 们 就 襄 属 帮 (0 ,0 ) 类 型 的 张 量 就 是 个 实数 ,因此 T' = 尺 ， 
而 恬 於 (1,0 ) 类 型 的 张 量 称 角 一 个 逆 贺 向 量 , 属於 ( 0 ,1 ) 型 的 张 量 称 
局 报 加 向 量 。 属 於 (1 ,0 ) 型 的 张 量 称 信 道理 张 重 ,属於 ( 0 ,，s ) 型 的 强 
最 称 角 大 变 张 量 。 

在 第 2.8 季 中 所 使 用 的 符号 与 本 季 之 符号 用 法 相合 。 事 实 上 ,如 果 z 
EV ,rEeEV ”, 则 v8@rEV@V*，, 因 角 v@ ?是 定 闵 成 V* x7 上 的 乌 
入 性 画 数 。 可 是 如 同 习题 2.,8.1 中 已 权 指 明 , VY @BV* 远 张 量 空间 中 不 只 
含有 这 种 张 量 乘积 v @ r* , 而 是 由 一 些 泛称 张 量 乘积 之 和 所 和 棚 成 。 


2.11 张 量 代数 
在 张 量 空间 的 烙 构 于 已 朴 看 到 同一 类 型 的 强 量 可 以 相 加 ,也 可 以 乘 以 
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实 傈 数 。 在 本 节 我 们 要 进一步 定义 可 能 不 同类 型 的 张 量 间 的 张 量 乘积 。 设 
A4 角 (r,s ) 型 的 张 量 而 8 镶 ( + ,x ) 型 的 张 量 , 则 定 闵 4@ 坑 一 个 
(r+ + ，s 十 4 ) 型 的 张 最 如 下 : 


4 (VY*y+t x Vtv_ > Rh 
A Blr,..., r+*t, V1,..., Ve + i) 


一 工 r +1 了 十 下 
= A(Ti,..., T’, D1,..., vB(T’ yp ,Tv Do. 


这 样 的 定义 题 然 推广 了 前 面 第 2.8 凶器 所 给 v 3 *r 的 定义 。 
关於 张 量 乘积 , 精 合 律 与 分 配 律 显然 都 能 成 立 , 而 有 - 


(48 BOC=A8(B® CC), 
4@(B+C)=4@8B+4@gC， 
dd+ 了 OoC=4@C+PpG@C， 


其 中 4 ，B ,C 饲 任意 使 得 上 列 公 式 有 莫 闵 的 张 量 。 


如 题 2.11.1 假设” ，wEV 角 入 性 无 居 的 向 量 , 试 证 v Ow 了 w 的 v 
各 因此 一 般 而 冒 9 号 量 乘 积 是 不 可 交换 的 © 


2.12 新 的 解释 法 


除了 在 定 闵 中 把 张 量 党 艇 实 值 的 多 重 入 性 西数 之 外 ,我们 另外 还 能 对 
张 量 答 于 其 他 砂 种 不 同 的 解释 。 因 坊 在 物理 或 厅 何 的 应 用 时 ,过 些 其 他 的 
解 溢 可 能 会 比 看 成 多 重 抄 性 范 数 逮 来 得 方 使 。 因此 很 要 紧 的 一 件 事 就 是 我 
们 堪 设 学 会 如 何 从 一 种 解 秩 翻译 成 男 种 解释 。 随 车 张 量 之 次 数 的 增加 ,各 
种 可 能 fy 解释 法 也 就 增多 起 来 。 

首先 就 ( 1，1 ) 类 型 的 号 量 4 来 看 看 如 何 得 出 其 他 新 的 解释 法 。 固定 
rEeEV”, 则 4(rt,v ) 就 是 vvEV 上 的 和 性 丙 数 。 车 以 4,r EV" 记 之 ， 
网 有 : 


Cp, 4iry = 4(r, 0). 2.12.1) 


2.12 新 的 解 砍 站 于 


由 稚 4 竺 艇 精 人 性 ， 内 此 4,r 就 :的 画 数 而 间 是 一 个 入 人 竹 画 数 : 


4 人 7 


风 此 已 经 证 明 对 灰 繁 佰 (1 ,1 ) 型 的 斐 量 4 我们 就 对 应 出 -一 个 从 Y* 到 上 自 
身 的 粮 性 映射 .和 4 ，。 
反之 ， 考 讶 B:V* ->V* 馈 一 个 和 人 性 映射 ， 则 车 年 : 
(7, v) 一 《D， Br>. 


由 葵 妃 后 委 件 ，< ， >> 钥 复 各 人 性， 因此 开 即 能 注 明 4 是 侦 矣 礁 (1,1) 矿 
的 张 量 。 当然 间 时 的 A ,= B 。 因 此 一 者 互相 等 价 。 

同样 , 如 果 固 定 z 蕊 4 ,可 以 将 4( +，,v) 看 成 > 所 YY "上 的 入 性 获 数 
， 因 此 可 记 角 A4,v EV*=V。 而 有 : 


As,, 7> 一 4(r， D)， 


而 当然 4,:V 一 篇 根 性 映射 。 反 之 如 果 有 一 个 穆 性 映射 :VV 一 VV ,我 
们 可 得 唯一 的 4ET, 满足 B=A4,，。 

所 有 上 大 这 些 新 解释 法 都 不 涉及 基 的 涨 用， 因此 都 是 自然 的 解释 法 。 
而 得 证 : 


定理 ?2.12.1 向 量 空间 Ti ,L(V,V) 以 及 L(V* ,V* ) 都 彼此 互相 
自然 的 问 构 。 


如 果 焉 用 丰 中 的 一 租 革 {ee,} ， 而 取 其 对 偶 基 {e jj , 若 dimy = 
， 旭 d” 个 张 量 e, 凶 构成 了 中 的 一 租 基 。 事 实 上 任 取 4 和 了，， 兮 
A;= A(e',e,) ， 央 由 下 面 定理 可 得 A4=A4jel Ge o 


定理 2.12.2 如果 答 定 了 中 的 -- 组 基 及 其 对 侦 基 兹 某 犬 量 对 此 基 之 值 ， 
则 此 心 量 就 完全 决定 。 基 与 对 偶 基 中 各 个 元 素 的 张 量 乘积 构成 震 量 空间 时 
的 一 组 基 , 此 上 贝 量 对 运 粗 基 的 成 分 就 是 运 些 值 。 
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证 明 版 AET’ ,又 命 A 二 Me ee 
於 在 巧 


。 则 对 


Tl,...»。7E€ V* 风 及 D1,...， DEV 
都 可 将 其 窒 成 : 
T? = Wes, Ve = DC P=1,...,n, 


g= 1...,3 
因此 可 计算 得 


LT ， af Di, 


De) Ge 
= a .bl... bh A 


一 [Ce TI .les TD mi. 《pe el) 
一 Alfe DB...BeBH®... 


四 er, .TDs Oo) 
或 即 


A= Aliire®B... Oar®...®,, 
至 从 所 有 通 些 张 量 乘积 @...@ eB@ i...@ 二 彼此 粮 性 无 天 则 大 党 
容易 看 出 ， 苹 种 者 自行 宇明 。 口 


某 张 量 空 间 T! 的 椎 数 镶 d+* 。 
现在 回来 考虑 属於 (1 , 1 ) 大 型 的 张 量 , 我 们 可 以 将 其 解释 成 座 标的 
形式 ， 如 同 下 列 定理 所 这 : 


定理 2.12.3 级 设 4 = hje, @ “过活 量 落 在 Ti 中 , 则 4 篇 : 
他 4 就 基 { es:，!'} 而 避 所 具有 的 成 分 。 

人 9 就 {fe'} 角 V* 中 之 参考 基 时 , 粮 性 驻 射 4, 之 矩 障 到 示 (47 ) 
中 的 元 素 ,其 中 i 代表 行 指标 , 而 j 是 列 的 指标 。 

€) 


取 { etj 有 筷 了 中 之 参考 基 时 综 性 映射 4 . 之 乍 障 表示 ( 4;) 中 的 元 


2.12 新 的 解释 法 ?723 


素 ， 其 中 i 需 列 指标 而 j 镶 行 指标 。 


症 明 ”由 定义 立即 得 到 人 包 必 定 成 立 。 至於 仙 刚直 (2.12.1) 以 及 定理 
2.12.2 我 们 有 : 


es, Ais'> 一 4(e， ej) 
= A;, 


现在 如 果 4， 之 往 障 表示 信 (B) ) 9 则 有 Aye 一 Bke” 因此 - 


《ej ia = ey, Be > 
= By 
一 一 Bi. 
而 知 ( 4 )=(B;) 。 诅 多 披 定 闵 i 是 行 的 指标 。 
最 合 论 到 (C) ， 则 有 : 
< Azey, cz 一 As, 


由 上 面 格 仅 的 妙法 多 若 售 A4， 之 乍 阵 表示 篇 C; 。 A,, [ae 一 Cie 9 其 有 。 


<A.e, ,ee'>=<Crer,e'>= Cyt=c) 


而 知 (As ) =《〈《(5，) 。 可 是 如 儿 按 定义 7 才 代 表 行 的 指标 。 口 


如 果 各 楼 取 {es} 及 {:' |} 镶 V 及 V* 之 基 。 任 取 v=a'e:EV , 则 
看 成 VV 上 之 入 性 有 映射 4,， :TY 一 了 时 ， 可 高 成 : 


A = (de ® c/)20 
三 Ayat (el 四 e/)zex 
一 Aja” eek, 2 > 


= Aia’e. 


因此 就 像 是 我 们 单单 使 用 4 中 涉及 。' 的 第 二 部 分 来 对 5b 取 伞 ,而 不 管 A 
及 其 他 部 分 © 同样 车 rTEV*,r = bie! 多 我 们 也 有 
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Ar= (A'e, Ce jir 

= Aib.{(eH ee“ 
= Aibie’< e:，e > 
= A:bus! 


因此 就 像 是 我 们 单单 使 用 4 中 等 及 e， 的 第 一 部 分 来 对 r+ 取 值 , 而 不 管 4 
的 其 他 部 分 。 


雪 题 2.12.] 证 然 <，> 是 了 xyYs 上 的 多 和 桩 性 西数 ,因此 过 是 个 属 
( 1，1i ) 型 的 张 量 。 试问 其 相克 的 映射 < ，7: 一 了 ”以 及 5 ，》， 
:一 三 是 什么 ?另外 < ，> 之 成 分 又 是 什么 ? 


天 俭 较 高 次 的 吉 量 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 来 验 出 其 他 各 征 的 解释 ， 就 
是 把 V” 及 V 映射 到 张 量 空间 的 多 重生 性 映射 。 例 如 可 以 把 一 个 属於 ( 1 
:2 ) 型 的 号 量 4 看 成 一 个 映射 : 


La ai; 天 x 入 一 Vv 


其 中 的 指标 2 及 3 下 示 V xY 中 的 可 数 (v , w ) 成 角 4 中 的 第 二 及 第 三 候 
变数 ,因此 使 得 A4(. ,v,w):V" 一 尺 变 成 ”上 的 贸 性 画 数 ,或 即 就 是 
VV” =V 中 的 元 素 了 。 如 果 使 用 座 标 表示 则 工作 起 来 更 加 显然 ; 假设 : 


旧 可 得 : : 
A asp, WwW) = AjilD, ef eerEV. 
至 认同 榜首 个 4E 7; 的 其 他 解释 向 有 : 
Als:V* x V—>V, 


4 as: Je x 了 一 了 
Al: V*—>V*® y™, 


2.i3 竺 换 侍 7123 


A2: 太一 > 0 V*, 
As:V-—-V@V™. 


等 等 。 遂 儿 例 如 像 4, 映射 的 像 坡 , 就 如 定理 2.12.1 所 下 ， 可 以 看 局 天 
广 , 六)。 因 此 4 章 个 映射 可 以 破解 释 成 对 论 耻 中 的 每 个 元 素 ” 奏 委 人性 地 指 
定 一 全 从 亚 到 搓 的 杯 任 转换 : (4:o)，。 至 於 过 个 线性 转换 (4.2 )， 的 知 
障 表 示 坟 (44Kpe >) ， 其 中卫 俩 列 指标 而 7 坊 行 指标 。 


攻 题 2.12.2 上 绑 量 乘 各 A 多 BB 的 成 分 就 是 4 与 昌 各 别 成 分 的 乘 各 ,入 笨 . 


(A4® Br 一 A Birri--is+t 


I | FA 


如题 2.12.3 那 一 种 类 型 的 形 量 可 以 解释 成 局 YY 一 了 的 一 个 多 重生 件 
映射 ? 


2.13 转换 律 

我 们 可 以 把 一 个 张 量 4 的 成 分 看 成 所 使 用 的 基 {ee} ， 以 及 用 议 云 潮 
此 张 量 的 类 型 之 上 下 标的 醒 数 。 例 如 A 若是 个 (1 ,2 ) 型 的 瑟 量 ,好 第 用 
基 fier 及 {ce) 击 答 出 的 成 分 ， 按 照 定理 2.12.2 可 以 给 和 人知 : 


A = A(s', e;, ex). 


注 息 运 多 我们 以 十 种 方法 来 解 香 4 ,第 一 , 它 是 V”xVxV 上 的 各 重 粮 
性 函数 ; 第 二 ，, 它 昨 基 e 以 驶 个 整数 圈 烧 7 ，7 及 大 的 四 寻 数 再 数 。 

型 在 洋 另 一 组 基 1A ,而 段 吉 Lp ” } 息 其 对 倘 基 。 如 泉 /， 奥 第 一 
租 基 的 关 你 方 际 昌 42 ) ， 志 (yw 妥 {1ce 之 硕 你 全 逆 方 障 (0 ) ,而 
有 织 下 起 这 式 : 


fi 一 ie) 
一 ref 
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这 时 对 苓 新 基 而 言 , 绑 量 4 的 成 分 可 以 访 成 : 


A 一 A(g', fi x) 
三 A(bme”, CIenw， ake,) 
= bra?at Ale™, en ez) Q.13.1) 
= bnaickAnp” 


道 就 是 4 之 成 分 在 基 之 变换 下 的 古典 述 换 律 。 其 他 类 型 张 量 的 成 分 之 配 换 
律 题 然 可 以 立即 按 糊 似 方法 和 葵 出 。 

在 可 微 流 形 之 任 秋 点 mw 取 其 切 空间 而 记 镶 Y = M。。 过 时 随 著 所 使 
用 的 座 标 采 坑 (+ ) ，( y') 我 们 可 以 在 V 中 取得 不 同 的 基 ,以 及 他 们 之 阐 
的 转换 方 际 如 下 : 


0 
6 wm 2 = dx, 
ay! $ 
-0 有 -2 
oy 上 Ox’ 


当然 过 些 座 标 向 量 翅 及 微分 形 都 是 在 关 点 取 值 的 。 遵 样 我 们 立即 可 将 公式 
(2.13.1) 改 窟 成 一 般 数 科 书 中 大 家 热 悉 的 : 


xx ,132 
Mi hs Fm By DF (2.13.2) 
敬 题 2.13.1 取 dimV= 3 而 考虑 4 = 4eielQ@o ,其 中 : 
2 0 1 
cp- 3 1 
1 一 | 0 


现在 取 新 基 久 人 一 eax 十 ea, ja = 2ea,ja = 一 ez 十 e3} ， 又 取 其 对 侦 基 角 
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{9 }。 全 v= -e+ 2e3 ，; T= Se --2e2 十 6 

(a) ” 训 计 算 A(r,，v)。 

电 计算 4.2 。 

C) 计算 A4,r 。 

(ld) 将 pp 表示 成 。' 的 仿 性 和 组合 。 

人 将 v 及 r 表示 成 新 基 的 入 性 和 组合 。 

人 献计 算 新 的 成 分 4”，。 

加 武 姓 det (4 人) = det (A 及 tr Cd = tr (A) 。 其 中 det 代表 
届 方 阵 之 行列 式 值 ,而 tr 代表 设 方 阵 之 踏 ( trace ) ， 就 是 全 部 主 对 角 塘 
上 之 项 的 和 ，, 因此 tr (4 ) =4: 。 注意 过 时 (4”…y) 坊 对 称 方 障 ,但 是 
(477) 则 否 。 

个。 使 用 有 新 基 重 新 计算 凶 ， 他 ，(@) 而 强 明 其 桔 果 相 同 。 


如 果 在 V 中 已 可 固 定 一 起 基 而 粮 是 就 得 租 基 来 考虑 ， 那 订 只 需 答 出 一 
价 张 量 的 成 分 就 完全 决定 了 过 张 量 。 吉 就 是 张 量 的 古典 定 闵 法 。 在 过 十 册 
定 蒜 中 一 个 张 量 是 一 个 具有 1 + r + s 个 变数 的 画 数 ， 其 中 基 ( 或 即 座 标 
采 坑 ) 裤 当 做 一 个 可 数 ， 而 7 代表 逆 自 的 上 标 个 数 ，* 代表 顺 到 的 下 标 个 
数 。 然 后 对 从 每 两 租 基 道 丽 数 满足 一 个 属 ( r,s ) 张 意 型 的 转换 律 ， 就 像 
公式 (2.13.2) 所 示 当 > = ! ，s = 2 的 方程 式 。 过 样 当 我 们 落 到 张 量 
A 时 其 得 思 就 类 似 於 谈 到 画 数 (x,y ) 时 ,把 诈 画 数 /的 南 个 严 数 x 
，y 全 列举 出 来 ,因此 也 照样 把 张 量 4 的 上 下 指标 ( 枝 数 ) 全 列举 出 来 而 
高 成 4 。 过 样 的 表示 法 只 在 慰 辑 上 稍 欠 通 顺 ， 但 是 在 实用 上 秀全 无 任何 
缺点 。 


如 题 2.13.2 假设 4 是 个 (1,1 ) 型 的 张 量 又 假设 对 人 於 每 一 组 基 有 4 所 寅 
出 来 的 成 分 全 都 相间 9 试 洽 过时 4 巍 坊 去 9 > 的 代数 » 此 即 存在 实数 a 使 
得 A4; =a6y 。 


习题 2.13.3 ”假设 A 是 (r,s ) 型 的 张 量 而 且 对 於 每 一 棚 基 人 的 成 分 区 
相同 ， 试 座 或 者 4= 0 或 者 *= s 。 
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2.14 不 变量 

以 张 量 敌 镶 攻 绎 数 的 实 值 贡 名 常 可 使 用 此 张 量 对 於 某 固定 基 之 成 分 来 
加 及 卖 速 。 更 在 假 坊 使 用 任何 基 来 点 过 过 函数 时 ,其 值 蔡 能 保持 不 玫 ， 册 
设 近 上 座 数 扰 吓 一 个 不 释 量 ( invariant) ,或 个 值 不 硫 量 。 如 果 画 数 的 值 伪 
硝 量 ， 而 此 画 数 和 抽 基 的 渤 皮 和 念 夺 , 划 说 吉 画 数 是 张 量 不 变量 ( tensor jin- 
variant ) 。 

议 相 种 间 些 娄 信 ,我 们 来 定 闵 -~ 种 称 篇 踊 ( trace) 的 定义 从 (1,1) 
芒 张 量 之 上 的 不 变量 ， 道 种 不 如 其 车 全 限 理 论 中 是 大 家 所 熟知 的 。 前面 已 
知 ({1,】) 型 的 继 量 盯 以 补考 庶 或 方 陡 。 候 设 4 = Aie:; @ ee ,我 们 定义 : 


入 之 中 三 必定 一 


或 即 方 味 (4y7 ) 主 对 包 入 上 元 来 之 和 。 首先 我 们 无 法 理 接 看 出 这 楼 定 闵 的 
跳 会 跟 基 { e, |} 的 议 服 无 舌 ， 因 人 角道 些 4 混和 古 跟 (1 e 有 关 的 。 大 此 潍 
取 任 于 中 外 一 租 基 六 及 其 对 偶 基 {p 上， 区 有 4 = A'if@ gi = A”ie, 
& ef ,我 们 想 注 明 A53 = A 。 使 用 公式 (2.7.3) 到 (2.7.5) 等 有 关 基 
的 厄 护 符号 吴 公 式 ， 可 得 如 下 的 转换 律 : 


因此 叮 计 算得 : 
A = Arnaibs, 二 .4381 = A 


运 就 竹 且 了 : 
定理 2.14.1 定义 惧 (1 ,1 ) 型 震 量 之 上 的 跨 是 个 不 主 量 。 


下 面 来 给 一 个 非 马 不 歼 量 [ 汐 实 例 。 假设 d= 2 而 考 塌 : 
4 = € WW el + el W e,, 


这 是 侦 映 於 (2,0) 疙 型 的 紫 量 。 这 时 A = Ai, = 1 ， 人 一 1 = 0 9 


2.14 不 狂 虹 27 


所 以 445 = 1 es。 妇 果 我 做 考 请 舟 薄 { 7 焉 足 


el 一 广 十 f2 ; £2 = f2- 


= ADh + OhihB ht+ 2 0h, 


因此 A4=.44 二 1 ;A 和 4 一 .4i = 2 ,而 得 44 = 3。 本 只 定义 其 (2，6 
型 号 量 允 上 的 路: 冰 非 不 生 诞 。 

当然 如 果 半 种 量 在 其 定义 中 根本 未 涉及 任何 -- 组 基 ， 则 过 种 最 自然 由 
个 不 屡 量 。 可 是 有 上 时候 要 不 用 任何 基 来 给 出 定义 是 相 党 坑 亲 的 .因此 外 了 
方便 只 好 使 时 基 来 给 出 定 闵 ， 然 做 骨 设 法 建立 其 个 如 量 的 特 手 ,在 第 十 刀 
节 当 我 们 等 过 外 代数 (cxie!ior aigebra ) 之 后 我 全 将 能 煞 一 个 线性 转 窜 
4 的 行列 六 det 4 烽 出 ~… 种 个 句 量 的 (办 基 无 眶 的 ) 定义 。 可 是 行列 式 此 
较 通 党 的 定义 法 天 电 藉 助 蕉 .4 对 大 某 一 组 基 所 写成 的 给 障 站 示 来 刘 以 定 床 
“过 时 只 了 定义 det 4 之 外 ， 必 须 随 即 证 上 明 在 基 乓 人 疲 摸 之 下 ，det 4 的 值 
一 站 保 拌 不 如 。 事 实 上 如 果 我 们 能 姓 明 通常 所 定义 的 行列 式 与 藉 用 外 代数 
所 定 闵 的 不 使 用 基 的 行列 趟 德 此 互相 等 仿 ,天 立即 可 以 看 出 行列 式 是 个 不 
狼 晤 。 

上 大 折 均 的 是 定义 於 一 个 过 量 好 数 上 的 不 他 量 ， 可 是 我 们 也 可 以 考虑 
皇 有 多 个 张 量 释 数 的 不 释 重 。 如 果 一 全 上 殉 量 画 数 是 棵 人 性 或 多 重 线 人 性 的 ， 
则 襄 首 是 候 综 人 性 或 多 重 入 性 的 不 经 量 。 因 此 我 们 可 以 认 久 对 惕 空间 上 ”就 
是 由 V 上 所 有 的 绢 人 性 不 鱼 量 所 簿 成 的 空间 。 辣 模 了 上 所 有 腊 闪 (7?+，s ) 籽 
型 有 的 号 量 就 可 以 说 久 是 VY*” xV' 之 上 的 {r+ s ) 重 绿 人 性 不 总 量 。 考虑 吉 
量变 数 4 上 日 身 次 的 号 量 乘 秆 然后 在 其 上 有 取 绿 性 不 灵 量 。 运 种 不 名 量 就 时 
租 4 上 六 次 的 不 禾 量 。 例 奶 行 了 式 哮 十 局 (1 了 ,了 ) 型 未 量 的 QU 雇 六 不 变量 . 

有 一 枯 重要 的 和 绿 人 性 不 垫 量 & :是 收 包 (contraction) , 道 是 前 面 所 提 味 
不 殉 量 的 推导 。 对 锥 葵 定 的 47，s) 冰 量 一 个 收 纵 妹 趾 将 其 诈 定 成 一 何 
(LIr 一 ls- 上) 型 的 号 基 ，:i: 法 如 下 : 
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Bn-r-1 mx 人 Ar: .1 


人 要 一 下 有 


. 间 称 局 对 4 中 的 第 p 个 上 标 与 第 g 个 下 标 加 以 收缩 。 由 从 2p 可 以 是 任何 一 
个 从 1 到 > 的 上 栋 ，g 也 照样 可 以 是 任何 一 个 从 1 到 s 的 下 标 ， 可 见 我 们 
可 以 有 好 多 种 的 收 迷 。 


习题 2.14.1 试 情 明 所 有 者 些 收缩 基 仿 不 要 量 。 
如 是 2.14.2 考虑 (3 ,2) 型 的 张 最 ,试问 一 共有 入 个 收 熔 。 


开题 2.14.3 越 薄 若 4 角 ( 1,1) 型 的 张 量 , 剧 (tr A)" 是 一 个 4 上 
次 的 不 又 和 量 。( 注 悉 进 儿 钙 然 tr 4 坊 不 机 量 则 当然 其 p 次 方 也 是 不 疾 量 
。 所 儿媳 明 的 是 贸 性 的 问题 , 像 ( tr 4 ) :是 否 坟 4@4 上 的 和 线 人 性 西数 等 等 ) 。 


习题 2.14.4 ”如 果 把 d x d 方 阵 都 看 如 (1 , 1 ) 型 的 张 量 ， 坛 薄 雨 个 ad 
x d 方 阵 的 乘积 是 过 两 方 阵 的 恋 迷 性 不 攀 量 。( 提示 : 证 明 方 障 乘 积 其 实 
是 张译 乘积 的 收编 。 而 另 方面 由 定义 张 量 乘积 是 与 基 无 天 的 。 又 由 分 配 律 
可 得 其 伙 烷 人 性 。) 


2. 15 对 稀 张 量 


如 果 对 於 任 划 一 组 基 张 量 4 之 第 pb 个 与 第 gq 个 上 标 交换 其 成 分 都 保持 
不 更 ， 则 谣 44 天 於 过 两 个 上 标 对 称 。 同样 可 以 定 闵 册 於 任 悉 雨 个 下 标 对 称 
。 一 偶 腻 量 4 可 以 看 成 一 个 多 重 义 性 西数 ,如 果 把 属於 同类 的 南 个 多 数 互 
换 而 琅 不 影响 省 两 数 的 值 , 则 襄 这 张 量 关於 间 两 个 杰 数 对 称 。 


定理 2.15.1 就 一 个 张 量 4 而 言 下 列 三 条 件 互 相等 价 : 

(a) ”A4 的 第 p 个 与 第 g 个 上 标 互相 对 称 。 

(b) 4 的 第 Pp 个 变数 与 第 g 个 驾 数 互相 对 称 。 

《) 就 某 一 特别 基 而 音 ，4 的 成 分 中 将 第 个 与 第 g 个 上 标 互 换 , 其 
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成 分 相同 。 


慎 明 ”首先 注 悉 四 是 四 的 特别 人 情形 。 另 外 把 4 在 成 一 个 多 重 综 性 商 烧 
时 ， 苦 到 移 数 伪 过 些 基 向 量 则 得 到 4 之 成 分 ,因此 若 包 成 立 则 当然 馈 也 成 
立 。 所 以 我 们 过 狗 只 需 证 明 (c) 能 钢 得 出 似 就 可 以 了 。 现 在 久 了 简明 起 见 我 
门 合 p=1 ，9=2 ,而 4 是 一 个 (3,1 ) 型 的 张 量 。 按 照 C) 存 在 一 组 基 
{ey } 使 得 对 从 任意 的 i, / ,大 ,m 我 们 都 有 : 


总 
A = A. 


道 时 对 众 任 匡 的 71,7T2,T3 EV 以 及 Vv 这, 假 训 其 成 分 各 壤 rit yat Tat 以 
及 v ,项 有 : 
ri Tas Ts， 1) 一 4f(rice5 72121， 7T3kE， en) 
一 riiT21T73kDmd (et e/, er, Cm) 
一 TiiTajT3kbm Ac 
三 TajT liT3k0 An* 


三 A(T», 1, 73， D)， 
因此 得 注 韦 成立, 而 整个 定理 角 壬 。 口 


由 遂 定 理 可 见 关 从 上 模 或 下 标的 对 称 性 与 天 从 杰 数 的 对 舟 性 其 实 没有 
任何 差别 ， 因 此 以 后 只 使 用 第 一 种 对 称 性 。 不 过 记得 按照 用 法 都 是 先 把 
V* 中 的 攀 数 据 在 前 面 ,因此 和 如果 襄 第 个 与 第 g 个 下 标 互 相对 称 ， 那 庚 
就 等 从 是 褒 第 (+ + Pp) 个 及 第 (+ + 9 ) 个 变数 互相 对 称 。 

如 果 张 量 4 的 每 -- 对 上 标 都 互相 对 称 ， 则 如 4 髓 从 所有 的 逆 驾 上 标 兽 
角 对 称 ,或 襄 4 是 逆 彼 对称 的 。 照 样 可 以 定 闵 硕 如 对 称 性 。 如 果 4 又 是 逆 
波 对 稳 也 是 舌 概 对 称 , 则 说 4 是 圭 称 的 张 量 。 按 照 通 常 的 用 法 如 果 单 单 襄 
4 是 对 称 的 张 量 ， 则 常常 限定 4 喧 郁 粹 逆 权 的 (+ ,0 ) 型 虑 量 ， 或 者 角 霄 
粹 顺 揭 的 ( 0 ,s ) 型 号 量 。 另 外 我 们 也 同 普 一 个 需 次 或 一 次 的 张 量 自然 具 
有 对 称 性 ， 因 巴 拓 时 根本 没有 指 尘 可 交换 。 

从 销 题 2.13.1 的 实例 可 看 出 一 个 上 概 导 一 倘 下 模 之 间 的 对 称 性 在 
基 的 变换 下 人 无 法 保持 不 如 。 事 外 上 我 们 无 法 舱 出 这 种 上 下 标 对 生性 与 座 标 
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人 无 天 的 定 闵 。 从 下 面 的 斩 题 更 可 看 出 这 种 上 下 全 的 对 称 性 能 引入 很 强 的 限 
制 。 


灵 题 2.15.1 如 果 一 个 (1,1) 型 的 疙 量 4 对 於 任何 一 想 基 而 示 其 上 下 
标 都 互相 对 称 4; =4; ， 则 必定 存在 某 个 实数 < 使 得 4= a7 ， 其 中 7 是 
信 等 张 量 ( 5;) 。 


2. 16 对称 代数 


在 马 重 空间 7 .中 所 有 的 对 称 张 量 构成 一 个 子 空 间 S ”， 同 样 在 了 了， 中 
所 有 的 对 称 张 量 构成 一 个 子 空 间 S io 通常 一 个 对 称 张 量 独 局 上 就 用 顺序 波 
增 的 指标 所 表达 的 那些 成 分 : 


A # i < 2 i, 


i 


来 闪 定 。 通 样 所 有 其 他 的 成 分 就 可 以 由 对 称 性 等 伶 半 组 所 给 成 分 中 和 岁 菜 一 
个 。 男 方面 交 租 其 指标 肚 序 渡 增 的 成 分 之 半 彼 此 兹 没有 什么 可 由 对 称 性 来 
引入 的 月 你 。 因 此 S "的 一 租 基 可 以 透 过 届 取 那 种 使 得 除了 一 个 这 种 成 分 
售 一 看 其 他 的 成 分 此 和 坑 堆 的 张 量 做 马 基 张 量 来 组 成 。 

南 个 对 称 赣 量 的 张 量 积 一 般 而 避 志 不 再 是 个 双 称 的 张 量 。 例 如 假 届 4 
= 一 42@e 与 B= Be@e 车 和 抗 对 称 的 (2,，0 ) 型 张 量 , 则 4 四 8 和 
侦 (4,0) 型 的 张 量 不 兄 得 具 对 称 性 ， 因 乌 通 常 来 议 4”B*“ 委 A4*BA 不 
一 定 相 等 。 可 是 我 们 有 办 法 定义 一 种 乘法 ， 使 得 坪 个 人 对称 的 张 量 的 乘积 仍 
然 是 个 对 称 的 张 量 。 基 此 我 们 先 来 定义 如 下 大 称 化 的 运算 ( symmetriza- 
tion operation ) 4 一 4， 


1 TY ! 1 1 sir 
AlT!,..., 7) = A 2 AC ,Tr) (2.16.1) 
其 中 的 和 是 就 所 有 1 ，…… ”三 此 整数 能 得 到 的 "! 各 排列 来 孝 左 的 。 另 
外 式 中 的 号 量 4 是 个 (rr， 0 ) 型 有 -9 7 9 是 多 “中 任 看 元 素 ， 


当然 适 些 =* 不 见得 全 不 相同 。 


2.16 对 称 代 数 ”7131 


容易 如 明 透 过 (2.16.1) 式 所 定义 的 4, 是 个 (>,，0) 型 对 称 的 政和 昌 
， 例 如 到” = 3 ， 则 由 定义 对 任 旧 a ,6 ,7rEY” 都 有 : 


4xda, 有 ,7) = $[Ala, B, y) + A(B, y, ©) +40O «, BP) (2.16.2) 
+ A(B, c,y) + A(a, y, PB) + A(y, B, o)]. 


所 以 对 wa * 8 s7 任 和 要 加 以 交换 其 精 果 炉 是 相等 和 所 以 4， 是 对 称 的 张 量 如 
习题 2.16.1 就 + = 2 或 4 的 傅 形 高 出 4, 类 似 从 (2.16.2) 的 表 过 式 。 


加 题 2. J 了 .2 ” 试 注 明 4, 的 成 分 可 以 清 过 类 似 於 12.16.1 的 式 子 由 人 的 
成 分 来 葵 出 。 


融 题 2.16.3] 设 V 之 条 数 篇 d ， 设 S7 7 (7 ) 吉 子 空 间 的 厅 数 需 ! 
4d,y)。 由 前 面 的 钱 述 可 知 y(d，,r ) 就 是 从 1 到 4 中 任意 性 择 ”> 个 整数 
1 ， ，i。 潇 足 休 件 


l gs isosiaorr sd 
时 的 所 有 可 能 的 村 法 。 试 证 明 下 列 公式 : 


(a) s{(i, 7) = 1, s(d, 1)= 4. 
(bj sd + 1,r)= sd,r)} t+ sd + Tir 一] ). 


(ce) s(d, 站 = ( 一 | 本 ) 


= {d+r— l/ri(d — 1)!), 


加 是 2. 16.4 如 果 4 仿 对 稀 ， 则 4,=4。 


甩 设 4S S”，BE "我 们 定义 (4 8@ ,Ee Sr**" 岛 A4 及 8B 的 对 称 积 
( symmetric product ) ,而 记念 44B8 。 例 如 任 取 e，e:，，e， 租 F 中 的 加 
量 ， 则 有 : 
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elel = (el 四 0), = Hel B er + er 四 6 =eQ@eb 
elea = (€1 ® ea = bei @ ea 十 ea 因 6) = eael 
(eie2)€es = $e 四 ea + ca 四 eljea 
= $el 四 ea 四 e3), 十 其 es 四 el 四 ea 
= eBerBesti+e BeaBet+ eBeBe 
+ ea® 3B e+ es@ C1® ee2+ 03 €2@ ee) 
= @i(e2€3) = eli(eaea) = + …. 


能 讶 明和 过 种 对 称 积 具有 陡 列 三 侦 好 性 搞 : 
(@) 交换 律 : 48 = B4. 


tb) 结合 律 : (4B)C = A(B8C). 
CC) 分 配 律 : (4 + B)C = AC + BC. 


使 用 中 三 个 性 掺 能 查 明 任何 一 个 对 称 张 量 都 可 以 去 示 成 下 列 道 种 形式 
之 项 的 和 : 


c(e)" (ea)"s-- (ea 


其 中 c 镶 实 数 ，{ e, } 是 了 中 的 一 组 基 , x; 角 大 从 或 等 於 零 的 整数 。 换 言 
之 ， 一 个 对 称 张 量 可 以 袁 示 成 一 个 具有 a 个 未 知 数 ( indeterminates ) 的 
和 多项式， 而 对 称 积 正好 就 相 谭 於 多 项 式 的 乘法 。 因 此 党 我 们 要 处 理 对 称号 
量 时 我 们 最 方便 的 就 是 运用 对 称 积 的 符号 及 人 性 质 而 不 去 管 通常 的 张 量 乘积 。 

我 从 只 来 化 述 下 面 运 偶 定 理 而 不 加 以 人 证 明 。 过 定理 党 ”= 2 时 非常 重 
要 ， 请 看 第 2.21 季 。 


定理 2.16.1 对 於 每 个 4ET7:， 其 4, 就 是 那个 对 每 一 个 EV* 全 都 
能 满足 如 下 天 你 : 


AkT,...,7) = A(r,..., 7). (2.16.3) 
的 唯一 的 对 稳 或 量 。 


证 : 显然 公式 (2.16.3) 是正 俱 的 , 因 久 (2.16.1) 式 的 和 之 中 当 所 


2.17 反对 移 的 疏 量 7133 


有 =* “都 等 於 + 时 ， 我 们 一 共有 1! 个 相等 的 项 。 可 是 另 方面 定理 中 说 到 公 
式 (2.16.3) 能 钠 完 全 次 定 4,, 壮 件 事 姓 明 起 来 就 比较 麻烦 。 当 7+ =2 时 
我 们 可 以 藉 著 在 (2.21.1) 式 及 (2.21.2) 式 中 取 b = 4, 来 栓 明 (2.16.3 
) 式 公 能 决定 4，。 有 时 我 们 也 可 以 拿 (2.16 .3) 式 来 做 篇 4, 的 定义 ,， 通 
时 除了 主 明 壮 样 的 4, 扶 的 存在 以 外 运 得 荆 明 其 唯一 性 。- 

一 个 (*，0 ) 型 的 对 称 张 量 4 所 表 成 的 多 项 式 是 个 > 次 的 背 次 多 项 式 
。 此 即 每 一 项 中 e: 之 指数 的 粮 合 正好 全 都 等 让 >” 。V* 上 具有 如 下 形式 的 
实 值 丙 数 PP : 


Pr = A(7,..., 7T)， 
[其 中 4 是 个 (7>，0 ) 型 的 号 量 3 ， 称 局 Y” 上 ”次 的 育 次 多 项 式 西 数 。 
他 们 正 就 是 在 第 2 .14 和 节 中 所 定 坑 的 了 Y” 上 > 次 的 实数 不 本 量 。Y ”上 的 


多 项 式 夯 数 就 是 榴 偶 不 同 次 数 的 上 面 示 种 音 次 多 项 式 画 数 已 之 和 。 因 此 多 
项 式 画 数 眼 不 同 逆 园 次 数 的 对 称 强 量 之 和 闫 具 有 一 对 一 的 天 傈 。 


加 题 2. 16.5 就 运用 定理 2.16.1 以 嫩 明 对 称 积 所 满足 的 交换 律 ， 辕 合 
律 以 及 分 配 律 。 


习题 2.16.6 假设 (0 ,3 ) 型 的 张 量 4 具有 如 下 的 『 对 称 性 」: 
Auix 十 Li 十 Let 2 0 条 4 之 一 Lixy. 
假 届 4 = 3 ， 试 找 出 4 中 互相 无 怖 的 成 分 共有 梦 个 。 找 出 一 和 组 省 样 的 成 分 
; 而 把 所 有 其 他 的 成 分 表示 成 带 租 成 分 的 租 合 。 
2.17 反对 稀 的 张 量 


如 果 在 号 量 南 个 上 样 ( 或 两 个 下 标 ) 之 问 对 称 人 性 的 定义 中 从 更 换 坦 两 
上 村 ( 或 两 驾 数 ) 时 由 原先 画 数 值 不 李 的 要 求 更 换 成 机 数 正 好 改 玖 其 符号 
， 则 谨 吉 时 的 张 量 关 於 泊 两 上 标 ( 或 雨 殉 数 ) 是 反 革 称 的 ( skewsymme- 
tric ) 。 下 面 间 定理 与 定理 2.15.1 相 类 似 ， 而 其 履 明 也 完全 相同 。 
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定理 2.17.1 天 蕉 一 个 归 量 4 如 下 的 三 条件 是 等 价 的 : 

@) 4 的 第 Pp 个 及 第 9 佰 逆 炙 上 栋 互 相反 对 枚 。 

tb ”4 的 第 p 个 及 第 9 个 本数 互相 反对 称 。 

C， 对 伶 茶 一 租 基 而 于 在 4 的 成 分 中 当 我 们 将 第 p 个 与 第 g 个 上 标 对 
调 , 上册 其 成 分 正好 相差 一 个 符号 。 


除了 各 定理 之 外 关於 反对 稽 号 量 我 们 男 外 进一步 逮 有 如 下 的 特征 性 慎 : 


定理 2.17.2 张 量 4 限 从 其 第 个 及 第 9 个 逆 强 上 樟 具 有 反对 称 性 的 充 
要 人 氏 件 是 : 对 价 所 有 * EV”, 将 r+ 同时 搬 在 4 的 第 pp 倘 及 第 g 个 多数 的 
这 惫 ， 则 必定 使 4 之 值 坊 雳 。 此 即 对 於 所 有 的 ai, re V*,v5 VV, 必定: 


df(al, .ep-1l 7, cp .ca 2 7, DID) 二 0， 
部 明 现在 就 4 是 个 (3，1 ) 型 张 量 的 情形 而 取 p=1 ，9= 2 来 注 
明 本 定理 。 至 於 其 他 所 有 的 情形 其 证 法 本 质 上 没有 任何 不 同 。 : 
假设 4 央 太 第 一 及 第 二 个 上 标 户 反对 稳 ,上 刚 4(r mr oo am = 一 4(r, rc 
v ) 。 因 此 立即 得 证 A(r,r,a,v)=0。 反 之 ， 如 果 有 4 从 第 一 个 及 第 二 
个 构 数 相同 时 其 值 恒 等 伶 才 ,， 则 : 


0 = A(ax 十 B, a 十 B, y, 5) 
= Ala, a,y, v) + A{a, Bb, y, 0) + A(B, a, Y, v) + A(B, B, y, o) 
=0+ A(lea,B,y, v0) + A(B, a, ,0), 
因此 得 证 : 
Al(a, B, y, v) = —A(B, a, y, v}. DD 


各 题 2. 17.1 假设 张 量 4 鸟 (3 ,0 ) 屯 , 而 且 天 从 第 一 个 及 第 二 侦 指 模 - 
骗 装 称 ,但 是 静 於 第 一 个 及 弟 三 个 指标 御 是 反对 稳 ， 则 必定 A=0 。 


贸 串 2.1],2 (参考 名 沽 2.15.1) :如 果 一 个 (1,，1) 型 的 蝶 量 4 对 锥 


2.17 反对 称 的 张 量 135 


每 一 想 基 而 言 其 一个 指标 苦 仿 反对 称 ， 则 必定 4= 0 。 因 此 上 下 栋 之 问 的 
反对 称 性 照样 也 不 具有 什 各 巧 闵 。 


习题 2.11.3 ”假设 4 是 个 (rr ,0 ) 型 的 张 量 ， 其 中 任 受 两 个 指标 和 代 互相 
反对 移 。 巡 时 就 说 4 是 个 反 妾 称 的 爱 量 。 试 证 示 时 如 果 = ，…… ‘Tr EV 
彼此 和 祭 性 相 央 ， 则 必定 会 使 得 : 

A(7',...,7) = 0. 


习题 2.11.4 ”假设 4 是 个 (0,4) 型 的 张 量 灌 足 如 下 的 对 称 性 条 件 ( 姐 
些 就 是 第 5 .11 节 中 黎 曼 曲率 张 量 所 具有 的 对 称 人 性 ) : 


(也 Aix = 一 dat 
(2) Ain = — Ainxk- 
(3) dk + Minr + Aiwske = 0. 


@) 就 访 间 肝 A 自 然 也 满足 另 一 对 稳 休 件 : 


(4) Aiixi = Akus. 


(b) 过 有 时 如 果 对 座 所 有 有 的 2,wEV 都 有 A(2,w,Dv, 0) 二 0 ， 则 必 
定 4=0。 

() 如 果 B 及 C 是 (0，,4) 型 的 张 量 满足 对 称 休 件 (1) , (2) 及 (3) ,而且 
如 果 对 於 所 有 vv,，wEV 都 有 B(v,w,v?,w)=C(v ,wv ,Ww)， 姑 必 定 
B=C 。( 提示 : 只 种 版 4= B-C)。 


侣 题 2.17.5 假 订 B 是 个 (0，2 ) 型 对 称 的 张 量 。 以 下 起 ; 
Li 一 BixB1 一 BiB,x. 
来 定义 一 个 ( 0 , 4 ) 型 的 张 量 4 . 
( 试 履 4 满足 上 题 中 曲率 纤 量 所 满足 的 加 移 性 和 ) ，(2) 及 (3) 。 


tb ”假设 当 v 关 0 时 粮 有 B(v,v) > 0, 试 瑟 党 与 z 互 相 粮 人 性 佐 恶 
时 会 有 A(v,w,v,w) > 0 。 注 是 我 们 有 如 下 天 全 : 
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Alv, w, Db, w) 一 Blv, v)B(w, w) ™ Bl(v, W)2. 


习题 2.17.6 ”如果 4 了 关 锥 某 一 对 琶 数 壤 反 到 称 ， 武 梧 4 之 对 称 化 张 量 
有 所, 必定 霹雳 。 


2.18 外 代数 


前 面 鸯 於 对 称 张 量 我 们 有 对 称 积 的 运算 ， 现 在 对 从 反对 称 的 号 量 我 们 
也 能 钢 引 入 其 间 的 外 积 运 算 (exterior product ) 。 吉 种 运算 有 时 也 称 坟 
aiternating ( 反对 稀 ) 了 乘积 或 Grassmann 乘积 或 wedge 革 猎 。 在 天 外 
积 泽 算 之 下 反对 移 张 有 量 所 和 组 成 的 代数 称 角 外 代数 或 Grassmann 代数。 两 
个 张 量 4 与 8 之 间 的 外 积 记 镶 4 八 8 。 而 可 以 移 所 有 反对 称 的 (+r ,0 ) 型 
的 张 量 记念 人 "了 ， 至 於 记 有 反对 称 的 (40,s ) 型 张 最 之 空间 则 可 到 篇 
A'V” 

一 般 来 莫 4E A 八 'V 就 可 以 籍 车 满足 休 件 i < ia。<:…< 忆 的 那些 成 
分 4 来 答 出 。 所 有 过 些 最 格 渴 增 的 > 个 整数 的 可 能 版 法 就 相 磋 於 从 dz 
个 元 素 中 有 出 > 个 来 的 可 能 租 合 数 ， 因 此 一 共有 C 7 个 ， 过 符 号 代表 二 项 
式 的 傈 数 。 从 过 和 结果 ( 或 者 站 接 和 从属 题 2.17.3 ) 如 果 ” > 4 则 当然 得 到 
dim 八 "V = 0 。 央 此 当 次 数 大 人 扒 d 时 只 有 零 张 最 能 满 息 反 欧 称 人 性 。 此 外 还 
有 如 下 的 : 


定理 2. 18.1 如果 d= dimyY , 则 和 "之 礁 数 正好 等 处 C5 。 


现在 假设 ，…… ,j, 是 i ，，…… ,iv 的 重新 排列 ， 而 4 是 个 反对 称 
的 张 量 ， 则 4 的 两 个 成 分 41…… 及 如 …* 或 者 相等 或 者 只 相差 一 个 符号 。 
论 到 7 个 数目 的 排列 , 我们 知道 和 可 以 透 过 一 连 串 的 换 位 ( transposition 
) 来 得 出 。 答 定 一 个 排列 ， 可 能 有 许多 种 不 同 的 方法 将 其 写成 一 连 绅 换 位 
的 结合 ， 可 是 所 牵涉 到 的 换 位 偶数 悉 是 或 者 同 坑 奇数 ,或 者 同 坑 偶数 。 因 
此 我 们 可 以 随 之 市 定义 此 排列 之 符号 坊 - 1 或 者 + 1 。 若 用 x 代表 此 排列 
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， 好 其 符号 记 sgn x 。 例 如 就 1 ,2，3 三 个 整数 和 将 其 排 成 3 ，1，2 的 晒 序 

， 则 过 逢 排列 简 记 怎 ( 3 , 1, 2 ) 。 由 蕉 各个 排列 需要 用 到 十 个 换 位 (上 2, 3 
一 (1, 3, 2) -> (3, 1 2) , 或 者 四 个 换 位 (1, 2, 3 一 (2, 1.3) 一 (2, 3, 1) -> (3， 

2, 1) 一 (3, 1, 2) 才能 做 成 ,因此 其 符号 局 1 。 我 们 可 以 将 反对 和 带 人 性 表 过 成 

要 求 此 张 量 在 变数 ( 或 指标 ) 被 重新 排列 时 所 取 的 张 量 值 (成 分 ) 正好 等 

怜 原 来 的 张 量 值 乘 以 此 排列 的 符号 。 


司 题 2.18.1 假设 x= (i …… ;i ) 是 (1 ，…… ,7 ) 的 一 个 排列 
。 定 闵 r 之 这 转 数 (number of :inversions ) 镶 Sr=5Si 二 Sy 二 + 十 $5， 
， 其 中 sa 代表 满足 8 < < 及 ip > ia 之 fi8 的 个 数 。 由 於 1 需 最 小 ,所 以 
s: = 0 。 一 般 而 言 ， 粮 有 sc < ac 。 试 司 明 下 列 四 种 性 质 : 

如 果 责 个 排列 z 恰 pg 只 相差 两 个 郑 接 数码 之 间 的 换 位 ， 则 sx 与 
SA 只 相差 1 。 

(b) ”如果 ia 性 1 8 之 关 夹 著 人 《 个 数码 ， 则 ua 纲 ip 之 换 位 可 以 溪 过 
2K+ 1 个 郑 接 数码 间 的 换 位 来 得 出 。 

(CC) 如 果 zx 与 上 过 十 个 排列 只 相差 fc 奥 ip 站 两 数码 之 间 的 换 位 ， 而 
且 如 果 站 十 数码 间 夹 著 个 数码 。 那 床 sx ~- sp 必定 等 於 某 个 小 於 或 等 论 
2 大 + 1 的 奇数 。 

di 将 rx 有 排 列 搬 在 (1，…… ,7 ) 过 排列 之 上 ， 然 后 在 同样 的 数码 癌 
画 一 休 连 接线 。 则 全 部 能 相交 之 连接 穆 的 对 数 正好 等 从 sz 。 例 如 考虑 
(4，1，3,2) ,天 在 加 中 


(4, 1, 3, 2) 
(1, 2, 3, 4) 
有 四 色相 交 的 连 按 粮 。 而 另 方面 由 定 闵 我 们 也 有 : 
5(4,1,32)=0f+1+1+2=4. 


对 於 每 个 s ， 我 们 都 能 定义 反对 称 运 算 ( alternating operator ) 念 
一 个 物 性 映射 牙 , 一 八 'V” ,把 张 量 4 指 定 到 其 反对 移 部 分 A4。 。 定 义 的 
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公式 跟 对 称 化 运算 完全 类 似 ; 对 於 任 昌 ww，，…… ,2v,EV 


{ [| 日 {fs} 


Mo 四 = > sgn(i ,40 0), (2.18.1) 


式 中 是 就 (1 ，…… ;5 ) 的 所 有 5s1! 个 排列 取 和 。 容 易 司 明示 样 定 义 的 4。 
公 十 反对 称 的 。 和 当然 如 果 4 是 逆 亚 张 量 ,我 们 照样 可 以 定 闵 其 4。 。 如 果 
原来 的 4 已 权 是 反对 称 了 , 则 4=A4。。 

对 捡 任 芝 南 个 反对 称 的 顺 闻 张 量 4 与 8B 我们 就 用 下 式 来 定义 他 们 之 得 
的 外 生 (exterior product ) : 


AAB = (4 ® B),, 


下 面 着 克 个 有 关外 午 的 性 抽 都 可 不 的 广 得 : 


(a)) 车 合 律 : (4A BAC = AA(BA COC). 
(b) 反 交 换 律 : 设 A 久 Pp 次 ，B 角 gg 次 , 则 必定 : 


AAB= (-1)BAA. 


”因此 特别 对 於 任 莫 a ,8 EV" 我 们 都 有 a 八 B=-8B 作 a。 
CC) 分配 律 : (4 + BAC= AAC+ BAC. 


党 我 们 在 万 理 反对 称 的 张 重 时 应 设 直 接 就 运用 外 积 运 算 以 及 其 各 种 性 
质 最 吉方 便 。 如 果 人 秀次 还 要 回 到 张 量 乘 槛 来 考虑 的 蓝 ， 常 会 复 得 反而 嘛 烦 。 

如 果 {。'} 是 了 * 中 的 一 组 基 ， 则 反对 称 张 量 空间 人 "7* 中 的 一 组 基 
可 以 葵 需 es 人 …:A < ， 其 中 指 村 协 角 衣 格 滤 增 的 数码 : 


1<i<...<igd. 


就 dimY*= 3 的 情形 来 藩 ， 人 "Ye*, 人 :1 rw 人 :Fr 及 人 :7 之 礁 数 
分 别 需 1， 3，3，1 。 通 时 由 於 A:Y* 与 入 YV*， 篆 则 往 三 条, 我们 有 可 能 在 
其 间 蒂 当 潜 定 某 种 同 构 的 居 作 。 等 到 第 2. 22 季 时 我 们 和 将 透 过 中 内 积 的 
烙 的 很 自然 的 半 引 出 来 一 个 特别 的 同 构 映 射 。 事 实 上 如 果 eye: ;ec 局 Ts 
的 一 组 基 ， 则 o 入 ea es A el 及 sl 和 人 2 构成 人 ?VV* 的 一 租 基 。 把 过 两 盘 基 
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按 自 前 近 秩 序 相对 应, 此 即 若 (i,/, 上 大 ) 久 (1,2,3) 的 一 个 偶 排 列 ， 
出 取 ete> ef 入。 这 样 的 对 麻 就 竣 出 所 要 的 同 榴 映 射 。 将 南 个 上” 中 的 
向 量 取 其 外 积 ,然后 再 按 运 同 构 上 映射 对 应 回 耻 ”中 来 ， 则 所 得 的 运算 就 是 
通常 三 厅 向 量 分 析 中 大 家 所 熟悉 的 有 向 积 ( cross product ) : 


re 人 ef = (Gobs 一 aabajs2Aea + (asby ~ aipba)jesA el + (aibs — ap )elA a? 
el 2 £23 
-ee 人: aa as = (ase)x(b,e’) 
1! 6; | 


只 有 在 雄 数 角 3 时 ， 外 积 才 对 次 到 有 向 禹 。 因 角 当 打数 d 关 3 时 人 入 'V 
之 雁 数 等 众 C*=d(d -1)/2 关 d 。 可 是 如 果 就 积分 的 理论 来 看 过 种 外 
巷 的 葬 合 肆 实 是 有 向 积 观 念 最 合宜 的 推广 。 


习题 2.18.2 ”对 从 任 血 rer*, gs 人 ?VV*, mwxer, 试 征 : 


TA Mv, w, XxX) = [7(v)0(w, x) 十 T(w)O(x, v0) + T(x)0(0, w)]/3. 


君 题 .18.3 诉 

4= e1W el e, 十 es 人 el 人 ee 
试 求 其 对 称 邵 分 4, 以 及 反对 称 部 分 4。。 在 道 宛 ee,,e,,e， 有 没有 必要 需 
铬 性 无 居 ? 4 是 否 可 写成 4. 及 A。 之 和 3? 


如 条 2.18.4 中 的 一 租 元 素 2v,，…… ,ys 局 穆 件 无 天 的 充 要 条件 角 
TAN AD 天 0. 
如题 2.18.5 设 {et} 角 VV 中 的 一 租 基 而 且 4 4 ， 试用 向 量 3e, + es 


十 2es 十 2e4， 4e! 十 9e。 十 7ea 十 ea 以 及 —2el 十 3e2 十 3ea 一 3e， 彼此 食性 
相关 。 
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加 是 2.18.6 假设 "是 Y 中 的 非 圭 向量 而 feEAV 。 则 vv 和信 /= 0 的 充 
要 条件 是 存在 8 皇 人 :了 使 得 f= v 八 8 (提示 : 取 一 组 以 v 角 其 e， 
的 基 { es] 来 考虑 ) 。 


习题 2.18.7 (Cartan 引 理 ) 设 {e,} 角 V 中 的 一 租 基 。 若 v,EV， 
f 一 pp 9 p 满足 条件 p> eAD 三 0 多 则 必定 存在 一 些 实数 4,， 了] 
zk 一 > de; 以 及 A = Axn: 
fml 
如 果 存 在 ，…… ，Vs 二 了 使 得 4 和 人 "7 可 以 玫 成 人 = 人 人 …… 

人 ob， 则 说 4 进 个 张 量 是 可 分 解 的 (decomposable ) ,否则 的 话 4 就 不 可 
分 解 。 

属 题 2.18.8 假设 dimV < 之 3 , 则 每 一 全 4EGATV 都 是 可 分 解 的 。 可 是 
如 果 了 的 礁 数 大 於 3 ， 而 {e,} 是 一 租 基 , 喜 苦 明 21 人 ez 十 es 人 es 不 可 分 
解 。 


司 题 2.18.9 假设 4 人 "7 ， 则 4 篇 可 分 解 的 充 要 休 件 是 A 人 4 = 0 。 
或 即 对 人 於 任 匡 四 侦 数 码 1, 7, ,jf，, 以 及 j, 都 有 : 


AifiA1213 — 4diya hji1a 十 AifsAiits = 0. 


敬 题 2. 18.10 假设 A4E 入 'V ， 试 斑 4 角 可 分 解 当 且 唯 上 : 
iatall dyas1a 一 AiiiaflaAfiisle 十 Aiiizls 41ifafa 一 4tttaft 4yiyafa = 0. 
如题 2. 18. 11 和 将 上 面 南召 题 之 车 果 推 广 到 4 和 人 "的 情形 。 


性 题 2. 18. 12 就 共 每 一 个 4E 八 “~'V 都 是 可 分 解 的 。 
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窜 题 2.18.13 下 面 所 收集 的 一 些 人 性质 涉 及 V 中 子 空间 与 外 代数 之 间 的 月 
位 。Grassmann 在 最 初 的 时 候 斌 是 从 慎 些 性 质 出 发 而 建立 了 人 外 代数 。 然 后 
使 用 站 外 代数 来 研究 子 空 间 的 性 质 。 

(a) 假设 厂 是 Y 中 一 个 2 条 的 子 空间 , 试 栓 八 玉 是 八 "V 中 所 有 可 分 
解 元 素 的 一 个 一 检 的 子 空间 。 

如 果 工 是 人 "Y 中 一 灯 的 子 空 间 , 而 且 其 中 元 素 基 坊 可 分 解 ， 则 必 
定 存 在 V 中 一 个 少 灯 的 子 空间 琵 使 得 正好 有 = 作 ?W 。 

现在 今 六 及 天 都 是 站 的 子 空间 ,其 妈 数 分 别 篇 PP 及 gg ,假设 we 信人 ? 
Wxe 和 入“X wz 0xz¥0, 则 有 : 

(CQ) 么 C 丽 当 且 唯 管 人 存在 一 个 可 分 解 的 元 素 》 满足 = x 八 y》。 就 问 
? 可 以 如 何 的 自由 玩 择 ? 

(dd) 革 站 WW= 0 当 且 难当 入 x* 关 0 。 

() 如 果 基 NW = 0 则 w 八 * 构 成 人 ”*'(W+XX) 中 的 基 。 

0) 斌 枉 W= {veEV|v 作 作 v=0}。 


恰 题 2. 18. 14 假 股 BB 是 个 (0 , 4 ) 型 的 张 量 ,对 於 任 车 六 中 的 元 素 ，， 
多 满足 录 人 你: 


Blv, wp, w) = 一 Bow v, v, w) = 一 Bo w, w, ?). 


g 假若 > 人 w = xx 人》 ， 评 性 Blv, wp mw) = B(x,y, x,)). 
tb 这 个 8 对 共 前 面 十 个 杰 数 是 否 一 定 会 具有 反对 称 人 性 ? 


狠 题 2. 18.15 我 们 可 以 把 作用 於 T; 上 的 对 称 运 算 以 及 反对 称 运 算 都 看 
成 根性 映射 多 ff : T3 一 73， 因 此 可 以 将 其 解释 念 张 量 9 ysT73 

起 就 了 ,中 的 一 秀 基 来 窟 出 张 量 GZ ,x 的 各 个 成 分 。 又 未 明 对 大 
每 一 租 基 其 所 得 成 分 基 相 同 。 

了 假设 弘 量 C ET, 之 成 分 对 从 每 组 基 都 同样 ， 试 改 必 定 存 在 实数 
a ，P 使 得 C = a9 + Be 
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2.19 行列 式 

外 代数 所以 能 在 积分 理 葛 中 大 有 用 处 的 主因 在 众 它 具有 自动 产生 行列 
式 的 特色 , 因此 在 座 郴 转换 时 就 自动 的 使 相 氏 垂 障 之 行列 式 出 现在 式 中 。 

首先 如 果 多 是 个 一 维 的 向 量 空 间 , 则 任何 一 个 从 琵 到 丈 的 稳 性 转换 就 
等 於 对 古 中 之 向 量 都 乘 於 某 一 实数 。 因 此 道 时 其 喝 闪 1x 1 方 阵 根 本 就 可 
看 如 一 个 实数 。 我 们 将 吉 千 果 应 用 到 一- 礁 的 空间 人 了 之 上 ,其 中 照 属 惯 
dimV=d 。 

假设 4:7Y 一 上 是 个 急性 映射 ,我们 可 以 用 下 小 将 A 延 拓 成 反对 稳 庇 
量 空 间 之 上 的 线性 映射 4: 人 ?VV 一 和信?V 


4 AAADp)=4D AAA Av, (2.19.1) 
其 中 上 2 篇 任意 正副 数 ,而 5,，…… ;Vp 骗 V 中 任 营 元 过 。 这 样 的 延 拓 就 冉 


敌 同 人 然 延 拓 (homomorphic extension ) , 而 仍 记 坊 4 。 又 当 户 = 0 上 时， 
直接 定义 4aca= <c， 其 中 后 人 了 = 尽 信 任意 元 素 。 


定理 2.19.1 对 类 每 一 个 糠 性 映射 4:V 一 了 ,此 存在 唯一 的 同 态 延 拓 。 


证 明 了 到 |!e:l 需 ”中 的 一 组 基 。 任 给 1 < …… < i 定 闵 人 ”7 上 
的 绿 人 竹 映 射 在 其 中 的 基 元 素 之 上 坊 : 


A(e, 人 Ae,) = Ae A:::AAe,, (2.19.2) 
请 参照 定理 2.5 .2 。 显 然 若 要 (2 .19.1) 式 满足 , 则 对 办 基 向 量 (2.19.2 
) 必须 满足 ， 因 此 同 访 延 拓 只 可 能 有 一 个 , 就 是 我 们 大 (2.19.2) 式 所 和 给 
和 的。 现在 对 从 任何 的 v= ale，， 要 发 明 (2.19.2) 式 所 定义 的 映射 健 实 


能 满足 (2.19.1) 式 的 要 求 。 
申 於 外 积 满足 类 合 与 分 配 律 , 所 以 有 : 


D1 人 人 Dp = afi:. -ae 人 "A ej,. 


注 番 在 但 和 中 不 网 得 有 fj， < …… < 7，， 基 至 当 天 有 时 也 不 见得 会 ja 
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关 j8。 但 是 只 要 适 和 党 集 该， 而且 使 用 外 积 的 反对 称 性 我 们 就 可 以 把 v， 7 

- Av, 表 成 八 玉 的 菇 {fe 入 …. A es, [< < 之 入 性 组合 ， 其 中 各 
个 保 数 就 是 2， 人 入 …… 八 Vv, 之 成 分 。 可 是 实际 上 北 不 用 那 友 麻 烦 。 我 赔 欠 
需 运 用 (2.19.2) 式 以 又 4 的 和 粮 性 就 可 以 计算 4 在 乓 AAAe 所 服 归 全 
。 因 垮 由 和 粮 人 性 40= 0， 则 若 < 关 8 时 je=7J8 ， 那 愿 en 和 AAAe 一 0 
就 使 得 4e 入 …'A4ei = 0。 因 此 只 需 考 丰 所 有 ja 都 互 不 相同 的 情形 。 
和 时 如 果 使 用 排列 < 能 把 7，…… 7 换 成 让 增 的 数码 i，…… 1 ， 负 有 : 


4(e 人 人- Aeh) = 4(+eaA 入 en) 
= 士 4(el 入 A 人 ep) 
= +Aen 人 -Ade 
= Ae,A-:...A Ae,,. 


其 中 着 x 和 镶 偶 排列 则 取 正 号 ， 秦 角 奇 排列 则 取 仙 号 。 既 然 已 王 明 可 以 把 
(2.19.2) 推广 到 任 芝 大 序 的 ii,，…… ，; ip， 则 由 蒜 性 立即 得 : 


A(VIA--:.Av) =A(all:..adpren 人 He@,) 
= 0 .dr Ale; 人 人) 
= di:.. :arAe;, A:.:AAe,, 
= (Aaiie )A:: :A(Aapres,) 
= Av:A.:.:..:AAv,. 口 


主 : 前 述 之 定义 和 与 定理 题 然 障 即 可 以 修改 而 滴 用 於 较 一 般 的 绿 人 性 映射 
4:Y 一 到 © 


定理 2.19.2 假设 A:V->V 镶 入 性 映射 。 和 将 如 之 同 驴 延 拓 限制 到 和信“V 
上 考虑 时 其 桔 果 就 是 以 4 对 任何 一 租 基 {et j 的 方 陈 之 行列 式 值 来 乘 以 


e, 人 …… 人 es。 特别 就 看 出 ( 1,1 ) 型 之 发 量 4 的 矩 阵 之 行列 式 是 个 不 
热量 。 
启明 有 友 {e:l} 坑 中 一 租 基 ,， 则 ee 人 …… 人 es 是 八 ‘V 的 一 和 粗 基 。 


因此 定理 所 蓄 的 可 高 优 : 
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Ale1 A:.:A es) = det (ANe, A:::A ea 
其 中 4ey = 有 4;e，。 但 是 由 於是 个 同 驳 延 拓 ,可 得 : 


Ale! 人 “人 es) = 4421 和 …… 六 Aes 
2 Alie,, 入 人 dael。 
= Ali...Ane, 人 .人 eu， 


坦 儿 的 和 一 共有 d” 伪 项 。 可 是 那 种 有 两 偶 i 相同 的 项 可 以 去 掉 ， 因 篇 根 
本 其 外 入 念 畦 。 所 有 剩 下 的 项 就 翻 Fd1 个 ，(1，…… ， 4 ) 的 每 一 种 排 
列 ( 1，…… ,i ) 都 会 出 现 。 可 是 每 一 项 中 的 e， 人 和 …… 人 eu 可 以 一 直 
换 位 而 移 成 e, 入 …… 人 ee 的 厌 序 ， 其 中 所 引入 的 符号 就 是 遂 撞 列 的 符号 
sgn (fs ， fie ) 。 而 得 生 : 


AlerAwAed) = 2 人 人 io) ) (2.19.3) 
: ei 人 …… 人 ev 
笨 锡 的 傈 数 正好 就 是 方 障 (4 ) 的 行列 式 。 口 
避 题 2. 19.1 名 武 性 在 4(e, 人 ……… 人 ee) 中 es 人 人 …… 人 4 项 的 傈 


数 就 是 从 (4; ) 中 去 掉 第 一 行 及 第 一 列 而 得 出 的 地 行列 式 什 。 
(b) 藉 车 考 钻 


Ael A:::A ea = Ae, A Les A +::.A en). 


献 求 取 行列 式 det ( Ay ) 就 其 中 第 一 行 的 展 随 公式 。 


一 个 儿 性 映射 4 :了 一 的 行列 式 就 定义 售 4 就 任何 一 组 基 的 对 唐 方 
阵 之 行列 式 det 4= det(4f+) 。 


系 1 @ 假 股 4 与 8 二 镶 V 到 了 的 术 性 映射 ， 而 4。B 塌 其 合成 映射 。 
试 吾 det (4oDB)=(det4)(det 了 了)。 
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人 雨 个 正方 形 和 矩阵 之 和 菜 积 的 行列 式 等 於 各 侦 行 列 式 之 缚 和 炽 。 


八 明 设 e 忆 入 “VV 角 一 个 基 , 出 


(AoB)e=A(Be) 


= A (det Be 
= (det B)Ae 
=. (det BMdet A)e. 


但 是 另 方面 (4oB)e=dat (A4oB8)s。 ， 央 此 四 得 省 。 取 VV 中 一 组 基 而 考 
碟 4 ，B8 的 年 障 表 示 ,容易 看 出 多 也 成 立 。 口 


君 是 2. 19.2 ”在 上 面条 1 的 省 明 喜 我 们 用 到 如 下 的 精 果 : 合成 觅 射 4。 
B8 的 同 熊 延 拓 会 等 锥 4 与 BB 个 别 同 能 稀 拓 之 合成 觅 射 。 试 区 明道 结果 产 指 
出 在 那 一 步 苞 用 到 坦 千 果 。 


有 系 2 如 果 我 们 把 一 个 牌 障 (47 ) 之 行列 式 看 成 是 其 行 向 量 Cl = (44)，..， 
Ca 一 (Ao) 之 画 数 ， 此 即将 行列 式 寓 成 : 


det (41) = f(C,..., Cs) 


风 壹 个 瑞 数 f 是 由 下 列 六 性质 所 决定 : 

@) f/f 及 dd 重 入 伯 。 

tb) 如 果 某 个 行 向 量 重复 十 次 出 现 ， 则 三 之 值 必 定 仿 团 - 换 悦 之， 将 
用 个 行 癌 量 互相 交换 会 使 /的 值 改 内 符 号 。 

fc) 全 等 甜 障 (2,) 之 f 值 希 1 。 


证 明 将 d 个 行 向 量 看 成 是 丸 ” 示 向量 空 间 瑞 的 元素 ， 则 多 与 中 貌 明 
f 是 个 R” 上 属 (0,d ) 型 的 反对 称 张 量 。 或 即 f EE 入 “RR"* 。 但 是 道 空间 
角 一 检 ,因此 了 由 其 对 应 於 任何 一 组 基 之 成 分 ， 即 一 个 实数 所 决定 。 半 样 
由 可知 f 是 唯一 决定 的 。 口 
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召 题 .19.3 假设 4:V 一 V 镶 入 性 映射 ， 则 4 也 可 以 窜 解 释 成 般 一 全 
迷人 性 映射 4”:V 一 VV ”。 事实 上 我 们 就 任 秋 vvEVR 有 RevVv*M<Av， 
r>=<v ,A*r > 来 定 闵 A* 。 使 用 (2.19.3) 或 其 他 方法 征明 det 4” 
= det 4 。 过 个 4”* 称 含 4 之 对偶 映射 (dual adjoint ) 或 转 置 映射 人 


transpose ) 。 


2.20 人 又 椒 性 形 


所 鞘 让 上 的 光 录 性 形 (bilinear form ) ( 或 变 缚 性 形式 ) 就 是 一 个 
(0，2 ) 型 的 闯 量 ， 此 即 一 个 要 入 性 函数 5 :7 xyr 一 尺 。 根 据 第 2. 12 季 
所 述 ,过 样 的 画 数 可 以 用 两 种 方法 来 看 如 一 个 粮 人 性 映射 : 


六 :太一 六 ”或 者 8，: 太一 太 


特别 如 果 在 V 中 取 基 {e, | ， 而 赦 { *: } 镶 V* 中 的 对 个 基 , 而 有 :b= 
bs’ 多 :以 及 = v'es 它 VV。 对 时 : 
biv 一 biv, ze7 
= (br)e, 


ba = DeKD ef> 
= (buv)e. 

使 用 古典 的 请 首 ,从 具有 成 分 仿 w ”的 向 量 ! EV 映射 到 具有 成 分 篇 
vy = bwv' 之 向 量 b,v EV” 的 运算 就 称 角 使 用 到 入 人 性 形 5 来 把 v 之 上 标 
降 角 下 标 。 示 样 的 运算 除非 我 们 能 重新 把 降下 来 的 下 标 上 升 需 上 标 ,否则 
就 没什么 疙 闵 。 换 如 之 ， 我 们 必须 考 虞 能 具有 逆 映 射 的 5 。 

如 果 ,具有 逆 映 射 ， 旧 膏 5 是 非 退 化 的 (nondegenerate) 双 和 线性 形 
。 我 们 使 用 下 面 的 定理 来 说 明 过 性 摘 的 重要 性 : 


定理 2.20.1 一 个 俊和 综 人 性 形 2 储 非 退 化 的 充 要 人 条件 需 : 
(a) 对 从 每 个 不 等 於 零 的 元 素 v 所 了， 存在 了 中 某 侦 元 素 w 使 得 5b( 
vv， ww)0 0 或 。 
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中 ”之 成 分 所 构成 的 矩阵 ( 5 ) 是 个 非 奇 婴 甜 障 ， 此 即 其 逆 年 嘲 存 
在 ,或 即 其 行列 式 非 久 需 。 或 : 
C) 5， 具有 逆 映 射 。 


斌 明 对 从 基 {et} 及 {ce') ,映射 5, :V 一 V” 之 对 应 矩 障 久 (bw) 
, 至 於 喘 射 ,之 矩阵 则 饲 5, 之 策 阵 的 转 置 。 可 见 人 条 件 人 名 潜 CC) 互相 等 价 。 

现在 假设 b， 镶 非 退 化 ， 则 对 基站 中 每 个 非 雳 匹 素 ! 钳 有 2 和 关 0 。 
因此 当然 存在 元 素 wEVYVY 满足 <w,b.v> 关 0 ,或 即 :b(v,w ) 关 0, 因 
此 人 条件 人 @ 成 立 。 

反之 ， 假 设 @ 成 立 ， 上 则 对 於 VY 中 每 个 v 关 0 ， 都 存在 某 侦 w EV 使 得 
《w biv> 二 b(v, w) 对 0 ,因此 必定 5,5 关 0 。 可 见 5b， 把 非 适 元 素 映 射 成 
非 雾 元 素 。 男 方面 由 从 dimV = dimV* , 可见 ,是 个 同 构 映射 。 口 


我 们 对 兄 不 预 利 讨论 最 一 般 的 色 牧 性 形 ， 而 只 来 限制 於 考 虚 对 称 的 或 
者 反对 称 的 汉 和 性 形 。 但 是 应 记得 任何 人 党 狠 件 形 都 可 写成 一 个 对 称 的 及 另 
一 个 反对 称 的 河和 综 人 性 形 之 和 : b= 6,+ 56。, 其 中 : 


bv, w) = [blv, w) + Pw, /2， 
balv, mw) 一 [op w) 一 bw, v)]/2. 


礁 题 2.20.1 试 瑟 (4&,, ) 的 行列 式 东非 篇 b 的 一 个 不 变量 。 但 是 过 行列 
式 不 骗 尖 ,或 者 镶 正 角 负 御 是 不 法 量 。 


悍 题 2.20.2 举例 襄 明 健 管 5 本 身 坟 非 退 化 ， 但 是 有 可 能 其 95, 及 5b。 御 
同时 苷 可 能 念 退 化 。 ， 
习题 2.20.3 假发 (65”) 是 (54 ) 之 逆 垂 障 。 斌 区 前 述 使 指标 从 上 到 下 
的 运算 之 逆 运 算 可 以 栓 忆 y 一 2 = 2 。 任 车 张 量 的 指标 ， 都 可 以 使 
用 按照 类 似 方法 加 以 上 异 或 下 降 。 试 证 将 5 "之 指标 下 降 的 精 果 所 得 到 
的 就 是 00， 。 


148 第 二 章 张 量 代数 


2.21 二 次 形 

一 个 让 上 的 二 次 形 就 是 一 个 以 了 和 元素 坑 灵 数 的 二 次 不 更 量 ， 换 车 之 
就 是 上 上 的 -一 个 二 次 和 多项式。 对 蕉 每 一 个 二 次 形 9 就 可 以 指定 一 个 对 称 的 
全 稼 人 性 形 定义 需 : 


blr, w) = [gv + mW) 一 4 一 gw]2. (2.21.1) 


蝗 倒 过 来 对 伶 每 一 个 对 稳 的 劝 各 性 形 5 都 可 以 指定 一 个 二 次 形 ( quadratic 
form ) 9 定义 如 下 : 


qv = bt{v, 0) (2.21.2) 


习题 2.21.1 误 嫩 上 面 (2.21.1) 和 与 (2.21.2) 两 式 可 以 互相 导 引 出 来 
。 假设 其 中 一 个 就 可 得 到 另外 一 个 。 


使 用 V* 中 的 基 {。'} ,可 以 将 9 葵 成 4 = an eu >》， 其 中 傈 数 
具 对 称 人 性 Qty = Ajo 有 时 不 妨 就 篇 单 写成 


4 二 Quye'e!, 


其 中 是 将 : * ”看 成 各 两 介 Y 上 实 值 线性 画 数 的 乘积 。 另 方面 如 果 我 们 将 
e's! 看 瓜 厌 构 向 量 。 及 。’ 的 对 称 积 , 则 同一 形式 的 公式 就 代表 其 指定 
的 鲁 禾 人 性 形 45 ， 央 入 由 Qi = yt 而 有 。 


b = aue'el 
Ce 3 «/), 
Ge HB el + e! 2) 


= aie! ve ei, 


如 果 对 於 每 个 v 关 0 都 有 4v > 0 ， 姑 襄 仁和 个 二 次 形 g 具有 正定 性 ( 
positive definiteness ) 。 遂 时 也 把 由 9 所 指定 的 劝 红 性 形 5 称 镶 正 定 
的 。 大 家 所 熟悉 的 正定 的 二 次 形 之 实例 就 是 三 奏 欧 扶 空 间 圳 的 无 向 积 : 
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g(aei+ 人 + ck)=+ b+ ce,. 


过 时 如 果 探 用 单元 正 交 基 1:j,k ， 基 此 二 次 形 之 矩 障 表示 镶 单 位 和 佐 障 或 
便 等 乍 嘲 ( 5 ) 。 男 外 滥 有 如 下 定义 : 
一 个 二 次 形 g 骗 : 
(al ” 员 定 (negative definite ) 如 果 对 蕉 所 有 2 和 关 0 和 有 qz< 0 。 
(b) 半 正 定 ( positive semidefinite ) 如 果 对 於 所 有 的 诗 有 2&zy 2 0。 
CC) 半 负 定 如 时 对 拱 所 有 的 > 符 有 9 和 0 。 


同样 适 些 术语 也 可 以 用 来 描写 对 称 的 多 烷 人 性 形 或 者 其 徐 库 成 分 。 反 正 
就 用 其 对 奈 的 二 次 形 之 性 质 来 决定 就 是 ， 有 时 我 们 把 一 个 非 退化 的 对 称 包 
入 性 形 称 角 内 积 ， 但 是 有 时 内 积 是 指 更 强 一 点 要 求 必 所 具有 正定 性 才 算 。 


定理 2.21.1 一 侦 正 定 或 负 定 的 公 生 性 形 必定 是 非 退 化 的 。 


立 明 对 从 每 个 2 关 0 ,都 有 2(v ,2 ) 关 0， 因 此 党 然 存 在 w( 取 
w= vv 就 可 )， 使 得 56(v,w) 关 0 。 根据 定理 2.20.1 (a), b 就 是 非 退 化 
的 骏 铬 性 形 。 口 


实例 在 R 上 可 以 考虑 如 下 的 二 次 形 : 

(8) ”正定 的 二 次 形 : q(%, 让 = 二 x 十 六 

tb) ” 负 定 的 二 次 形 : 4 = 一 x 十 xy 一 J 
)” 非 退化 但 佣 不 是 正定 也 不 是 灸 定 的 二 次 形 : 


Ce 


q(x, y) = xy = #[xX + Co) 或 94xX,y) = x yy 
(d) ” 半 正 定 的 二 次 形 : 4(%, 7) = i. 


加 是 .21.2 武 辟 一 个 非 退 化 的 半 正 定 或 半 负 定 二 次 形 一 定 也 是 正定 的 
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或 负 定 的 。 


考 虚 VV 上 的 健儿 性 形 5 , 如果 &b(v,w) = 0, 则 膏 v 及 wv 互相 己 站 或 
证 交 ( orthogonal ) 。 如 果 " 与 自身 正 交 ,此 即 : b(v,v)=0, 则 v 称 
色 5 的 一 个 零 长 向 量 ( null vector ) 。 如 果 8 具 正 定性 或 负 定 性 , 则 5 只 
有 一 个 震 长 向 量 ， 就 是 中 的 0 。 反 之 如 果 b 只 具有 单独 一 个 适 长 问 量 0 
， 那 订 5 必定 是 正定 或 负 定 的 ， 过 就 是 下 面 的 : 


定理 2.21.2 假如 5 不 是 正定 也 木 是 负 定 ， 则 存在 一 个 不 等 伶 0 的 5 的 
零 长 向 最 。 


全 明 假设 5 不 是 正定 的 ， 那 麻 就 存在 某 个 v 关 0 使 得 b(v,v) 过 
0 。 同样 , 既然 6 也 不 是 负 定 的 ， 因 此 存在 某 个 ww 关 0 使 得 6(w,w) 之 
0 。 现 在 取 志 两 向 量 巡 缚 上 的 向 量 : 


zz 一 cp 十 (1 一 aw0<a<1ji 


所 有 温 些 向 量 都 不 入 圭 ， 除 非 > 与 妈 正好 和 缚 人 性 相 果 而 有 : > = Bw ,过时 
ab, DD)=PDwW, w=0, 但 5(v,v) 达 0 ， 所 以 (2)=0 而 已 经 得 
性 。 再 回 到 >” ，w 入 性 无 舌 的 情形 , 这 时: 


b(z, 2) = ob(v, 0) + 2a(l 一 cp ww) + (1 一 c)2b0(0w w) 


是 关於 a 的 圳 态 画 数 ， 当 = = 0 时 其 值 b6(w,w) 0， 但 是 当 a= 1 了 时， 
其 从 5(v .vv ) 达 0 ,可 见 必 定 存 在 某 个 a 值 使 得 :56(z2,z)=0，, 但 是 
前 个 z 关 0 。 口 


在 三 厅 的 葡 反 向 量 空间 器 i , j,k 过 三 个 向 量 构成 一 组 正 交 单 无 基 ， 
此 即 直 三 向 量 披 此 正 交 , 而 且 每 个 向 量 均 坊 单位 长 。 使 用 吉 种 正 交 单元 基 
能 纹 简 化 戎 多 的 计算 。 但 是 所 以 有 芝麻 方便 的 基 存 在 是 因 篇 我 们 考证 欧 氏 
空间 , 其 中 有 人 无 向 积 交 逢 自然 的 内 积 运 算 存在 。 因 此 我 们 自然 急 著 会 问 ， 
如 果 所 考虑 的 是 随便 的 一 个 向 量 空 间 V ,其 容 数 角 ad ， 那 磨 对 於 六 上 给 定 
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的 一 个 对 称 公 和 线性 形 ) 是 否 一 定 存 在 一 组 正 交 单 元 基 呢 ? 换 次 之 , 是 否 于 
在 下 中 的 一 租 基 {e:] 满足 6(e, ,es ) = 04 。 答 案 是 在 过 问题 中 人 条件 要 
求 得 太 多 了 ，, 央 需要 是 省 样 一 租 正 交 单 元 基 存 在 的 疾 ， 那 褒 就 必须 具有 
正定 性 。 需 了 过 笛 故 我 们 想 答 出 一 个 比较 袖 的 单元 向 量 的 定义 ,以便 上 酒 
的 闽 题 可 以 弱化 一 些 。 

我 们 设 一 组 基 {e。} 对 从 5 是 正 交 童 元 基 如 果 下 列 两 条件 满 四 : 四 当 
ff 了 时， P(e: ,ej )=0 ;(b 对 认 每 个 i ,，6 (es ,es ) 之 值 ( 演 名 不 
取 和 ) 或 坑 土 1 或 元 0 。 

遂 些 5 (e，,, ee ) 的 值 就 称 篇 3 之 对 外 缘 项 ( diagonal terms ) 。 如 
果 bb 除了 对 角 纱 项 之 外 其 他 成 分 背 镶 震 ， 央 说 对 蕉 近 租 基 {e，) ，4b 版 对 
角 精 形 。 对 僚 答 定 的 5 设法 求 得 一 组 基 使 得 8 可 以 取 对 角 租 形 的 做 法 就 是 
做 和 将 对 角 稳 化。 如 果 我 们 在 V 中 有 了 一 组 正 交 单元 基 ， 那 座 寻 此 其 出 p 
所 指定 的 二 次 形 9 的 形状 雁 得 非常 简单 。 对 於 任 悉 ， : 


dv = 之 pe en(o >. 


因此 就 是 v 之 成 分 " ”的 平方 和 内 盖 。 可 上 在 7 中 求 取 正 交 单 元 其 的 过 程 
也 可 以 说 成 将 g 之 形状 化 简 成 一 些 平 方 之 和 与 差 的 过 程 。 

就 一 组 正 交 单元 基 {e, } 而 首 ，, 我们 车 将 5 解释 成 从 V 到 V* 的 映射 
b ,或 6，， 则 他 们 均 角 简 旧 的 映射 ， 因 久 过 时 他 们 的 算 阵 篇 (6(e,, 2,)) 
。 因 此 若 {。 } 是 {e 的 对 偶 基 ， 则 5,e, 或 需 。 ,或 角 一 。' 或 角 雾 ， 
由 56(e,,e,) 之 值 决 定 。 另 外 由 5 之 对 称 人 性 可 知 5, = 5,。 反 之 如 果 be, 
= ,一 上 ,0 三 者 中 的 一 个 ， 那 床 过 租 基 {e,} 当然 是 正 交 单元 基 。 

接 下 来 要 证 明 本 季 的 主要 定理 , 襄 明 正 交 单元 基 的 存在 人 性。 如 果 限 定 
b 镶 正 定 ( 或 者 限定 篇 负 定 ) ,那么 使 用 面 接 求 反 对 角 和 粽 化 的 Gram- 
Schmidt 做 法 我 们 另外 可 以 给 出 壹 定理 的 别 征 伍 明 。 


定理 2.21.3 对 蕉 了 上 的 每 个 对 称 的 允 和 烷 性 形 思 必定 存在 一 组 正 交 埋 元 
基 。 对 於 六 中 任何 一 组 正 交 单 元 基 我 们 可 以 计算 5 之 对 角 乱 成 分 中 正 一 -， 
和 负 一 或 等 的 个 数 。 过 三 个 数目 对 於 正 交 单 元 基 而 言 都 是 不 攀 量 。 
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或 明 我 们 对 於 耻 之 厅 数 gd 使 用 距 和 组 法 来 证 明 。 常 4 镶 1 时 ,局 或 者 
4b = 0 , 则 可 以 取 任 严 基 就 都 是正 交 单元 大 ， 吕 或 者 存在 某 元 素 f， 使 得 
b= (f/f1 ,f/f，) 了 0 。 演 肝 只 需 取 e,=(1/V 1544|)f, 则 立即 可 以 算 
出 (se )= 士 上 上， 因此 {1e,} 就 是 店 正 交 锯 元 基 。 

接 下 来 假设 在 (4 一 1 ) 灯 或 更 少 灯 数 之 向 量 空间 上 每 一 信 对 姑 的 狼 糠 
性 都 具有 一 租 正 交 单元 基 ， 现在 考 让 一 个 4 灯 空 间 Y 上 的 一 咎 粹 定 的 2 。 
假设 8 = 0 ， 那 厌 Y 中 任何 基 都 可 栅 坊 正 交 单 无 基 。 假 设 了 源 0 ,我 们 要 
性 明 Y 中 一 定 存在 某 候 元 素 5 满 足 6(v,v ) 关 0 。 因 篇 5 尖 0 就 表示 存在 
? ,WwEY 使 得 56(v,w) 关 0 ,更 在 价 若 b5(v,v)=0 双 Xb(w,w)=0 
则 可 得 : 


blv + w,v + w) = bs, 0) 4+ 2b(y, w) + Mw, w) 
= 2b(v, w) ¥ 0. 


而 知 我 们 所 言 不 奸 。 网 此 命 vEV 涨 足 4a=b(v,v) 尖 0 而 定 束 : 


er 一 TT? 
则 立即 可 计算 得 Mes, es) = +i. 
现在 取 了 内 = 以 一 {weylaow= 人 0 ,就 是 由 所 有 恰 > 互相 正 交 夸 
垂直 的 向 量 所 构成 的 集合 。 对 於 任 苞 e 王 民 以 及 am, 生机 都 有 : 


blv, aw) = cz， wi1) 一 二 全 
Dblv, wi 十 Wa) = bo, wi) + blv, wa = 0 +@=§, 


可 昂 auwik 钰 太 以 及 zw: +2: 生 克 ， 因 此 瑟 是 偶 子 空间 。 当 然 内乱 wy 怪 本 所 
以 斥 坑 上 中 的 鞭子 空间 , 或 即 dim W < d 。 天 时 把 8 限制 蕉 本 有 蛙 仍 答 出 本 
上 的 一 个 对 称 爸 线性 形 ， 根 据 昨 和 绍 法 假 届 ， 本 中 存在 一 组 莽 ce ，…… e ,， 漠 
是 Wet en = 08 ,其 中 ,j= ,上 而 4a: 二 1, 一 1] 友 9 。 现 在 要 
征明 大 =d 一 1 ,而 e,,…… ,es 合 在 一 起 柳 成 中 的 一 息 正 变 龟 元 基 。 
通史 由 於 对 礁 所 有 i <4 都 有 5(e,,，es)=0 ,因此 e，……，er，ves 

过 些 向 量 互 相 正 交叉 此 人 坑 单 无 秆 一 点 没有 问题 。 简 下 只 和 需 慎 哨 他 们 榴 成 VV 
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的 -- 组 基 就 可 ,得 是 由 从 大 .+ 1 ， 所 以 只 震 种 及 他 位 生成 整 伪 ” 怠 可 
o。 设 XEV 而 有 惨 : «= bea, Eajb(x, en; 半分 v= Be,， 则 由 De ， eu ) 
一 而 村: 


M(x 一 ee, D) 一 B{b(x, ed) 一 xp(eu ez)} 
= Bb(x, eaNl 一 eu ea)’) 
户 


一 < 


可 内 XX 一 seaE 取 。 因 此 存在 任 数 < 满足 X= 2f.10e@ + me ， 而 已 村 
讨 酒 {e:} 能 生成 栎 个 了 。 

接 下 来 入 性 明 对 角 季 成 分 Det，eeo)=4 中 正 数 ,负数 及 等 的 假 数 
乱 少 的 不 李 量 而 跟 止 交 单 无 基 之 愤 取 无关 ,我 们 就 来 试车 对 他们 和 给 出 不 玉 
量 的 定义 。 

‘a) 90 之 个 戏 其 实 就 古 b 之 需 空 间 : 


N= fw|Ar,w) = 0 籼 记 有 w EV 成 立 } 


之 厅 欧 。 事实 上 带 些 其 49 之 zi; 合 在 一 起 检 成 六 的 一 租 共 。 内 篇 对 从 
任 疾 志 EEN， 克 二 克 '0，， 内 此 对 任 盔 数 兢 i 都 有 : 


0 二 (ery 2 
一 上 (el ,we,) 
=Ww'b(e,,e,) 


二 加"Q; (不 取 和 ) 


j 吕 若 at 天 日 风 其 保 数 w'=0 , 摸 语 之 wv 单 是 那些 其 &4 -=: 0 之 2 的 著作 
起 全 -反之 胡 归 ai =0， 阳 er，0)=8(0ei，a 7 ) = Qi 《不 到 合 

= 0 ， 央 此 e, 短 在 用 空 间 之 中 。 

bb， @i 一 1 之 般 数 是 的 一 个 检 大 的 正定 子 裤 六 了 间 的 和 维 数 。( 除非 2 是 
下 定 的 文 者 六 奥 定 的 ， 不 然 间 樟 的 入 大 子 空 间 花 不 见得 唯一。 但 是 在 听闻 
其 其 上 具有 轿 定 性 归 子 空间 中， 必定 售 有 基 个 子 空 疝 其 灼 数 秀 直 大 上。 
全 凡是 运 样 的 一 侦 子 空间 ， 调 {e, 是 下 中 的 一 组 正 委 钊 无 起 而 县 其 狂 鲁 
交 沼 的 经 过 调整 使 得 ce = 1 aid0 若 和 > 大 而 到 计 移 由 
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e，…-… et 所 生成 的 子 空间 。 则 对 蕉 任 匡 的 EX ，2= v'er, 其 中 当 i 
> 上 时 v'=0 o。 温 上 时 


blv, o) = 之 人， 


因此 除非 v = 0 ， 否 则 到 粮 是 个 正 值 。 因此。 在 反之 上 坊 正 定 的 。 根 据 下 
的 玩法 我 们 有 : 


dmW> dmX=k. 


现在 定义 如 下 的 映射 4: 玉 一 半 。 姑 任 碍 we W, w= wie, 肥 Aw = 
Ztf-1 wiel 。 显 然 4 是 铬 性 映射 。 假 车 Aw = 0 ,， 则 对 於 所 有 的 工区 大 都 有 
2 一 0 0 因此 。 


b(w, w) =BGvtel re 
= Wiwiat0b 
纸 


> 
= | {wa 
, 先 本 


< 0 


得 是 因 坑 当 i > 上 时 a: 达 0。 但 是 5 了 在 W 上 具有 正定 性 ,可 昂 w= 9。 因 
此 在 委 件 映射 4 之 下 单单 只 有 一 个 零 向 量 叙 遇 和 村 骗 堆 , 温 证 明了 4 是 个 从 
WW 映 进 六 的 同 权 鼎 射 。 而 有 


dim WW < ddim 


这 就 证 蛙 dimW= dim X= 此。 

(CC) ai= 一 1 的 个 数 是 5 的 一 个 株 大 的 奥 定子 空 间 的 条 数 。 其 注 明 方 
法 完全 类 仅 藉 外 中 的 人 航 法 。 

得 样 我 们 就 证 明 完 界 整 个 的 定理 。 口 ] 


4ai=0 之 个 数 ,或 妈 0 之 需 空 间 的 厅 数 称 坊 8 之 替 化 度 ( nullity ) 。 
也 G, = 一 | 之 个 数 稀 岛 b 之 指标 数 ( ind ex ) 9 后 以 Z 和 之 。 我 们 称呼 
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d 一 dim N 一 21 角 b 的 记 就 ( signature ) ， 因 此 少 的 记号 就 是 ai = 1 之 
个 数 与 6b 之 指标 数 的 差 。 

论 到 上 面 有 关 正 交 单 元 基 之 存在 人 性 的 证明， 在 其 中 用 如 级 法 按 步 的 设 
法 构造 出 一 组 基 来 。 示 种 构造 法 在 下 列 情况 时 可 以 簿 接 凡 公式 塌 出 ; 如 时 
已 烃 答 出 一 盘 不 见得 是 正 交 单元 的 基 { f,} ,而 5 对 台 基 的 成 分 已 知 , 而 
且 假 设 &8 具有 正定 性 或 奥 定 性 ， 则 在 上 面 寻 求 满足 $(v,v) 关 0 之 元 素 
v 的 证 明 就 可 以 省 略 , 因 镶 任 意 v 关 0 都 可 以 用 。 这 时 可 以 就 取 5 来 当做 
f，。 然 化 就 每 一 个 f， ,i <4d ,运用 x 一 aes 全 W 之 公式 来 得 出 W 中 的 
一 租 基 。 事 湛 上 说穿 了 通 只 不 通 是 Gram~Schmidt 正 交 彰 元 化 沈 程 而 已 。 
重新 以 公式 高 出 ,假设 5 镶 正 定 而 {ff1} 驴 一 租 基 ,上 服 : 


= fh, 
Bg2 2 有 — [Bb(fs, 81)/b(g1, sis 


-5 [WwW 8 OCS8n SS87- 


出 gs 彼此 互相 正 交 南 且 入 性 无 居 ， 因 坟 /， 可 以 用 他 们 来 写 出 来 。 最 人 后 吉 

= i/vV ob(g:,&t 1s81 ) 而 联 et = aig， ， 狐 得 出 一 租 直 交 单元 基 来 了 ,我 
四 把 所 有 的 &， 全 找 岂 来 ， 然 全 调集 体 加 以 单元 化 。 但 是 芝 然 也 可 以 入 入 
一 个 并 始 泽 个 单元 化 ， 接 下 去 可 做 下 一 个 的 正 交 化 及 单元 化 , 而 有 如 下 的 
公式 : 


i~1 
g: = fi— 2 bh, eyer. 
j=1 


如题 2.21.3 假如 VY 中 地 空间 WW 娄 的 每 一 个 元 来 ww 都 满足 5(w,w)= 
0 ， 天 膏 玉 是 5 的 等 万 子安 胸 ( isotropy subspace ) 。 
a) 假 坡 矿 角 等 方 子 空 间 而 祥和 念 零 子 空间 ， 则 古 + 入 仍 坑 等 方 子 空 浊 。 
了 b) 假设 ss 是 5 的 记 屿 ,划一 个 么 大 等 方 子 空间 的 条 数 角 
(d-ls|l+dimN)/2 
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C) 人 息 直 90 六 引 一 妇 二 妇 一 好 是 届 ” 上 的 一 个 二 次 形 ,， 划 其 等 方 
子 宇 简 就 十 -个 天 锥 上 称 过 共 夺 点 的 让 和 妹 。 所 有 过 些 让 和 线 称 坑 此 轩 双 的 生 
成 线 或 母 录 (gsenerator) 。 如 果 考 虞 以 9 = 0 镶 方 程式 的 交加 继 , 则 和 仔 音 
婚 遇 图 铂 质 点 而 落 在 赔 键 内 面 的 直 笋 都 是 标 大 的 复 定 子 空 间 。 至 於 任 巧 通 
吉 页 点 而 不 鼻 六 欠 有 任何 其 他 交 是 的 平面 则 坟 标 大 的 正定 子 空 脱 。 


习题 2.21.4 ” 特 二 次 形 9(C0 罗 缮 = 好 +J2+xz 化 和 成 一 些 平 方 项 之 
和 与 差 。 拷 出 一 组 正 交 钊 元 基 ， 将 计 算 4 之 指标 数 ,记号 以 及 其 寺 化 庶 。 


如 题 2.21.5 假设 ? 跟 c 念 六 上 之 对 称 双 乏 人 性 形 具有 同样 的 指 樟 数 以 及 需 
化 度 。 献 证 归 存 在 基 { ei } 及 { f,，， 使 得 6 对 前 者 以 及 对 和 全 者 所 得 到 
的 成 分 台 一 一 相等 : he ey) = cU 亡 ) 。 在 天 亚 义 之 下 我 们 就 训 指 标 数 及 
因 化 度 构 成 对 称 又 季 性 形 之 一 - 租 完全 的 乱 此 不 相关 和 约 不 变量 。 


专题 2.21.6 假发 5 是 Y 上 0 一 个 正定 或 鱼 定 的 允 线 件 形 ,而 假 订 v2,， 
ee ;Vt 是 一 钥 互 相 正 交 的 章 壳 向量 。 试 蓉 这 组 向 量 必定 互相 入 人 性 钨 所 。 
如 果 单 般 设 6 需 非 退化 ,这 性质 还 能 成 立 否 ? 


2-22 Hodge 之 对 偶 性 
在 第 2.18 节 我 们 已 经 注意 到 只 要 和 给 出 三 蕉 空间 入 !R* 与 八 RR' 之 间 
的 -一 个 适当 问 构 对 谭 ， 那 座 尺 : 中 的 有 向 积 就 可 以 看 如 外 积 。 在 本 航 中 让 
们 要 进一步 推广 过 种 问 构 的 娃 巍 。 就 像 R” 中 的 人 情形， 反 些 都 跟 户 千 丰 岗 。 
首先 我 们 注意 人 到 在 4 雁 向 哨 空 间 V 之 上 的 反对 答 比 量 空 亲 之 和 新 其 炊 数 
有 一 个 明显 的 对 称 人 性 : C; = Cs_，。 因此 我 们 就 在 每 一 组 同 厅 数 的 反对 和 福 
收 量 空 周 中 建立 Hodge 类 算 如 下 : 


*: 人? 一人“ TV 


我 们 便 产 强 襄 明 * 的 定 闵 法 芷 广 明 它 是 个 间 构 映射 。 这儿 我 们 都 假设 VY 中 
已 墟 给 定 一 个 具有 正定 性 的 内 积 5 。 辣 时 VY 中 也 葵 定 一 个 符 瑶 (orienta- 
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tivon ) 。 过 儿 所 虱 一 个 和 任 号 就 是 由 人 “YY 中 的 非 老 无 素来 葵 岂 。 
当中 有 了 一 个 符号 ,我 们 可 以 将 中 所 有 有 序 的 基 ( 5rdereG basi: 
) 区 分 成 两 类 : 第 一 条 是 具有 症 种 符号 的 ， 男 一 类 则 在 。 一 和 组 有 诺 基 〈《e， 
i es) 如果 满足 El 八 …… 八 Ca = abg ,其 中 >0， 则 地 过 和 组 基 是 花 在 
9 床 答 的 符 流 中 。 题 然 如 果 w > 0， 则 2 与 ag 所 答 的 符号 相同 ;我们 也 
可 以 和 万 有 沙 在 一 个 符 号 之 中 乓 有 序 基 的 集合 全 体 认 马 就 是 过 个 符号 。 注 
对 到 符号 中 的 任何 十 祖 有 序 基 之 问 的 关 坏 方 障 之 行列 式 值 必 定 需 正 。 随 使 
Y 中 的 南 租 有 序 基 ， 如 朱 其 关 59 转 换 方 障 过 行列 式 值 储 正 ， 那 育 这 羡 租 有 
序 基 或 者 同时 都 落 在 此 符号 中 ， 或 者 同时 都 不 在 过 符号 中 。 丰 上 号 有 霜 个 
符号 ， 知 把 2 所 代表 的 称 坑 正 号 ， 则 一 8 所 代表 的 就 娃 做 负 改 。 
击 在 假 届 了 中 已 经 葵 定 一 个 符号 ,而 识 ( e,，……，es ) 明 落 在 此 符 
贱 中 的 一 棚 正 交 哩 无 有 序 基 ， 风 我 们 称呼 e， 八 …… A eq 垮 适 壬 共有 符号 
而 以 6 篇 其 内 积 之 向 量 空间 V 中 的 体积 元 素 ( volume _ element ) 。 注 样 的 
体 复 元 素 是 蕉 一 的 , 央 坟 假 巩 【六 ，…… , fa ) 是 障 俩 另外 一 组 落 竺 站 
符号 赴 的 正 交 单元 有 序 基 ， 旭 : 
fi = aie,, 
DLA f;) 一 6 
= blares, arex) 
= atatble,, ex) 


= atardnx 
h 
= atar. 


可 吕 (as ) 的 转 置 方 阵 ( 41 ) 正好 就 是 (cy ) 之 逆 方 际 。 或 即 (ae; ) 是 个 
正 变 方 障 。 而 有 : 
det (3,,) = 1 


= det (af) det (a;) 
= [det (cj ， 


因此 det (ay ) 或 需 下 蕊 和 伟 一 1 。 但 是 (三 ~ fe)R{(e,, > ，e ) 
钳 落 在 上 的 符号 中 , 因此 dettay)>0 而 得 det(ay)= 1 。 而 有 


fA Afs = det(al) oA- Aes 
二 BA 人 


合用 一 组 差 在 VY 之 符号 中 的 有 序 基 (ee, ，…… ,#4 ) 我 们 对 於 每 仙 P= 
0 ,1 ，-…- ,9 归来 共 出 Hodxge 还 复 的 定义 。 首 先 我 们 在 人 入?V 中 立即 可 
以 着 谨 一 粗 相 风 的 基 es 入 和 人 zc 和 < ip。 若 导 取 7， 
使 得 


(Ts "Tr lp J "1 .六 -中 


正好 是 (1 Gd) 的 一 个 假 排列， 则 定 闵 


*r(ca 人 Aei) 一 上 AAAen (2.22.1) 


然后 将 兆 人 狂 的 延 拓 而 定义 到 坚 偶 人 ?7Y 之 上 ，。 现在 只 和 需 证 明 通 榜 所 给 * 
的 定 雯 二 有 序 其 ee，……，eu ) 的 焉 取 扰 关 。 坊 此 我 们 如 法 将 Hodge 运 
算 > 分解 成 一 些 奥 基 之 愤 到 无 中 的 喘 射 之 合成 。 

(3) 莅 9=el 和 信人 …:Aen 则 定义 无 人 ?太一 (人 4-2 太 )* 如 下 : 


(Zr 一 xxA 其 中 xeE 人 ?VV ye 人 sr? 


@b) 其 次 再 定 我 CGI(A“ 1 一人) 如 下 :总 Te) 有 坑 丰 中 任意 一 
租 基 而 {e。 } 壤 其 对 油 基 。 则 fs 和 Assna<: < 认 入 入 *(V*) 中 
的 一 和 组 基 。 而 {fe 入 …Ae 坊 人 YY 中 之 一 租 基 ,因此 其 从 (人 了 ) 二 
中 之 对 偶 基 若 记 和 集 {ew} ， 则 定义 Ce = ci 和 A...A 人 ek 。 然 后 以 烷 
性 将 G 延 拓 到 整个 空间 。 运 样 所 定义 的 G 是 与 基 的 吐 反 无 天 的 。 因 震 若 友 
六 =4ie 念 妇 外 一 组 基 ， 而 又 设 1 上访 其 对 侦 基 , 则 就 任 悉 AE ( 
和信“V )” 来 路 都 有 GAE 八 'V”, 内 此 GA 是 一 个 反对 移 的 在 VV* 辣 = 玉 之 
上 的 在 重 线性 画 数 。 特 别 来 考虑 4 = ei …h。 如 果 站 < < 以 及 
和 < …… 和 < 期 由 第 2.11 节 以 及 (2.18.1) 式 我 们 可 以 窟 出 : 


CA4(en ， eg en ) = sl 人 人 etr(en ，. . + en,) 
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< 局 Z .3 TCEh。 ， Et > " CE zx > 
1 Bll .Ont 
== i 《en A 信人 ECki A). 
站 式 的 两 四 对 从 2 ，…… ,有 此 骗 反 对 称 ,因此 这 式 子 对 任 匣 AE (A/V )}* 


都 能 成 立 。 慢 模 对 人 於 任 悉 4 我们 又 有 : 


GA0h,, -， fnr) 一 C4(ahiey， 2 a Es) 
一 Ql “a:G A(ey,, "3? ex) 


Ti ht ‘ah Sen Meh en, 4 
a 人 A. 人 a es A> 
1 
= i Ch 和 -A fo,, A>. 


特别 ,加 果 {pn 是 A 人 一 信 有 } 的 对 偶 基 , 则 肥 4= pn 时 上 
式 仍 赎 米 成 立 。 可 是 另 方 面 我 们 彻 有 : 


1 、， 1 
9 人 人 Pp*(fn, ，. ,nx) 一 万 Sal On 


1 1 
一 天; 《Cj 入 fhe p>, 


可 网 Gp 给 pi 和信.… 人 和 人 p* 准 设 是 问 -~ 个 多 重 入 性 两 数 而 必须 徙 此 相 
等 。 遂 就 证 明了 G 的 定 闵 恰 基站 ;让 上 取 其 胃 然 天 。 

XC) 5 是 V 上 非 迟 化 的 对 下: 双 各 性 形 ， 内 此 可 以 将 其 解 构 成 角 一 候 非 
奇 屋 的 线性 映射 :一 了 ” 其 北上 映射 可 以 延 拓 成 外 代数 关 的 同 能 
映 射 而 记 垮 B: 人 “Te -> 人 “了 

更 在 想 痊 明 # = 已 ecCoE ;此 只 需 苯 明 在 一 租 基 {e， 人 …… 人 ej 
之 上 他 们 相等 便 可 ,其 中 《ee，……，,，es ) 是 一 棚 具 屿 的 有 序 正 交 单 元 基 
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。 今 上 =CGE -加 ， 而 且 取 上 ,< 1 < 1 及 Ja 一 如 * 之 定义 时 
的 法 法 ， 则 不 取 和 的 


8 一 ej, A ,人 er， sll 0 
一 (ce AAA ee A es AAA ej, 


可 是 如 果 和， ，……… ， 大: 不 是 了， ;jt 之 排列 的 新， 我 们 也 有 : 


人 AAA Ens el hy = 0 
一 (el， A 人 @,) 和 Cn A 伪作 Er . 


因此 对 於 任意 = ar el AAAeEA 人 N 人 和， 我 们 都 有 : 

《] ek = ey AA ,人 yy, 
可 见 必 定 Fe 和信.…-Ae@, 二 e+ 但 是 根据 定义 Ce 三 ea 入 -人 
so 最 人 后 由 已 之 定义 又 有 : 


尼 efl 人 .人 ef 一 DrieA .人 bi Ye’x 
= €i 信人 J 


而 已 坡 妙 明 在 一 租 基 上 8。G。F 正好 者 等 於 * ,所 以 他 们 放 前 彼此 相等 上 


如 果 考 虑 Hodge 到 算 * 跟 自己 本 身 的 合成 映射 ,就 得 出 对 太 任 意 记 
都 有 *。*: 人 ?了 ~ 人 > 。 事实 上 随 著 p 及 d 的 变化 我 们 能 访 明 ws 只 不 
过 是 人 ?Y 上 的 便 等 映射 或 负 映 射 而 已 。 因 震 如 果 (2,..., ip, 有 ji; .Jx) 是 

(1,…… ,4d) 的 一 个 偶 排 列 ， 则 随 著 乘积 pk = p(d -之 角 偶 数 或 奇数 
Os... i) 歇 镶 (1,，…… ,dq) 之 侦 排 列 或 奇 排列 。 可 网 假如 


(el 人 -人 Bi) = 一 e AAAer 、， 则 有 : 


本 (2，， 六 .人 2 ) = (— re, AAA 人 ci 


人 


因此 我 们 已 醋 性 明了 如 下 的 定理 。 


定理 2.22.1 Hodge 泽 算 * 跟 自己 本 身 的 合成 映射 在 人 7V 上 可 以 写成 
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*o#= (一 1 )” “7, ,其 中 1, 是 人 VV 上 的 便 等 上 映射。 特别 如 果 4 是 
奇数 的 话 那 贬 # 就 是 自己 汶 逆 映射 。 如 果 d 是 偶数 ,上 则 当 和 角 候 数 时 在 
人 ?7 上 * 是 自己 的 逆 映 射 ,可 是 当 p 乌 奇数 时 在 人 ?VV 上 *# 是 自己 之 逆 映 
射 的 杰 号 。 


知 题 2.22.1 在 欧 氏 空间 已 " 中 之 每 点 ，(dx , dy , dz ) 都 是 一 组 除 切 
空 央 囊 的 具 号 的 正 交 单元 基 , 他 们 都 是 上 顺 缀 向 量 。 对 於 不 在 z 轴 上 的 点 球 
夯 座 标 co,，?，2 在 适当 的 限制 之 下 是 一 租 可 接生 的 座 标 系 梳 。 因 此 ( dp， 

ds9 , 40) 也 是 硕 杰 向量 空间 里 的 一 租 基 。 他 们 彼此 购 然 正 交 可 是 件 不 见得 
是 草 元 向 量 。 要 使 他 们 变 成 旬 元 向 量 必须 除 以 逆 构 基 向 量 9/ 3p ,9/69， 
09/09 之 长 度 。 试 计算 过 些 规范 化 的 因子 区 由 此 计算 Hodge 运算 在 八 ' 以 
和 人 上 的 表 束 式 ， 其 中 我 们 使 用 ( do, dr， dl ) 做 镶 人 入! 的 基 ,而 使 用 : 
(dp 入 dg, dp 入 4d0, d0 和 dp) 做 入 入 ' 之 菇 。 

考 丰 圆柱 面 座 标 条 桩 + ,9 ,z 而 进行 同样 的 考虑 。 


当然 在 八 "= 民 之 上 Hodge 运算 * 把 1 映射 到 体积 元 素 : *1 = ei 和 
“人 ea 。 有 反之 在 人 "=R 之 上 则 反 过 来 *(e1 A:…-A@a)= Ye 人 人 ? 

现在 如 时 了 中 所 用 的 二 次 形 上 只 是 一 个 非 退 化 的 二 次 形 但 是 个 不 是 正定 
也 不 是 全 定 ， 那 磨 我 们 可 以 先 把 向 量 空 间 V 的 保 数 域 由 原先 的 实数 域 延 拓 
成 复数 域 。 运 时 如 果 照 以 前 所 答 的 划 义 (el, ……，ev) 角 一 租 正 交 单元 
基 其 中 对 1 冬 7 生 7 都 有 (er，e)=- 1， 因 局 了 是 5 的 指标 数 。 假 发 
六 -一 1 ， 则 就 >7 ，1 近 二 7 而 训 ，(ie .ie e141,...,64) 是 一 
租 正 效 音 元 基 满 号 bien iey) = Wee ex) = 1 。 因 此 我 们 就 可 以 按照 前 面 已 
课 届 的 方法 来 答 出 Hodge 运算 的 定义 。 可 是 过时 有 可 能 * 会 把 一 个 实 向 
量 喘 射 成 一 个 复 向 量 ， 就 如 下 面 的 必定 所 示 。 


知 题 2.22.2 在 特殊 相对 论 味 头 所 考虑 的 了 时空 违 续 区 ( space-time 

continuum) 是 候 怀 ”,， 其 中 以 ; ,，y, 2z ,1 人 垮 座 模 而 且 在 须 入 向量 空间 上 
具有 一 个 其 指 桂 数 筷 一 的 二 次 开 。 就 此 二 次 形 而 盲 ，(dx，, dy,，, dz，, idt ) 
构成 一 租 正 交 单元 基 。 关 此 过 有 :的 体积 元 素 鲁 idx 入 dy 人 dz A dt 。 试 使 用 
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入 ,人 人: ,人 :中 的 实 基 向 量 dx, dy, dz, dt, dx 入 dy，…... 等 等 来 计算 其 上 的 
Hodge 这 算 *。 


2.23 堵 极 形 


一 个 反对 短 包 根性 形 之 和 狼 ( rank ) 就 是 能 完全 表 过 过 急 棕 任 形 之 最 少 
的 向 量 个 数 。 一 个 反对 称 的 (下 上 的 ) 仙 和 线性 形 8 可 以 补 看 如 和 人 7” 中 的 
元 素 。 如 果 能 金 单 用 se ，…… "上 “来 麦 违 ， 则 我 们 可 以 不 管 任 何其 他 的 
:“ 而 表 成 整 侦 基 的 如 下 租 合 : 

b=buet@e 其 中 b=0 除非 ij<r 
= be! A es, 由 葵 by = 一 bjn 


其 中 除非 i ,7 过， ,否则 bs = 0 。 另 外 由 基 5 = 一 by 所 以 有 第 二 个 等 
式 。 因 此 在 定 闵 秩 时 把 表示 成 张 量 乘积 或 者 表示 成 外 积 的 写法 其 实 都 无 
所 疆 。 

现在 假设 5 之 秩 角 7? 而 今 太 表示 由 , …… ,se 所 生成 的 子 空间 ,， 则 
5 所 人 :到 。 假设 上 角 任 何 满足 2k> > 过 条 件 之 整数 , 则 上 5 自身 的 上 重 ( 
kk fold ) 外 积 : 


A“*b=bA.-.-:.Abe 人 WW 
必定 等 於 霉 ， 而 已 径 蔗 明 : 
定理 2.23.1 假设 6 之 秩 角 + 而 2k>r , 则 有 八 b6=0。 


现在 假设 ee ，…… EP? 角 入 性 无 般 而 我 们 版 . 
b = cl 人 82 十 a3 人 ef 十 .十 e227 -上 人 ES2P， 
则 如 自身 的 旋 重 外 入 人 坑 : 


人 ?六 = plel As 入 .和 esp 大 0 (2.23.1) 


2.23 料 纽 形 763 


办 此 根据 定理 2.23.1 ,5 之 秩 ?f 之 2Pp 。 可 是 6 是 由 甫 28 个 向 量 折 表亲 
出 来 ， 因 此 放 总 7 < 2 六 ， 而 已 么 证 朋 : 


定理 2.23.2 假设 。*,…… ,。” 彼此 穆 人 性 无 关 ， 划 反对 称 健 穆 人 性 形 
户 =eltAe2z 十 eaAes 十 -. -+ezp-LAe2p 之 秩 正 好 仿 2z 。 


属 题 2.23.1  ” 试 证 公式 (2.23.1) 角 蔷 。 


炊 炽 假设 之 秩 坊 +* ,而 ，…… ,e” 满 足 如 下 天 你 : 
b= > de! 人 Ee), 
1 
其 中 6G =aj: 闫 0 。 旭 可 和 将 如 就 s 集 项 ， 担 就 。” 集 项 入 等 等 ， 而 和 将 其 
高 成 : 
b= er A D1cy de’ + et A>2<fG2ye! 十 
+e 八 ( 不 合 el,e ,ee' 之 项 )+ we 
二 sl1Ag! 十 ce2Ap2 十 单 含 e:， se ,E 之 项 


其 中 P 单 售 。 ，… ,之 项 ,， 阶 9 = ae + 9p”, 其 中 p' 也 日 含 。，… 
,5 之 硕 。 浴 寺 若 取 c=1/a ,前 cy'-cp*=e: ,而 得 : 

b= sl 人 gl 二 cpl 人 gq? 一 Cp 入 ?十 单 含 6...,e 之 项 
{e: 人 “92) Ag1l 十 单 含 ce . 。.， e” 之 项 


一 cl Ae2 十 b;, 


ll 


其 中 ,之 秩 访 7 一 2 。 机 纺 使 用 道上 方法 可 得 对 於 每 个 整数 大 满足 2k 
的 话 ， 能 特 了 户 成 : 


p= ctAa2 十 aaAat 十 … 二 ae Aaee 十 bx, 


其 中 之 秩 久 7 - 2k 。 过 样 一 站 做 直到 > 一 2K4= 0 或 者 { 。 可 是 bu E: 
和 八 了 ”之 秩 不 可 能 局 1， 央 入 在 人 “YY* 中 能 表 访 单 猫 一 个 a EV* 之 租 合 
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的 元 素 只 本 能久 八 a = 0 之 倍数 。 送 样 已 可 大 械 完 成 了 下 面 的 : 


定理 2,29.2 假设 5 是 一 个 反对 称 的 他 旨 性 形 其 秩 仿 + ， 则 如 下 事项 或 


Yr : 
( 7 是 个 偶数 而 可 窟 成 >=20 。 
全 ”存在 狠 性 无 怖 的 元 素 。!，…… ,se ?使 得 : 


上 =elAesptl 十 ec2Acp+2 十 .. .十 sp 入 2 


CC A” 2=0 而 局 时 人 ?0 尖 0 。 
qd) 当 我 们 将 《看 成 一 个 物性 淆 数 :TY 一 Y ”之 时 其 像 域 凡 2 裕 ， 


证 明 全 各 除了 他 只 外 都 已 从 前 面 论 及 。 过 兄 只 需 证 明山 。 和 将 {e | 
扩充 以 成 篇 Y” 中 的 一 租 基 而 取 {e:j 需 其 认 了 中 的 对 个 基 。 则 得 : 


piei 一 (elA 人 ep+L 十 .十 e A eiP)ie 
= $e Be el Oat. et 


(he'*? 若 i<p 
一 。 ~—$e'- 7 若 i>p 
lo 若 [ > 2p. 


由 5b ,在 一 租 基 之 上 失 取 的 值 而 生成 的 空间 就 是 8, 之 像 域 。 因 此 这 像 域 项 
然 由 8 ， ws ,5 了 所 生成 of 


对 ”在 基 的 仔 意 杷 动 之 下 一 个 反对 黎 的 劝 舟 人 性 形 之 唯一 的 不 炙 量 号 是 这 到 
各 性 形 之 百 。 此 即 ， 假 发 上 后 c 均 拒 反对 称 的 仙 系 人 性 形 ， 旭 在 TY 中 存在 基 
1e 及 {fi11 使 得 b(tet,2,))= 一 Cc(f;,，/，) 党 日 唯 沪 4b 现 Cc 之 牧 相 等 。 


一 个 具有 栋 大 秩 之 反对 称 双 牧 性 形 稳 镶 一 个 刻 香 形 ( symplectic 
form ) 。 因 此 和 党 了 坑 偶 数 时 其 和 铁人 怖 d ,而 党 4d 角 奇 数 时 其 秩 角 4 一 1 。 
对 惟一 个 科 租 形 所 肥 的 一 租 亿 息 基 ( symplectic basis ) 就 是 了 # 中 
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可 以 将 5 表示 成 如 下 形 钛 : 


b= elAeti+-..+ ed he?. 


的 一 组 基 {+ 。 

两 租 本 组 基 之 问 的 转换 方 阵 必 须 满足 某 些 特定 的 关 傈 。 就 像 关 锥 一 个 
正定 的 二 次 形 之 十 租 正 交 单元 基 之 阅 的 由 换 方 阵 必 须 是 一 个 正 交 方 阵 一 楼 
。 十 儿 所 谓 正 交 方 障 就 是 满足 44*= 了 的 修 件 ， 其 中 4* 代 表 4 之 畏 圳 广 
陈 ,而 了 自然 是 信 等 方 陆 。 

入 了 要 找 出 基 之 转换 方 障 所 满足 的 天保 ， 我 们 过 儿 要 先 引入 一 种 方便 
的 取 科 价 用 法 。 注 普 这 多 在 基 的 转换 方 陈 之 下 所 考 寄 反对 称 双 入 性 形 之 了 
出 形状 5 = Yi et A ei+? 始终 保持 不 严 。 我 们 蒜 下 列 各 类 的 数码 在 各 自 
的 镇 域 中 课 化 : 


,j= 1,...,p, 

h,k=p+1,....2p 

m,n=2p+l,...,d 
«= 1,...,d. 


对 隆 於 台 些 数码 我 们 能 钓 将 基 桩 换 方 阵 分 解 成 如 下 的 韧 状 部 分 : 


上 了 BB 
D 中 4 = (af),，B = (的 ，C = (ch), ..….. 等 竺 
EF 


因此 车 新 茶 基 分 别 久 {9*} ，{ es“ ， 则 其 问 的 天 傈 优 : 


7 = dle! + Che + ene"™, 
: . ke 
p= bfe' + der + fie", 


9 ”一 gae 


可 是 妇 采 我 们 使 用 新 基 上 时 仍然 保持 6 = 2 凡人 mp ” ， 划 必 须 
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Pp 
b= > (are! 十 Ce 十 ese™) 六 (by*?e’ 十 di + nek 十 ft ?en 


| 
MN 


[ak +Pe A 十 cidL+7? en 人 2 十 eu fs+? enhAger. 


+ (od¥*? — by+rci)et Aet + (otfH+? — be ?es)e' Ae" 
+ (CXf¥*? — dktres)er A en + eXft+renAe"] 


?》 
一 > es A ertp. 


将 上 式 中 。' 八 e ，i < 项 之 保 数 取 贸 相等 可 得 


下 
> (arby*? — br*?ay) = 0. 


下 1 


但 是 当 i = 时 以 及 党 了 < i 时 (由 反对 称 性 ) 上 式 照 样 也 都 成 并 ,因此 
可 以 将 其 写成 垂 阵 的 形式 : 


AB* ~ BA* = 0. 
同样 蕃 著 比 较 # 人 *, st 人 em 以 及 入 er 的 保 数 可 得 如 下 的 矩 障 方 程式 : 


AD* — BC*=1, 
CD* — DC* = 0, 
AF* — BE* = 0, 
CF*— DE* =0. 


由 苓 (RS )*=S*R" 我 们 立即 可 计算 得 : 


(¢ 中 人 Dr —B*\ /AD+*— BC* -AB* + BA* 
—C* 4 CD* ~ DC* cp" + D4*) 


-人 
= 小 


) 之 过 惠阳 坊 = ( 2 2 


| 。 此 外 我 们 
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F* F* _ Fr » 
这 有 A ， 因 此 (gx)=4 1(_E) 二 0 ,或 即 上 让 *:. 0 
，E*=0 ,也 下 是 E=0,F=0。 


A 28. 


c p) 的 28 x 22 和 矩阵 厂 如 果 其 逆 夭 阵 镶 : 


一 个 取 形 状 如 ( 
?Cs ( Dp” -2 A,B,C,D 的 第 陋 
一 多 和 9 ‘ X Ln E 
(8 4 ) _C+* a ) 内 中 pxp 
则 襄 如 是 个 料 租 站 隘 。 


定理 2.23.3 能 钢 使 得 一 个 其 秩 坊 2 之 反对 称 双 义 性 形 5 之 正则 形状 
b = ie 人 et+? 保持 不 始 的 基 转 换 乍 障 就 是 一 个 其 形状 伪 


n 
( 9 
的 甜 障 ， 其 中 妃 是 人 2p x 2 的 料 粗 惩 障 。 


合 题 2.23.2 武人 必 绊 纽 矩 阵 之 乘积 以 及 料 可 矩 踢 之 逆 垂 阵 攻 仍 垮 料 粗 垂 
陈 。 请 直接 以 计算 苯 明 之 ， 也 同时 由 基 之 改换 而 考虑 之 。 


如 是 2.23.3 一 个 复 年 阵 避 =4+5B( 其 中 4 ，B 角 实生 阵 ) 如 果 其 道 
第 障 可 以 表 久 U7! = U* = 4* 一 iB* ， 旭 只 巡 是 个 么 正 (unitary ) 征 隘 


A 
。 试 汪 如 果 碳 = (“4。 4 ) 同时 角 料 租 答 障 也 角 正 交 答 障 ,必定 4 


B 
B A 


A B 
iB 镶 么 正 。 反 之 ， 如 果 A+ 18 和 角 么 正和 矩阵 , 则 必定 ( 4 ) 同时 


B 
新 租 由 障 也 驴 正 交 和 矩阵 。 
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第 二 章 准 题 提示 
2.1.1 着 时 性 质 纪 不 见得 成 立 , 因明 0(3,1)=(0.3,1)={0,1) 关 0。 
2.1.3 对 於 VF 中 的 元 素 (X,，y) ,其 负 元 素 ( 一 X* ,一 》) 不 在 了 中 ，。 


男 名 如果 QQ 一 0, 央 Q (X,Y) 就 不 在 V 中 了 ,因此 实 保 数 的 笑 法 这 算 
根本 没 能 定 闵 通 全 ,因此 VV 非 局 向 量 空 间 ，。 
2.2.3 假 必 


ai (pv, , 0) +e -av 0) + O11(0, 20) + + bi(0, wa) 


则 有 

(GV, + 十 Ci2 bw, + + biwi) 一 0 
因此 各 别 有 

QV 十 … 二 Givi 二 0 及 及 pw + + biwi=0 


向 必定 有 Qt = 0 ，8 j= 0 因 忆 {vt} 在 VV 中 ，{ wj} 在 中 蔡 是 入 性 无 瑚 
的 。 送 就 臣 明 {(2:，0)，(0，,2W7) jj 在 上 X 玉 中 马 籼 性 无 大 。 ， 

2.2.4 家 绩 法 的 起 头 : 当 只 考 睛 两 个 指数 枉 数 ex 短 及 ep ，a 关 68 时， 他 人 闸 慎 
实 奈 性 无 哺 。 因 和 角 假 届 有 


cea 二 pep =0 
加 以 微分 可 得 

aaear 十 Dep =0 
因此 得 到 

alta 一 jec” =0 


但 是 we 和 关 有 ,又 ea 始 迷 不 等 从 盐 ， 而 只 好 CC =0 。 双 知 e 夺 也 始终 不 坑 替 
， 办 此 2=0。 
,3.1 686 = O16 + 二 0468 = 1 + +i=d 
1(0)=f(0+0)= (0)+ /1(0) ,..f(0)=0。 


2 
2.5.1 
2.5.4 假设 A/ {0} = 110} ,又 设 f/(v) 二/(w) , 则 有 : 
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f(v—-w)=f(v)—f(w)=0 


所 以 VV 一 w= 0 而 知 v 一 如 ， 央 此 了 怖 一 对 一 。 

2.6.1 Eje: =6iep =6109g cc ,过 苛 明 了 线性 映射 五 对 於 基 { er j ， 
{ ex} 之 矩 介 表示 坑 ( 0464 ) 。 

2.8.1 例如 取 1e;} ，{ ea } 分 别 代表 六 及 全 的 基 , 对 於 任意 允 糙 性 映射 也 ， 
就 全 ai = 二/(est ,en ) 。 对 任意 2 = vie , 妇 二 wrea 我们 有 : 


f(v,wW) = vw f(er, ea) 
一 VW dea 


一 ( v' ssa) wr 


因此 可 以 定 闵 re :7 了 一 尺 霹 rc(2) = dia， 定 闵 0u : 丈 一 尺 局 0u (20) 
二 WwW* ,各 些 寺 久 线性 映射 ， 而 有 ， 


f(y,wW)= ra(v) lal(w) 


这 就 下 明了 rt 的 98 全体 可 以 生成 L(V , 责 ; 尺 )。 当 站 上 且 太 中 有 一 个 是 一 厅 
向 量 空间 之 有 时 就 是 可 容许 的 特别 情形 , 对 於 f 存 在 一 个 + 及 一 个 9 使 得 
fl(v,w)= rt(v)0 (Ww) 。 

2.11.1 对 任意 zr,9EV”,， (vOw)(rtr,0)=v(rt)w(09) ,但 是 另 方 
面 (wOOv)(rr,0)=w(r+)v(9), 除非 2 与 ww 娘 性 相关 ,否则 过 两 个 全 
是 根本 不 相等 的 。 

2.12.1 <et,e'>=6! ,因此 <，> 的 成 分 就 是 67 。 由 定理 2.12.3 最 
后 所 葵 和 的 公式 可 知 : 


< ,> r= bbye! 
一 bie’ 
= ft 
,r= da’es 
= a'eés 
= 9 
可 见 吉 时 < ，> ， 及 ，> ， 此 需 恒 等 映射 。 
2.12.3 本 型 的 线 量 可 以 解 其 成 VV' 一 VV 的 多 重 狠 性 时 射 。 


2.13.1 Ai=2, A4A;=A:=0;A!=A!=1,A:=3,A:=A!:-= 
一 1 ,4 =0 
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7 一 e+2es ,0 =—-1,4’*=-0,4:=2 
rr 一 Se 一 262 十 ss 9 了 ,一 5 多 b,=—2 多 b,=1 


(a) A(r,v)=A(~e,+2e,, Se!— 2e?+ < ) = 拆 开 计算 = 3 
(b) A.v=Asa’e=(-2+2)e,+(-~2)es+(-1)e, 
= 一 28,— ee， 
(c) Air=Asbie = (10+1)e+(-6~ 1)e+ (s+ 2)e? 
=1le’ 一 7e 7Tes 


1 0 0 
(4d) 从 [feel 到 { 广 ) 的 转换 矩阵 直 ( 2 -1 ， 因 此 可 求 得 其 
0 0 1 
1 0 0 
1 1 1 1s 1 
逆 挫 隧 应 沪 “3 3 3 ， 而 知 p =e "P= + 了 十 了 
0 0 1 
;9 一 6 


, 1 1 i 
(e) 玫 未 :eff ef i E613T /+ 
el=~ 9 ;er=9l+29: 0! 0 
. 2 
所 以 v=-ée,H2e,=~—/, + 了 了 了 十 2 三 ; 


zz 一 5e 一 2c3+e =39: 一 40: + 307 
{f) Bi =Aly',f/)=A(e'!,e te)=A:+A!=2, 
6:=A(y’ ,f/f,)=2A!=0; B=A(yg',/,) -1 


2 ] 2 
B, Aly 六) = ;8: =A(yg ;f/f:1)=2; 


Bi=-2;B'=A(y’,/)=0;B:=-2;B!-!] 


0 1 
他 det (A‘’';)} = |0 3 -1|=-5s 
—1 0 
2 0 1 
1 
det (A’’;) =det( Bi) = 5 2 -2|=-5 
0 一 2 1 


2.23 检 租 形 于 7 
tT( 4) =-S53 tr( 7 ) 5 


(ty A(r,v)}=A( 3 -4d0 +39 ,f+ 了 六 


=- -32+6.i+4:. 一 一 6.:2 一 8( 一 2) 


| 


9 
十 一 。( 一 2) 十 6.1 
2 


= 3 

2.13.2 Ai=A{(p' ,fi) =A(bie!, ate) = byasA(e’, er) 
二 bia:A! ,， 老 感 新 基 广 = e:， Jj:=€ ,其 他 不 多 ， 则 op = £” ,wp = 
:， ,其 他 不 鹿 。 因 此 A1=A(9 ，/1) 二 A(e: ,Ce,) =A: 。 类 似 的 基 
稳 你 看 出 全 部 对 角 和 粮 上 的 项 全 都 相等 。 接 下 来 考 感 基 沟 换 : 


f= el 一 e， 
厂 ,== Cl 十 es: 


其 俏 不 楼, 则 有 : 


pe 
2 2 
i 1 
1 eel-e’ 
’” 2 2 
其 多 不 变 ,因此 有 
| 时 
4 一 4(02 ， 厂 ) =-4( 本 4 一 了 ，e :一 ex) 
l 1 1 
1414 + 二 4 十 二 人 4 
2 2 


所 得 A! = A: ,所 以 知道 41 = A: 。 再 由 4: = A4(9 ， 广 ) 可 得 : 


| 1 
-了 48T+ 了 4 = A 


因此 得 知 4: = 41 = 0。 考 利 羯 似 的 基 变 疾 ， 能 注 明 所 有 非 对 角 粮 项 及: = 
do 
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2.13.3 例如 坡 4 售 (1,，0) 型 泪 量 , 则 有 : 


074 =A'=A(¢y') 
=A(b;s:’) 一 5y4(e 7) 
= biA’ 


因此 (657 一 6;))A4 =0 。 但 是 ( 5b;) 可 以 任意 取 , 伞 知 有 ;使 得 det 
bi -9 5) 关 0 ,或 即 ( 65; 一 56;) 间 局 奇 轩 ,因此 必定 {A = 8 1 页 莹 得 
A = 0 。 其 他 的 情形 可 以 先 收 荐 再 考 蕊 而 得 到 以 明 。 

2.14.3 设 A,B,C 篇 任意 (1,1 ) 型 比 量 ,a ,6 局 任 囊 实数 ， 则 有 : 


(tr) :LHLi2 oR:(A,B)— tri(A,B) 
= trAtrB 


忆 此 


(tr):*(A+B,C)=tr(A+B) trC 
= trAtrC+ trBtrcC 
= {tr)’:(A,C)+tr'(B,C) 
(tr}’(aA,C}= tr{aA)trC 
z atrAtrC 
一 wtr (4，C) 


| 


对 於 第 二 笨 因 子 亦 然 ， 故 tr 坊 乏 性 而 需 二 次 不 光量 。 

2.15.1 考 感 基 沟 横 : f,=el+e, ,f=e, ;P=é' ,yp = 一 上 十 
ce ; 则 有 : A!=A(9g',f1)=A!l+A!; A:=A:; 4 一 一 Ai 一 
41+4+4 一 -41+4 ;A:=—A! +A: ,由 条 件 A: = 及! 所 以 
A: =A: — A! 。 

可 是 如 果 者 感 f ,= Ee, 一 es ,f=e, ;P= pi 一 e+es， 
则 有 : 4: = 4A! 一 A! 3 4=-4 ;A:=A!-Al+A:-A:=-A:- 
A: ; A: = A!: + 4: 。 由 杀 件 4 A! 所 以 A! = A! - A: 。 
从 车 之 ， 已 经 莹 明 A! = 一 A , 所 以 必定 4! = 4: = 0 。 网 榜 刘 於 任 
意 基调 首都 有 4A! = A: 。 因 此 : 
0=A:=—-A!+A: ..A!=Ai=a 


向 杂 得 4=al 。 


2.23 和 桂 燥 形 于 >3 


l 
2.16.2 ,ix 6 (Aixr + Airs i Aytr 十 ye + rey 二手 51 ) 


2.16.3 由於 在 & 个 指标 中 可 以 重 复 选取 ” 个 指标 ， 因此 其 园 法 就 相 昔 办 符 
d +r 一 1 个 指 想 中 园 出 + 个 不 同 的 指标 之 选 法 ， 就 是 组 台数 


CQ 十 和 一 1)1! 
Crdrr -lyr) te” 


s{qd,r)})+s({d+1,7r—!1) 
Cid-r-1,r)+C(d+r—-l,7r— 1) 
(d+r~-1)! (d+r—1)1! 
rlfd—l1)! ( 7 一 1)121 
(d+r)|! 
rd | 
=C(d+r ,7r) 
= s(d+t1t,r?r) 


2.15.6 所 有 A = A,,., = =0 
听 有 有 ,i = 二 As = A = A =Ass = A =0 

我 们 有 六 个 锋 立 的 : A ,4 ，4a， 人 :on » A ,A 

通 叶 其 他 有 六 个 4,， =— A, ; A = A ， , Asn = — A 

最 后 考 著 三 巾 指 标 都 不 同 , 则 有 两 个 独立 的 人 A 及 有 ss 

其 他 四 个 可 表 志 : Ais = 一 4 ; 4 三 一 4 

4 =Asm + dom ; Ass =— A — A 

2.17.1 三 偶 指 标 相同 则 442 = 一 4 ,所 以 A ”=0 

十 个 指 标 相 同 : 

(a) A'™ 一 一 42 ,，..A' "=0 

(4 -A = 一 4 = 


三 偏 指 柜 互 办 : 
A ~-— A 一 有 A" 一 A 一 4 A 一 一 1328 
过 1 -0 
所 以 4=0 
2.17.3 不 妨 训 7 == QT 十 + Qi-iT” ”代入 了 立即 得 起 。 


2.17.4 由 (3) 有 4 ki， 十 如 or 十 二 避 
由 茯 了 ,了 ,上 , /代表 任意 指标 ,就 按 秩 序 特 其 输 痢 三 次 得 : 
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rr 二 det 十 er =0 
Axiisi + Art + Arrty = 0 
Aiyii + ALssy + ALiys 一 0 


和 将 如 四 式 相 加 ,又 使 用 性 质 (了 ) 及 (2) 可 得 : 


2Ajyus 十 2A ,ris = 0 


此 即 

he = ha 
或 即 

Aiyrt = Ay 
而 知 (4) 式 成 立 。 


至 於 由 ) 项 则 先 已 知 若 痪 两 个 相同 指标 如 下 ; 虽 全 篇 硅 : A,ss 三 一 is 
Au =0。 再 由 4(elv er, eye) 一 0， 可 得 4 = Ai = 一 0。. 
再 考虑 4(e:+ es，ek，e:+er，e:) 二 0, 但 左边 拆 肛 和 后 有 了 两 项 包办 ， 
因此 得 : Aiws + 4 = 0 ,而 知 一 A = 4im 二 0。 因此 只 要 有 两 个 相 
同 指 模 ， 则 此 成 分 必定 需 雪 。 最 和 后 考 巾 : 


4(e,+er ye，ei+ey,e,)=0 
拆 舌 第 一 项 及 第 三 项 , 去 掉 等 於 直 的 两 项 得 : 
4(er ee 6) +tA(er1,es,61,6.)=0 
或 序 Ass +4 = 0 ,有 wr +4t 二 0 ,A 二 有 1ws 。 由 人 条件 (3) 有 : 
A + AAss + Ai =0 
可 是 接 上 面糊 时 有 : uw 一 4,wm，， 叉 男方 面 有 : 
4 = Am = 


代 大 可 得 34u = 0 ,所 以 4,m =0。 通 就 址 明了 4=0。 

2.17.5 (bj vv 及 ww 若 镶 性 优 天 ， 旧 对 任意 而 首 fp ++& 天 0 。 因 此 Bl( fp 
+ 妇 ，tV+ WwWw) > 0。 但 是 左边 可 展 天 成 篇 的 二 奖 方程 式 ,出 於 都 没有 任 
何 实 根 , 所 以 刊 别 式 : 
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Bl(v,w)— Bl(v,v)B(w,w)<o0 


2.17.5 A 0 ， 4 能 与 4 十 百 相 揪 消 ， 所 以 
4, 中 全 部 项 或 相抵 消 或 需 圭 而 使 得 4. =0 。 


2.18.3 4,= 了 3 ( ex 的 2 的 8 十 ei 的 ee 十 ee 的 el 的 e. 十 ea 的 e， 


Wet ewWe ,Wert+ eBe We,) 
4。=0 
2.18.5 考 感 过 三 个 向 量 之 外 积 ， 千 果 饥 才 。 
2.18.6 取 一 组 以 需 其 &: 的 基 { er*} , 则 了 可 以 表 成 : 


三 =el 人 CT 天 


其 中 gg 全 人 ”VV ,又 有 EA?V ,而 且 壮 和 倍 胃 若 不 镶 零 ,有 卓 是 不 含 e, 的 其 
饼 上 个 es 的 外 积 项 之 和 ,因此 必定 e, 八 4 关 0 。 
者 有 FF0, 则 el 人 三 =e 人 8 有关 0。 因 此 若 e, 人 三 =0 则 必定 要 求 
h=0 ; 或 即 了 三 = el 人 8 。 
Pp 民 
2.18.7 识 Vy 二 > Asyes + > Asa Ea ， 则 有 : 
了 了 


他 上 是 和 二 了 


FP 


0= >》er 人 pi= > (A,,— Ay)e;,N\es 


f= 宇和 


< 
十 A Qiaei 人 ea 
1 5 P+igmoird 


所 有 通 些 人 Y 中 的 元 于 上 博 彼 此 粮 性 无 天 ,因此 全 部 保 数 都 必须 得 办 ， 而 得 到 
结论 A wa 一 0 ， A =Aj, © 
2.18.8 若 VV 乌 三 椎 , 避 e,,e,,e。 必 一 组 基 , 剧 任 恕 的 入“*V 中 的 元 案 
Ae, 八 e: 十 Be, 八 e， +Cer 人 es 基 可 以 改 而 表 成 
e 人 (4e,+ Bes) + 二 es 人 (4e:+Bei) 
或 即 表 成 


(e+ 二 ea 人 (4e:+ 忆 el) 


176 第 二 章 张 最 代数 


因此 就 是 一 个 可 分 解 的 元 素 。 八 *V 只 局 一 雁 ，, 所 以 可 分 解 , 而 八 "下, 八 *V 
按 定 闵 此 可 分 解 。 

现在 假设 V 驴 四 雁 而 { e4} 坑 一 组 基 。 假设 存在 两 个 高 量 v 一 2 ee ， 
0 一 2 e: 能 锡 满 足 e: 人 e+ es 人 es = 人 zw， 则 将 右 忆 展开 而 昌 左 乏 
比 校 ， 可 得 如 下 六 个 族 件 : 


1102 yt ， yw 2ad0i 一 0 
Vw YWwW :=0 ， 2 一 3 一 0 
120 y=0 vw -vw'=1 
由 杀人 和 件 (3) 及 (5) 可 得 : 
V0 = Vw 


所 以 : (vw 一 V0!)2w0' = 0 ,加 入 杀 件 (1D) 可 得 2z = 0 。 同 样 由 人 杀 件 (4) 
、(5) 及 (6) 可 得 (vw 一 Vw)jw = 二 0, 所 以 w”=0。 


这 样 原来 的 六 个 杀 件 武吉 成 : 
0 = ;Vw -w=0; yw!= 0 
viw" =0 :~ Vw = 1 


由 居 件 (1) ,WW 关 0 ,因此 由 条件 (Jj 知 v= 0 ,， 道 就 与 包 件 (5 相抵 痢 。 可 网 
过 些 儿 件 是 不 一 致 的 。 因 此 el, 人 e,， + es 人 e: 不 可 能 分 解 。 

2.18.9 若 4= wv 信 纪 可 分 解 , 则 当然 人 和 八 有 = 0 。 反 之 若 4 人 4=0 ,而 及 
镶 不 可 分 解 ， 则 由 2 ,18 .8 至 少 存在 四 个 贸 性 乱 随 的 向 量 f,，,f,,f，,/，。 
使 得 入 = 正信 fi 二 ff, 八 f+ BB ,其 中 6 之 任何 项 都 不 合 f ,或 1，。 因 此 
在 4 人 4 中 ,涉及 厂 人 疡 和 人 太 人 廊 的 只 有 2 记 人 六 人 大和 信访 ， 因 此 
信人 4 关 0 ,矛盾 。 

对 於 一 粗 基 { e+}j ,将 4 表 成 4= 4 :er 人 ey ， 实际 寺 算 4 与 反之 外 
积 , 壮 集 项 , 则 得 出 474 ”一 4 4 + 4 4 = 一 0 ， 
2.18.11 4 所 人 ?7 局 可 分 解 当 且 唯 营 


1 1417 一 人 6 1 


十 和 十 (一 1) ?A pi p+1All'"ip 


2.18.14 由 pz 人 2= 和 YANAy ,所 以 Di 与 二 ,生成 同一 个 子 空间 而 有 > 三 
Cl 十 6 ,y=cv+ dw ,其 中 44 一 pc=1。 
B 只 於 特别 B( 2,w, v5 2) 时 具有 反对 称 性 ， 一 般 的 情形 范 没 有 指明 。 
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2.18.15 着 { e,} 是 了 上 的 一 组 基 { e+] 局 其 对 偶 基 ， 旭 { e， @es,} 局 TT: 
中 之 一 组 基 ,而 { et, @@e,, 因 e@e7} 局 人 ;中 的 一 相 基 


(er 的 el) = 了 (eer,+ eer,) 


A( e's, Oe.,) -了 (ees,— er Wer) 
所 以 

SH = (4 + diol:) 

AN = 064 454) 


壮 种 礼法 对 每 一 租 基 此 相间 。 
2.19.3 设 1e,} ,，{。'} 久 一 组 对 偶 基 , 上 则 有 A*e':=A*ie!/! 一 Ass! ,或 
即 A*; 二 A， , 因 有 怖 
<er, A*e'>=<er, ,Ate > = Di 一 人 
| 
< Le 9 ef>=<4ie， } € ‘> = Ai6! = A: 
所 以 可 知 det A”= det 4 。 注意 我 们 在 写 A* 的 矩阵 表示 了 时, 己 称 将 行 和 与 


列 加 以 转 填 了 。 
2.20.1 Di;y=b(f,,f;) =b(arter: ,G121) =artasble: er) 


= ataibi 
因此 det (8B,) = (det(ci)) det ( bsy) 
1 一 1 0 
2.20.2 取 ( 5b4)) -1 0 1 ) ;det bw) 一 一 2 尖 0 但 是 和 有 
0 —1 I 
1 0 0 0 -1 0 
010 = (0 0 0 ) 0010 =( i 0 1 
0 0 1 0 -1 0 


阵 。 
2.21.2 9(2) 二 0 对 所 有 27 成立。 但 是 若 9 非 退 化 ,， 则 若 y> 和 关 0， 则 9(z2”) 
天 0， 因 此 就 必 4a(2) >0， 和 而 仿 正 定 。 
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2.21.3 (bj 雪 克 局 等 方 子 空 间 ，v , w 局 其 中 任意 两 元 素 , 卓 v+wEEW， 
因此 


0O=b(v+w, oi+w) 
一 20(2， 2) 


或 即 v 与 妈 必 定 互相 垂直 。 就 基 { e,} 而 首 ,其 a 局 正 的 个 数 与 其 5 篇 负 
的 个 数 中 较 小 的 那 数 用 壤 广 ， 则 有 : 


d=2p+|is|l+ dimN 


以 er, ,ep 有 其 Ci 骗 正 的 轧 和 个 基 向 量 , 以 六 ，…… ;fp 也 其 0 角色 
的 妨 个 基 疝 量 ， 我 们 兹 用 ex: 十 三 二 六 来 生成 一 个 访 礁 的 等 方 子 
空 关 本 。 由 (a) 到 二 入 局 一 个 极 大 的 等 方 子 空 间 ， 其 雁 数 骨 

p+ dimN=- (d- lsl+dimN) 


2.22.1 由 X= pSsinygcos0 ;y=pSingsing ;2= [cosy 可 得 : 


3 1 0 + singsing 二 + < 
了 sn9 595 Fy sin9 sin 3y COSY 5 
0 0 0 
= pcosecosl 一 十 pcosypsintg- 一 一 stnyg 一 一 
Ox Oy Oz 
0 7 0 9 0 
i -= 十 pn 
38 psinyp sin Bo p singcos 9y 
0 0 0 
一 | 三 人 ad ,4 和 
因此 加 1 局 已 | 训 =- osinp。 而 知 (dp 9 


v4) 局 人 中 之 正 交 日 元 基 。 当 然 就 有 : 


i 1 i 
(一 dp 人 dd ,一 dy 人 d0 ， 08 人 dp ) 
p p sing invg 


优 人 ”中 之 正 交 单元 基 ， 因 此 在 之 上 有 : 


4 (Gd0) = 一 一 一 一 CPP 人 Cd0 
cz siry 


2.23 科 纤 形 ”]79 


i 1 
# (GP) ia LV 人 dp 


# (20 = Sin0do /dy 
2.22.2 #a= iadx 和 人 dy Mdz2 A\di |; 
*s*ax = idy Adz Mdt ; *dy = fdr 和 人 Cr Adx 
sdaz= idt Adx Ady ,; dt 三 一 50X 人 dy 人 dz? 
#4(dx Ady):- idz/A\di ,rv(dr/Adz)= -idyMA\dt; 
sf 人 Ci ~—idy/AM\dz ; #(dy Ndz) = ier 人 dr ; 
syA 人 Cr = idx/\d2z :wdz AN 人 cd) = 一 227 人 dy 
2.23.3 了 过 镶 么 正 算 障 的 和 件 是 : 


Hi 


i 


T=UU*={({A+ iB)(A*— iB*) 
= (AAA 1. BB*)i(AB*— BA*) 


所 多 AA*+BB*=7,;, AB*BA*=0 

A B A* 一 已 < 
多 a= | HY = ( 
及 —B 4 ) 出 B* ae 


而 垃 搬 正 交 乍 障 的 人 几 件 售 严 用 ”= 7 ,或 上 四 A4A*+ BB ,~-AB”+ 
BA”= 0 。 而 琅 岛 料 粗 矩 障 之 杀 件 也 完全 相同 。 


3.1 向 量 场 


设 E 镶 流 形 MM 之子 集 合 。 所 谓 E 上 的 一 个 向 量 场 革 意 指 EE 上 的 一 个 映 
射 ,对 从 每 点 区 与 就 指定 了 一 个 在 吉 点 的 向 量 , 因此 X(m) EM。。E 
就 吓 做 羡 的 定义 域 ， 而 当然 XX 的 像 域 落 在 导 之 切 束 TM 之 中 ,如 第 1.8 节 
之 定义 。 

假设 U0 是 一 个 座 标 部 域 , 其 中 以 x ' 角 局 部 座 标 ， 则 根据 定理 1.7.1 
在 每 点 mEV , 冲 些 3, (m) 都 构成 切 空间 Mu。 中 的 一 组 基 。 因 此 若 因 会 下 
， 则 存在 实数 X: ,就 是 X(m) 的 成 分 ,使 得 X(m) = (Xe) al (m) 。 当 
我 们 容许 w 在 BE NV 中 变动 时 ， 我们 就 得 出 定 闵 伶 上 NU 上 的 a 个 实 值 的 
画 数 三 。 他 们 称 需 居 对 於 座 标 系 碗 xf 的 成 分 。 

假设 V 是 另外 一 个 座 标 郑 域 ， 其 中 以 ?上 : 坑 局 部 座 标 。 和 如 果 以 Y ' 来 代 
表 向 量 场 六 对 从 座 标 y' 的 成 分 ， 则 在 ENUNV 上 ,根据 公式 (1.7.1) 
有 关 基 的 转换 可 得 : 

Y= 

假设 f 是 个 定 闵 於 中 并 于 集合 WW 上 的 实 值 C ~“ 丙 数 ， 则 半 / 是 侦 定 

义 认 WW 阁 到 之 上 的 筑 值 画 数 定义 如 下 : z 


(Xm = XMf , mEWNE 


就 如 同 单独 一 个 切 向 量 被 定 闵 成 一 个 运算 把 C” 瑞 笋 映射 成 实数 ， 照样 向 
量 声 也 可 以 站 接 破 定义 成 作用 於 C” 夯 数 以 得 到 实 值 丁 数 的 运算 。 当 然 通 
种 运算 必须 满足 下 面 两 条件 : 
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(a) Xluf + Dp) = dkf + bra, 
(hb) 全 CE = Xf)g8 二 AS， 


道 完 的 条件 也 实际 上 比 切 向 量 遍 满 足 的 第 二 人 条件 采 得 更 简单 ， 因 镶 半 时 式 
子 右 滤 所 牵涉 的 是 面 数 的 乘积 归 和 ,而 不 是 画 数值 之 乘积 与 和 。 可 是 一 贤 
而 言 画 数 X7 不 见得 需 C 呈 柄 台 ， 基 至 居 也 不 见得 是 圈 开 子 集 ， 因 此 可 微 
分 性 的 定义 有 问题 。 

在 荣 nn 琴 站 巡 上 苹 子 可 以 窟 成 : Xf=X'9f 。 

向 量 场 六 之 定 闵 中 ， 如 果 其 定义 域 E 辟 并 子 集 而 且 如 果 对 从 每 侦 C ~ 
画 数 我 们 都 要 求 了 了 也 必定 是 个 C”“ 画 数 ,虽说 遂 个 向 量 场 X 是 个 C ” 
,或 即 平滑 的 向 量 场 。 

由 於 X 的 成 分 篇 琅 ' =Xx' ， 则 若 居 怖 C 呈 ,必定 所 有 成 分 X 此 名 
C™ , 因 角 座 标 丽 数 + 是 单项 式 常 然 角 C” 画 数 之 故 。 反 之 如 果 对 从 
任 莫 座 模 采 入 x' 俐 首 ,向量 场 X 之 成 分 革 ' =Xx' 稼 篇 C™” 函数 ， 则 必 
定 X 镶 C™” 。 事 实 上 候 届 了 是 个 定义 於 术 之 上 的 CC 和 现 数 ， 则 对 每 一 点 
m 亿 WW 存在 一 个 座 标 采 粮 x+ 其 座 栋 轩 域 过 包含 办 点 。 道 时 在 wmn 殉 站 匹 
中 Xy 的 表 过 式 需 X40 太 , 按 假 设 间 是 C” 聊 数 之 乘积 再 取 和 ,因此 当然 
床 让 是 个 C”” 西数 。 过 性 明了 Xy 在 每 点 附近 都 入 C” ,因此 X/ 本身 是 
侦 C” 丙 数 , 而 已 村 证 明 : 


定理 3.1 1 一 个 向 量 场 X 久 C” 的 充 要 条件 角 和 对 从 每 个 座 标 条 硫 x , 半 
对 此 座 标 款 坑 之 成 分 X =Xx' 均 往 C”“ 两 数 。 


我 ;以 前 秀 9, 取 名 篇 座 标 向 量 场 。 由 基 9, 题 然 是 C “向量 盟 ,所 久 
过 种 伪 名 法 跟 现 在 的 定义 与 符号 相符 合 。 

在 3 点 给 定 一 个 切 向 量 1 ,我 们 可 以 在 m% 炽 避 局 部 座 村 而 使 得 ? 可 表 
成 =a'94(m) ， 其 中 @e 和 振 妨 。 因 此 如 果 将 ee” 看 成 常数 西数 ， 划 可 将 
+ 看 成 C~“ 向 量 场 = 4a'9, 在 雪 点 的 值 。 尤 有 进 者 ， 假设 g;M-* 怀 是 仙 
CC 其 中 下 被 包 售 
於 所 考 谍 的 座 标 阁 域 UV 之 中 ( 尹 考 习题 1.5.,2 (3 》， 草 可 以 定义 : 
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{gY¥ 在 了 歼 上 


了 一 人 0 在 三 外 


逼 样 的 了 是 个 C 人 向量 场 ， 定 义 在 整 偶 M 之 上 而 且 了 (mm) = 。 
一 个 C“ 向量 场 2 如果 在 m 点 有 写 闵 而 且 Z(m) = 上 ， 则 论 Z 是 i 
MM 的 C” 延 拓 。 因 此 前 段 所 论 到 的 市 量 场 六 与 了 均 篇 t 的 C™“ 延 拓 。 


定理 3.1.2 假设 tt 有 M。，, 虽 必 定 存 在 C™ 延 拓 把 t 延 拓 成 一 个 在 M 上 
的 C ”向 量 场 。 


名 题 3.1.1 假设 U0 是 局 部 座 标 x' 的 座 标 郑 域 , 而 V 镶 y' 的 座 标 郑 域 ， 
又 假设 在 U NV 之 上 3/2x' = 9/9y', i = 1,...,d 。 假 设 U NV 骗 弧 入 连通 
( 参看 0.13 节 定 义 ) , 试 注 在 VU NV 之 上 y'=x'-a' ,其 中 4a' 入 常数 
。 男方 面试 用 层 圈 或 环 面 上 之 座 标 实例 来 膏 明 车 是 UV nT 不 连通 ， 那 压 
y 一 x*" 在 V ATY 之 不 同 的 连通 成 分 中 可 能 具有 不 相 癌 的 差 值 。 


习题 3.1.2 假设 瑟 旺 了 忆 C” 向 量 声 而 了 篇 C 汪 画 数 ; 则 可 以 将 著作 用 
於 C“ 画 数 了 /而 得 出 一 个 C”” 画 敌 XYy 。 试 性 运算 XY :太一 XYr 之 座 
标 玫 示 是 一 个 二 次 的 偏 微分 运算 


8 ff 
Ox! Ox’ + Oa Fr 


YY = Fo 
着 X ,YY 的 成 分 分 别名 XX: 二 Xx ，Y :yxt ， 喜 计算 上 面 的 傈 数 严 : 
及 C ， 将 其 用 X ,7 “表示 出 来 。 


避 题 3. 1.3 . 跟 单 独 一 个 切 向 量 的 情形 相反 ， 试 举例 襄 明 一 个 C” 向量 场 
XX 不 见得 能 物 C” 延 拓 到 整个 流 形 履 。 此 即 不 一 定 存在 定义 从 整 个 以上 的 
C™“ 向量 场 Z 使 得 在 蕊 之 定义 域 了 中 的 每 一 点 办 篆 有 2 (ma) = X(m) 。i 
提示 : 园 使 得 在 N 中 存在 某 点 能 从 站 中 兹 个 不 同 的 部 分 来 趋 近 。 而 定 坊 
7 上 的 向 量 声 瑟 使 得 障 鞭 不 同 的 部 分 趣 近 其 极限 互 不 相同 ) 。 
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3-2 张 量 场 


对 於 每 一 类 型 4 *，,，s ) 的 震 量 以 及 每 一 点 癌 饶 M ,我们 德 可 以 在 于 。 
上 取 一 个 相应 的 张 量 空间 履 ,~，。 固定 (r,s ) 而 小 m 在 M 中 变动 时 所 得 到 
爱 量 空间 全 体 的 集合 稳 镶 必 上 属於 (7 ,，s ) 型 之 强 量 来 ( tensor bundle ) 
， 而 记 骗 工 ;:M 。 因 此 : 
TM = \ Ma 


特别 的 张 量 束 坊 切 束 TM= 了 :5M ， 休 数 束 ( scalar bundle )T'M, 以 及 余 
切 束 TM= T*M 。TM 的 另外 名 称 是 M 上 之 可 微 形 提 (bundle of diffe- 
rentiais ) 。 如 果 M 及 是 某 机 械 采 搞 之 状 位 空 有 站 ( configuration space ) ， 
则 TIM 也 常 叶 做 的 相 空 并 ( phase space ) 。 至於 保 数 束 T ,MH 则 可 看 如 
MM x R , 因 角 对 任 匡 向 量 空间 V , 其 V。=R。 

(? ，s ) 型 的 张 量 场 了 是 一 个 映射 了 :EE 一 TT;M ,其 中 荆 的 定 闵 域 E 
是 玉 中 的 一 个 子 集合 。 对 於 无 中 每 点 说 ， 都 有 了 (m) Mn 。 

党 r=，s 一 0 时 ,过 侦 张 量 场 就 是 上 季 已 弗 过 的 向 量 声 。 

当 r=s= 0 时 ,过 个 (0, 0 ) 型 的 张 量 场 就 是 一 个 实 值 的 画 数 。 

如 晒 是 E CM 上 的 C” 商 数 ， 上 对 人 於 每 点 mEEE， 


dfn E M* = Mad. 


可 见 了 了 的 微分 形 d7 :EE 一 TiM 是 一 个 (0 ,1 ) 型 的 张 量 场 。 

如 果 张 量 场 T 在 每 点 mm 之 值 T(m) 都 是 一 个 具有 对 称 性 的 张 量 , 则 襄 
TT 是 对 称 的 。 同样 也 可 定 闵 反 对 称 的 张 量 场 。 

假设 T 了 是 (7r ,，s ) 型 的 张 量 场 。 侵 设 9,....,0, 镶 (0 ,1 ) 型 的 震 量 场 
， 又 Xi .Xi 饲 向 量 场 ， 则 在 所 有 这些 + + s + 1 个 定义 域 之 交集 上 我 
们 可 以 定义 如 下 的 实 值 画 数 : 


T(01,..., 0,, Es. Km = TM)O(m),..., 0m), Xm),..., Xm)). 


特别 TT 对 於 座 标 采 坑 *' 之 成 分 念 下 面 过 d4'+' 个 实 值 的 画 数 : 
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1 ,ea 『 { 了 
Ti dc dk 0 ,..., 0;,)- 


把 类 似 於 定理 3.1.1 的 结果 拿 来 当做 定 闵 ,我 们 可 以 起 一 个 张 量 场 工 岛 
C “和 如果 工 所 有 的 成 分 人 镶 C” 画 数 。 一 个 (0，1 ) 型 的 沪 量 场 如 果 也 是 
C“ 的 话 就 特别 叶 做 单 微 分 形 或 pfaffian 形 ,或 简称 单 形 。 类似 於 向 量 场 
的 性 质 ,我 们 也 有 如 下 的 : 


定理 3.2.1 一 个 (+ ,s ) 型 的 张 量 场 工 售 Co 当 且 唯 当 对 於 所 有 ( Co 
的 ) 微分 形 9 ..., 6, 以 及 Ce 的 向 量 场 名， , 区 ， 我 们 的 画 数 Tb 
0 和) 和 此 入 C”“ 丙 数 。 


当 过 到 一 个 微分 形 作用 从 一 个 向 量 场 而 栓 出 实 值 次 数 时 ， 我 们 沿用 对 
称 的 写法 ,如同 对 从 单独 一 个 向 量 与 角 向 量 之 时 所 用 的 符号 。 因 此 如 果 艾 
是 个 向 量 场 而 5 是 个 微分 形 , 则 以 <X ,9>> 来 代表 6( 半 ) 过 个 M 上 的 实 值 
画 数 。 

如 果 / 了 是 个 C“ 的 实 值 画 数 ， 则 d7 是 个 微分 形 。 可 是 反 过 来 兹 不 见 
得 任何 随便 一 个 微 分 形 都 可 以 表 成 某 个 CC“ 丙 数 /之 4f 。 事 实 上 ， 如果 
x 雯 一 组 局 恤 座 标 ， 则 df 之 座 标 表示 可 以 写成 : 


df = of dx: 
因此 df 的 成 分 8, 必须 满足 如 下 的 微分 方程 式 : 
8,0, = 0.0, (3.2.1) 


过 是 不 管 使 用 那 一 惩 局 邵 座 标 都 必须 成 立 的 。 但 是 另 方面 ， 如 宁 U 是 x 
的 三 标 郑 域 ,我们 可 以 在 VU 上 定义 一 个 微分 形 雯 * =x'dx”。 这 个 微分 形 
的 成 分 咏 *+ = 5 :7 ， 因此 得 到 : 


2271 = 820 = 0, 
可 是 俘 有 : 


To = Ox! = ] . 
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因此 不 可 能 存在 任 位 两 数 了 便 得 r =47 。 
说 我 们 将 一 个 张 量 盟 了 看 成 疝 量 场 及 做 分 形 之 多重 乡 性 丙 数 时 , 就 每 
一 俏 关 数 而 言 对 从 你 数 郊 数 此 满足 粮 仁 的 性 质 : 


T( 1 = TO 如 (3.2.2) 


另外 一 租 可 以 从 (3 .2.2) 式 导 引 出 来 的 性 质 就 是 如 果 在 某 一 点 , 做 镶 构 
数 肥 向 量 场 或 微分 形 在 设 点 角 零 , 则 必定 整 假 问 量 场 黄 数 也 在 识 点 镶 迁 ， 
此 嗓 : 


移 若 X(1m) = 0 ， 册 必定 T(..., .m= 0. (3.2.3) 
事实 上 ， 表 成 座 樟 时 X= 了 '93，, 其 中 f/f'm= 0 对 每 个 i 成立, 因此 
T(E m= fim)T..., 0,.. m=0 


不 仅 如 上 导 一 个 张 量 场 就 某 些 向 量 声 及 微分 形 之 上 友 什 时 ， 其 值 只 与 示 些 向 
量 场 及 微分 形 的 成 分 有 关 ， 而 跟 各 些 成 分 的 导数 无 天 。 换 言 之 ,如 果 妆 租 
向 量 声 及 微分 形 之 值 在 m 完 全 相同 , 则 工 在 间 雨 粗 向 量 场 及 微分 形 所 取 的 
次 数 在 m 点 的 值 就 完全 相同 ,此 即 : 淹 gm = Toy) 又 Xn) = Yi(m) 
， 史 有 : 


T(8 .6 和)m 一 Try sr Ys (3.2.4) 


咕 题 3.2.1 假设 了 是 个 西数 ,对 从 > 个 微分 形 及 个 C” 向 量 场 就 指定 
区 一 个 C ”的 实 什 冰 数 潇 足 如 下 条件 : 

(a 对 常数 剑 数 全 念 多 重 烷 人 性 : T(...,aX...) = a7(..., 针 ...) 

(b) 对 每 个 玫 数 加 法 可 拆 叶 : TC..,X¥+ 了...)=T(..., 针 ...) 
+ T(..., 7,...). 
斌 发 明 过 梯 的 了 和 若 还 满足 (3.2.2) 式 、(3.2.31) 式 或 (3,2.4) 式 当中 和 随 
穗 一 个 株 件 ， 则 过 了 就 是 一 个 张 量 场 。 


辕 题 3.2.2 到 也 坑 某 一 非 鸯 常数 的 固定 C” 画 数 。 对 於 任 亚 C” 向量 场 


3.4 和 祖 分 晤 经 了 8 


三 ,三 定义 TIX ,了 )A =XYr 武 涯 了 满足 习题 3.2.1 中 的 条 件 @ 忆 及 划 。 
可 是 革 明 过 个 全 却 非 苇 虐 量 场 。 


3.3 黎 曼 测 距 


一 个 对 种 的 (0,，2) 型 的 C” 张 量 场 如 果 不 退 化 ,而 用 在 4 中 每 一 点 
其 指标 数 ( index ) 都 保持 组 回 , 则 带 张 量 场 就 里 做 一 个 半 歼 量 测 距 ( 
semi-riemannian metric , 或 pseudo-riemannian) 。 如 果 运 号 量 声 在 
每 中 华 专 正定 的 ， 那 友 就 叶 数 可 曼 测 芷 。 好 果 其 指标 数 正 好 是 1 或 者 df - 
i ， 则 就 昱 做 蕉 偷 北 浏 距 。 如 摔 一 个 波形 上 和 给 定 了 过 奈 一 个 瑚 量 场 ， 堵 原 
按 倩 形 运 流 形 就 称 筷 一 个 半 多 曼 ， 黎 曼 或 劳 偷 亲 流 形 。 

如 果 流 形 是 连通 的 ， 则 其 再 忠 的 指标 数 自 然 会 保持 禽 常数 而 不 党 额外 
要 求 。 因 和 坑 当 我 们 治 著 -一休 连 种 曲线 移动 上 时， 一 个 C ”的 对 称 (0，2 ) 型 
并 量 场 的 指标 数 当 然 不 可 能 从 某 值 跳 到 另外 值 , 除非 天 曲线 下 遇 了 一 个 奇 
是 点 ,在 送 点 我 们 的 仙姑 性 形 鲜 篇 滔 化 。 但 由 假设 这 情形 不 可 能 发 生 。 

在 一 个 和 给 定 的 流 形 上 可 以 存在 扰 早 多 侦 不 同 的 黎 曼 测 距 。 如 果 g 人 镶 半 
黎 划 油嘴 而 了 乱 一 个 正 值 的 C” 醒 数 , 则 显然 fg 也 是 一 个 半 歼 曼 测 距 ， 
其 指标 数 宙 gg 者 相同 。 可 齿 若 有 一 个 就 立即 可 得 无 祷 多 个 。 

可 是 另 廊 库 来 泌 ,一 个 其 指 模 数 义 了 0 或 2 的 半 黎 吕 测 距 之 存在 性 
就 得 取决 锥 运 流 形 乙 拓 檬 结构 。 例 如 ， 在 所 有 紧 和 给 曲面 中 ,只 有 环 面 熏 
Kiein 铂 之 上 才 可 能 存在 有 和 劳 偷 兹 测 距 , 特别 就 球面 * ”而 襄 ， 其 中 只 可 
能 在 在 其 正定 性 或 鳞 定 性 的 半 歼 曼 测 距 。 奇 灯 数 的 流 形 之 上 笋 是 会 有 和 淄 偷 
兹 测 距 存在 。 一般 而 车 豪 竺 到 -一 个 给 定 指 栋 数 之 鲁 距 的 存在 性 的 拓 楼 人 性质 
研究 起 来 非常 交 , 就 所 过 到 的 各 种 实例 而 宦 ,我们 也 不 见得 能 清楚 其 不 及 
的 拓 权 性质 。 例 如 要 一 直 等 到 1950 征 代 才 编 清楚 对 伶 各 种 球面 S$" 而 言 
， 那 一 些 指标 数 的 测 距 有 可 能 存在 。 和 如果 所 取 的 流 形 角 可 平行 化 的 ( 
parallelizable ) 流 形 ,好 务 乔 指 栋 数 的 测 距 都 能 存在 , 请 参 并 本章 附 儿 
3B 。 


3.4 积分 曲 粮 
假设 XX 是 定义 於 EE CM 之 上 的 向 量 场 ， 如 果 一 条 曲 缚 7 之 像 城 被 包含 
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於 玖 中 ,而且 就 7 之 定义 域 中 的 每 一 点 s ,此 曲 娘 的 切 向 量 满足 yw = 
X(ys) ，, 则 褒 7 是 六 的 种 分 曲线 。 如 果 70=m ， 则 褒 过 曲 生 由 知 点 出 发 
。 注 悉 一 休 弗 线 得 以 成 念 积 分 曲 录 ( integral curve ) 不 只 与 过 曲 食 之 点 
集 ( 7 之 像 域 ) 有 前 ,而且 也 跟 7 之 参数 化 表示 有 关 。 过 时 所 容许 使 用 的 
各 种 做 数 化 才 示 古 相 当 受 到 限制 的 , 运 就 是 下 面 的 : 


定理 3.4.1 和 给 定 一 个 无 处 坊 雳 的 向 量 场 X ,假设 7 与 * 元 其 积分 曲线 而 
且 雨 者 具有 同一 像 域 , 则 存在 一 个 常数 c 使 得 对 於 所 有 7 之 定 闵 城中 的 s 
都 有 rs=7r(s+c)。 反 之 ,如 果 7 是 积分 曲 绿 而 满足 rs=7(sS+ec) 
， 其 中 c 是 随便 一 个 常数 ， 则 * 必定 也 是 一 条 积 分 曲 乡 。 换 莒 之 ， 将 一 休 
积分 曲 镶 重新 给 出 一 个 参数 化 表示 ， 则 所 得 曲 和 线 仍 车 是 积分 曲 缚 的 充 要 人 条 
件 信 过 个 新 参数 化 只 不 过 是 饮 数 的 平移 。 


盖 明 假设 1/: (a ,6b) 一 (a，,8) 答 出 新 的 参数 化 丙 数 ,而 使 得 : 
r+ 二 7。 ,此 即 对 所 有 ae<s < 都 有 rs=7lOrs) 。 则 根据 巡 镇 法 则 有 
: 795 一 (jy 。 因 此 如 条 对 所 有 a<s<p 及 a<L < 有 都 有 zws 
= 必 (rs) 及 Tet = 改 (rt) ， 则 得 js = 1 。 因 此 存在 常数 c 使 得 Js =s 
+C 。 反 之 ,和 若 JFs = 二 5 ， 则 ff's=1 ， 因此 rss =7 了 a(f5) 。 口 


系 只 要 指明 在 某 点 某 积分 曲 牧 之 值 ， 则 各 积分 曲 儿 的 参数 化 表示 就 已 完 
全 决定 。 


证 明 当 拓 无 鳞 偶 宪 时 ,由 定理 立即 得 出 本 结业 。 可 是 如 采 在 某 点 向 
量 场 局 雳 ， 则 元 过 此 点 的 积分 曲线 只 不 过 是 一 人 条 常 数 曲线 : 7 上 + =sm ,对 
所 有 成立。 一 点 所 表示 的 常数 曲 入 在 重新 参数 化 之 下 完全 不 变 ,因此 当 
然 由 其 在 基点 之 值 所 完全 决定 。 口 


使 用 局 禹 座 标 系 炳 ， 则 和 东 求 积分 和 曲 入 的 问题 可 以 化 简 成 芒 理 一 组 一 次 
微分 方程 式 的 问题 。 假设 在 U 上 的 座 标 需 < ， 则 可 写成 苹 = 基 9， 其 中 
和 ” 坟 定 义 於 互 CV 之 上 的 实 值 画 数 。 而 有 : | 
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?本 
Yoy = X'o 0° Y). 


四 
= (0.0), 


由 区 9 ， 在 每 点 车 机 成 一 组 基 ， 内 此 y 售 X 之 积分 曲 穆 的 条 件 可 写 为 : 
d(x'。y)/du = Xi!。y 。7 在 U 中 的 部 分 是 由 画 数 8'= x'o。7 来 决定 的 。X 
的 成 分 X' 在 U 中 可 以 表示 成 实 售 的 丽 数 下 ' 定义 在 R* 的 某 子 集 上 ， 而 可 
写成 XY! = Fi(x1, ..., x) 。 内 此 得 到 : 


定理 3.4.2 一 条 曲线 7 是 区 的 积分 曲 粮 的 充 要 人 条 件 是 对 於 每 个 座 标 系 坑 
而 言 ，7 的 座 标 表 示 &8 以 及 的 座 标 表示 之 间 满 足 如 下 的 微分 方程 式 
瑚 傈 : 
加 = F'(g,.. ,8°). 13.4.1) 

有 关 积 分 曲 乏 之 存在 及 唯一 性 的 定理 都 是 建 茶 於 R” 上 这 种 常人 微分 方 
程式 系统 之 解 相 应 的 存在 及 唯一 人 性 定理 。 因 此 有 了 关 积 分 曲 粮 的 计算 都 需 婴 
运用 解 间 种 微分 方程 的 技巧 。 和 如 果 所 考 争 向 量 场 之 定 闵 域 不 能 被 包含 在 鳍 
独 一 个 座 樟 部 域 之 中 ， 则 必须 就 每 个 所 全 涉 到 的 座 标 郑 域 跨 求 得 解 ， 然 人 乱 
再 把 这 些 解 就 其 重 肖 如 分 通 当 的 搭配 起 来 。 首 先 我 们 来 3| 述 一 个 有 关 常 微 
分 方程 组 之 解 的 存在 及 唯一 性 定理 。 读 者 不 妨 心 者 D,Greenspan ,Theory 
and Solution of Ordinary Differential Equations ,第 85 南 ,定理 
5.5 。 过 兄 就 不 给 任何 证 明了 。 


基本 的 存在 及 唯一 性 定理 : 光 庆 尺 "中 的 防 方 块 U : Ee|u'-a'| < 
2， 其 中 心 > 0 。 假 设 A' 在 CU 上 入 C” 丙 数 ,而 合 K 驴 ,|F' | 之 值 在 
U 中 的 上 界 (upper bound ) 、 则 存在 唯一 的 一 租 画 数 & 定义 外 |z -ci 
<b/K .上 而 且 久 C~， 又 能 满足 微分 方程 式 (3.4.1) 以 及 始 值 休 件 eg:c 


入 


一 好 © 
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定理 3.4.1 假 识 半 是 个 定 闵 从 ECM 之 上 的 C~“ 向 量 场 ,而 mEE ,ce 
ER 。 居 存在 一 个 正 数 & 以 及 唯一 的 一 条 羡 的 积分 则 铬 7 定义 区 | w 一 c| 
和 4 之 上 满足 ?c= 萝 。 

过 史 所 唐 唯 一 的 意思 是 指 : 价 若 7 也是 一 亿 定 义 於 |x 一 cc 三 4 之 
上 文 的 积分 曲 往 ,满足 rc = 如 ， 划 必定 在 一 个 更 小 的 匠 天 说 > 与 > 彼此 
重合 。 


证 明 像 磊 过 样 的 天 子 集 能 包含 基本 定理 政 头 所 提 到 的 那 种 于 座 标 方 
堪 ， 其 中 以 任意 熙 mw 镶 其 中 心 。 现 在 就 把 中 心 放 在 以 6” 储 座 标的 那 点 。 
我 们 可 以 取 之 , |F' | 在 Z, |w' 一 a '| < 之 6 之 上 的 栋 大 入 来 做 钥 其 上 界 
。 注 伙 吉 个 标 大 值 根 据 定 理 0.43 是 存在 的 ， 因 筷 吉 个 和 是 回炉 西数 ， 而 于 
方块 是 个 紧 枝 集合 。 口 z 


定理 3.4.1 半 设 有 完全 用 汉 基 本 存在 及 唯一 性 定理 的 全 部 人 条件。 另外 
我 们 也 不 特别 指明 这 曲 综 所 定 闵 之 区 阅 的 大 小 。 事实 上 其 长 度 4 可 能 会 隧 
著 点 mz 而 有 所 不 间 ,而 特别 可 能 存在 一 序列 的 点 {m, } 使 得 其 对 应 的 序列 
{ a, 上 之 极限 会 趋 近 於 零 。 当 我 们 对 积分 曲 综 所 通过 的 和 范 围 进 一 步 加 入 紧 
板 人 性 的 做 件 时 ， 我 们 就 可 以 使 用 基本 定理 右 头 所 和 葵 之 特别 定 闵 域 区 走 的 估 
计 式 来 性 明 : 或 者 一 条 积分 曲 儿 无 帘 延 伸 ， 或 者 运 曲 和 综 通 到 吉 紧 币 区 域 的 
生 蔷 之 处 。 下 面 过 引 理 使 我 们 得 以 将 基本 定理 之 休 件 性 整 以 适应 紧 租 集合 
的 情形 。 


引 理 3. 4. 1 假设 C 是 流 形 戏 中 的 一 候 紧 第 集合 。 则 存在 有 限 个 座 栋 系 和 村 
， 其 中 每 个 的 像 域 都 能 包含 即 方块 了 ,| xj 之 2 , 而且 C 中 的 每 点 都 可 以 
被 包含 在 以 天 方块 记 : | 大 | < 1 禹 其 映像 多 一 个 或 多 个 座 标 半 域 之 中 。 


证 明 在 每 一 点 关 垂 C 存在 一 个 座 标 系统 (x') 满足 xm = 0 者 这 标 
系 态 的 生 团 售 包 合 某 个 形状 需 之 ,| x | 之 28 的 阳 方 块 。 若 取 y' =x'/5b 
， 则 得 新 的 座 标 系统 (7y ) , 遂 时 骨 方 块 了 ,|]y '| 三 2 当然 包含 於 其 范围 
之 中 。 现 在 对 人 於 每 一 点 mC 按 上 述 我 们 可 以 考虑 天 方块 2 | ?4 < 1 ， 


3.4 稿 分 曲 糠 了 9891 


过 是 落 在 其 座 漂 郑 域 之 中 的 因子 集 。 对 每 一 点 都 过 样 叶 出 一 个 冉 方 块 的 痢 
域 ,他们 整个 就 构成 C 的 一 组 开 这 。 由 C 之 紧 航 性 存在 有 限 个 就 已 能 波 闭 
C ,正如 定理 所 可 。[] 


定理 3.4.2 取 关 入 C~“ 向 量 场 ,而 C 角 XX 之 定义 域 中 的 一 个 肾 极 集合 ， 
WEC ,CER.,. Nd 存在 区 的 一 条 积分 曲 入 7 满足 7rc = 次 而 且 : 

@) 或 者 7 定义 於 [c,+~) 或 者 7 定义 认 [c,，5] ,但 其 中 75 已 轻 
不 在 C 中 。 : 

(0) 或 者 7 定义 於 (一 ,cc]， 或 者 7 定 装 欠 [5 ,c1， 但 其 中 7 
已 趣 不 在 C 中 。 


座 明 的 定义 域 是 个 开 于 流 形 包含 C 在 其 中 。 我 们 不 妨 取 过 并 子 流 
形 角 引 理 3.4.1 中 的 流 形 ， 因 此 可 以 假设 设 引 理 中 的 较 大 的 并 方块 就 包含 
在 半 的 定义 域 之 中 。 现 在 对 从 过 些 条 粮 中 的 每 一 个 , 我 们 可 以 富 出 之 成 
分 的 座 标 表示 天 上。 由於 二 ,| 屎 上 | 储 连 炉 画 数 ， 在 于 方才 忆 ,| 六 | 三 2 之 
上 会 具有 标 大 值 。 而 过 种 并 方 二 只 不 过 有 限 个 ， 因此 可 以 取得 远 些 极 大 信 
中 的 最 大 数目 , 而 记 之 钥 太 。 

现在 假设 mw 是 C 中 之 任 吴 点, 划 m' 落 在 茶 个 其 大 小 镶 一 的 座 标 方块 
之 中 , 例如 7 = a ,其 中 ,| a'| < 1 。 由 三 角形 不 等 式 , 以 mw 久 - 
中 心 的 单位 长 座 标 方块 合 整 个 被 包含 大 大 的 闭 方块 之 中 ， 因 坑 由 也 :| ?7 一 
a'ij 之 1 及 Z|a'| <1 可 得 Z|y'| 三 2 。 可 见 志 :| 屎 | 在 之 :| 六 一 
a '| 之 1 之 上 的 极 大 和 值 不 会 大 从 上 矿 。 因 此 由 基本 定理 苹 控 过 m ”点 的 积分 
曲 入 会 定 闵 在 一 个 长 度 不 少 丛 2/ 天 的 区 间 之 上 ， 其 中 m 是 落 在 这 区 间 的 
中 心 。 葡 业 论 的 重要 性 在 从 只 要 我 们 从 C 中 之 某 点 出 发 我 们 每 次 就 至 少 能 
将 积分 曲线 延伸 固定 长 度 1/ 天。 所 以 从 任 辣 如 点 出 发 的 积分 曲 缚 可 以 从 十 
个 方向 一 路 延伸 ， 一 直到 经过 某 步 怠 后 其 绝 粘 已 径 落 到 C 之 外 ， 或 者 一 直 
延伸 使 得 其 长 度 超过 任何 参数 低 。| 


我 们 肖 有 如 下 重要 的 业 论 : 


192 第 三 章 流 形 上 的 张 量 分 析 


定理 4.4.3 假设 X 过 一 个 C”“ 向 量 场 是 定 闵 在 整 俩 聚 第 流 形 M 之 上 ， 则 
X 之 每 一 条 积分 曲 和 都 可 以 延伸 到 整个 R 之 上 。 


像 这 样 如 果 一 个 向 量 场 的 所 有 种 分 曲 籽 都 能 人 无 守 延 伸 而 定义 在 整个 R 
上 则 讼 过 个 向 量 场 是 完全 的 ( complete ) 。 因 此 一 个 定义 在 整个 紧 科 流 形 
上 的 C” 向 量 场 是 个 完全 的 向 量 场 。 


补 例 取材 = R”, 而 设 x ，y 坑 其 卡 色 座 标 ， 过 时 相应 的 座 标 向 量 场 需 
0. 及 0，。 今 于 = x+yJyo 了 = 一 Jo 十 x9，。 按 照 通 常 加 惯 我 们 不 仔 
砌 区 分 + 办 xor ,而 可 将 泛 之 积分 曲线 所 需 满 足 的 方程 式 寅 成 : dx/du = 
x ，dy/dx = y。 其 通 解 立即 可 写 出 而 镶 : x = ae*,y = be* 。 因此 满足 
始 值 休 件 久 70 = (ec,， ?8) 之 唯一 积分 曲线 的 表示 式 可 写 坊 7 = (ae be*)。 
过 积分 曲线 之 通 解 是 定义 在 整个 只 之 上 ,所 以 下 是 完全 的 问 量 场 。 从 《0， 
0 ) 点 出 八 的 积分 曲 缚 是 常数 曲线 7= (0, 0), 至 於 其 他 点 (ca ,2) 出 发 
的 积分 曲 糠 ， 就 点 集 而 襄 ， 就 是 从 原点 算 起 在 (ce ,》) 方向 上 的 开 半 和 缚 。 

接 下 来 向 量 场 Y 的 积分 曲线 所 笑 满 足 之 微分 方程 式 久 dx/du = 一 y ， 
dy/du XxX。 使 用 d?x/du? = 一 dy/du = 一 x 等 等 资料 容易 求 得 这 方程 和 组 的 
通 解 入 : x = acosu 一 bsinu,y 二 brosu++ asinu。 满 足 始 信人 条件 70= 
ab) 之 积分 曲 杯 篇 唯 一 的 曲线 7 = (a cos wu — bsin u,bceosw + asinuw) 
。 常 a=b=0 时 ,这 曲 线 是 常数 曲线 (0 ,0) 。 不 然 适 曲 竹 就 是 一 人 条 以 
原点 角 中 心 的 图 圈 ，* 每 构 动 2x ， 司 椒 就 回 到 原来 位 起 。 因 此 Y 仍然 是 
个 完全 的 向 量 场 。 


习题 3.4.1 取 了 = +G0, 钥 整 个 R* 上 所 定义 的 C” 向 量 场 。 假 设 
存在 一 个 常数 尺 满足 | 已 | + |G| <K , 斌 证 XX 是 完全 的 向 量 场 。 试 问 遂 
是 XX 具有 完全 性 的 必要 人 条件 吗 ? 


加 题 3.4.2 试 证 镶 完全 的 向 量 场 当 且 唯 当 存 在 一 个 正 数 和 > 0 使 得 在 
任何 点 m， 以 2 镶 起 点 的 积分 曲 禄 能 定 闵 在 整个 区 间 (一 k， Kk) 之 上 。 


3.5 人 护 入 193 


如 题 3.4.3 设 XX 是 MM 上 的 一 个 C“ 向 量 场 ,而 f :M 一 R 是 个 正 值 的 C 
丙 数 。 试 证 和 双 於 XX 的 每 一 条 稽 人 曲 入 7 ,都会 存在 一 个 具有 正 导 数 的 画 数 
8 以 及 存在 /XX 的 一 条 符 分 曲 筷 + ,使 得 7 是 + 的 新 参数 表示 而 可 写成 7 
二 +og 。 试 找 出 & ，7 及 了 之 闻 的 关 傈 。 


党 是 3.4.4 试 求 X= ax + ea 之 积分 曲 乡 .过 怀 是 完全 的 向 量 场 咀 。 


习题 3. 4.5 在 R* 中 试 求 向 量 场 8。 + x?0, + (3y 一 x?)9. 的 积分 曲 牧 。 


3.5 流 楼 


假设 一 个 向 量 场 是 代表 某 个 流体 之 速度 场 ， 则 以 时 间 镶 参数 ， 一 个 质 
点 所 流 过 的 执 赎 就 是 一 条 积分 曲线 。 可 是 过 时 另 有 ~- 种 看 法 也 很 重要 ; 我 
们 可 以 研究 估 据 某 一 区 域 的 流体 在 烃 过 某 -- 段 时 间 之 后 到 底 已 经 运动 到 那 
一 个 位 置 了 。 就 是 考虑 过 方面 的 问题 使 我 们 得 出 如 下 有 关 流 穆 的 槛 合 ， 诅 
是 存 粹 数学 的 观念 ， 是 与 向 量 场 结合 在 一 起 的 。 

所 谓 革 一 向 量 场 的 流 钱 ( flow ) 就 是 所 有 映射 fi: 已 一 Mse 岂 之 
集合 ， 其 中 对 於 每 点 mE EE, 都 要 满足 ph 和 = 7a5 ,而 7。 是 从 rm 点 出 发 XX 
的 积分 曲 入 。 因 此 按 定 闵 s 与 py ,m 物 是 落 在 XX 的 同一 条 积分 曲 入 之 上 ，, 而 
在 & .9% 点 与 在 攻 点 参数 值 的 差 于 好 等 从 s 。 换言之 ,Ap, 演 觅 射 的 功用 在 於 
把 每 点 沿 著 通 过 设 点 的 积分 曲 粮 向 前 推进 等 佟 参数 三 化 s 的 长 度 。 至 众 
“的 定义 域 已 , 则 由 所 有 那些 点 六 所 和 组 成 。 在 短 些 点 能 钢 使 T。 在 s 处 有 
定义 。 因 此 若 0< ss < 或 者 上 < ss < 0 , 则 殖 , 和 巨 ，。 因 坊 如 果 7。 在 
t 不 有 定义 ， 则 当然 对 0 与 上 间 的 所 有 值 s 照样 都 有 定义 。 特 别 如 果 丑 坊 
完全 的 向 量 场 , 则 EE,=E ( 就 是 必 的 整个 定义 域 ) 对 所 有 s 都 成 立 。 如 果 
是 C”，, 则 对 每 睐 ?mE EE 都 有 一 条 积分 曲线 yw。。 而 鲜 然 7， 都 在 0 有 定 
闵 ， 所 以 6。 = 上 。 此 外 由 定义 管 然 有 w。: 妃 。 一 杀 是 妃 。 上 的 全 等 映射 ， 
因 和 坟 7。0 = 刀 。 过 样 看 来 ， 一 个 习 量 场 三 之 流 线 所 能 传 速 的 资讯 人 至 都 包含 
於 整 个 积分 曲 穆 的 全 体 于 头 。 

就 一 个 C ”向 量 场 而 宦 ， 每 一 个 4, 的 定义 域 已 , 都 是 并 策 合 。 特 别 我 
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们 有 : 


定理 3.5.1 假设 C”“ 向 量 场 X 以 E CM 篇 其 定 闵 域 。 则 对 於 每 一 点 姑 E 
诡 ,存在 人 芝 点 的 郑 域 U 以 及 一 个 区 间 (一 Kk ,Kk ) 使 得 对 伶 每 一 个 s EE (一 上 
,大 ) 我 们 的 上， 部 能 锡 在 避 上 面 有 定义 。 由 蕉 各 定理 伍 明 起 来 只 不 过 稳 
微 运 用 一 下 基本 存在 及 唯一 性 定 蛙 的 内 容 而 已 ， 因 此 过 儿 恕 将 族 明 省 咯 不 
所。 


在 较 早 和 的 时 艇 人 们 把 向 量 场 时 做 名 寅 小 的 畦 换 ( infinitesimal trans- 
formations ) , 他 们 和 被 看 成 可 以 用 来 生成 一 些 通 常 的 转换 , 就 是 生成 他 
们 的 流入 。 

一 些 东 西 的 集合 {pz ,| s 所 尺 } 构成 一 个 单 参数 群 ( one-parameter 
group ) ,如果 在 壮 集 合 中 所 有 一 个 运算 。 是 跟 过 集合 的 参数 化 具有 如 下 
的 翻 速 : Pop: =P.+，， 而 且 又 有 正 数 c> 0 存在 使 得 对 於 所 有 不 於 
-c<s<ec 中 的 py， 全 都 互 不 相同 。 例 如 实数 全 体 在 加 法 还 算 之 下 就 构 
成 一 个 音 参 数 群 。 又 如 在 徐 数 平面 由 单位 图 所 代表 的 所 有 单位 长 度 之 窗 数 
的 集合 p,= e“…， 如 果 定 义 其 问 的 运算 坑 效 数 乘法 运算 ， 划 也 构成 一 个 党 
参数 群 。 事实 上 如 果 不 品 分 同 构 的 坚 参数 群 ， 则 能 征明 所 有 的 单 人 参数 群 就 
只 有 过 两 个 。 


定理 3.5.2 一 个 完全 的 C 汪 向 量 喜 七 若 不 是 恒 坑 鹤 ,， 则 其 流 线 1a. j 在 
合成 运算 之 下 构成 一 个 单 罗 数 群 。 


证 明 有 了 霜 件 事 需 妆 笨 明 : 

(a 对 於 每 雨 个 实数 5 bk?p 二 jrt 旗 贡 全 都 成 立 。 

tb ”存在 c >>0 ,使 得 只 和 要-c<s<c， 则 所 有 Ap, 沸 相 办 。 

人 可 以 看 如 定理 3.4.1 的 重 述 。 因 篇 如 果 mE 8B, 而 7 需 出 发 於 六 
点 的 积分 曲 入 ， 则 由 式 子 7T5 = yn(s + 1) 所 定 闵 听 r+ (其 中 上 固定 ) 凑 
腑 也 是 羡 的 积分 曲 绿 。 运 蛙 70 = yn(0 十 站 = ynt ,所 以 r = Ts， 其 中 

n 二 ynf 二 jm 。 但 是 间 榜 就 有 : 
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ps = ps o pm = Yrs = 75 = Ynls + 0) = perut 


而 已 俊 访 人 ;po pe = prt 
现在 径 访 明 名 我 们 就 来 者 外 一 点 m ,而 假设 六 (m) 关 0 。 可 以 这 当 疯 
撑 在 区 点 的 座 恒 x ' 使 得 XX m= 0 。 由 於 X' 信 连 核 画 数 ， 只 需 酒 当 和 熔 小 座 
柑 闫 茂 我 们 不 站 假设 在 整个 郑 威 上 全 都 有 X: 关 0 。 只 需 更 换 x :的 方 问 而 
使 得 X 煽 是 大 於 堆 。 过 时 由 积分 曲线 上 所 满 足 的 微分 方程 式 之 第 一 式 dg ' 
du = FI(sL .89) 立即 得 出 dg'/adu > 0 ,因此 gg ' 是 个 殿 格 慷 增 的 夯 数 
, 症 是 在 尼康 樟 部 域 中 沿 著 任何 积分 曲 入 都 能 成 立 的 。 对 7s 以 及 -- 个 x 
座 樟 方 二 运 用 定理 3.4.1 就 存在 一 个 正 数 人 , 使 得 当 s 落 在 -kh 二 s:<. 
时 ,g's 二 xX'7ns 局 颈 格 的 浪 增 函数 ， 因 此 所 有 的 点 ys = pm ,一 ~ 
5 之 下 全 都 闻 不 相同 。 而 得 证 所 有 的 Ap, 人 於 -< * < 时 全 都 玉 不 相 闻 。 


接 下 来 查 楼 定义 局 部 单条 数 群 ( 10cal one-parameter group) .过 也 
是 由 一 些 夭 某 俏 包含 0 的 区 问 来 做 其 侈 数 的 一 些 东 西 的 集合 。 在 各 集合 中 
至 少 癌 久 研 有 落 在 0 之 附近 某 区 间 瑞 的 s ，t 而 盲 运 算 (ps po 一 上 tt 
全 都 有 定 首 :而且 当 这 进 算 能 窜 定 攻 时 ,他们 能 满足 上 As"Ape = Lrt 之 出 
保 。 党 然 也 乾 求 存在 某 个 < > 0， 使 得 对 於 所 有 -cc<s< cc 而 这，2 全 
部 不 相 问 。 

如 果 我 委 容 许 移 做 混用 我 们 的 用 语 ， 那 床 不 妨 说 任何 一 个 C” 向 量 场 
急流 线 都 构成 一 介 单 参 数 群 。 可 是 如 果 我 们 要 郁 格 的 蘑 ， 那 麻 就 麻 获 成 如 
下 的 : 


定理 3.5.3 假设 X 足 个 C” 向 量 场 。 假 设 吉 是 《 定 闵 域 中 鸣 一 点 ,而且 
假 浴 在 加 之 某 郑 域 中 不 恒久 零 ， 那 巍 一 定 存在 吉 的 一 个 郑 域 UV 使 得 党 我 
科 把 羡 页 流 各 局 限 到 忆 时 泊 得 到 房 集合 fa jz} 是 一 个 局 部 单 参数 群 。 

上 由於 其 避 明 完全 类 位 论 定 理 3.5.2 的 语 明 ,只 需 在 各 不 自 副 各 修改 和 定 
义 以 适 读 现在 局 吕 的 情况 就 可 。 因 此 运 儿 栈 去 答 明 而 将 其 当做 一 个 名 题 。 


里 例 (@ 友人 MM= R”, 而 今 所 考虑 的 向 和 量 妃 人 塌 9， ， 其 中 我 们 当然 是 使 用 
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卡 氏 座 标 。 这 时 3, 的 重 分 曲 纱 是 由 


duifdu = 1, du'ildu = 0,i> |! 


所 葵 出 。 因 此 如 果 m = 《5 .< ， 则 由 此 点 出 发 的 积分 曲 综 应 仿 : yw 
= pi 一 (c 二 9 ,换言之 ,是 个 沿 w 方向 的 平移 ， 其 平移 量 
稿 S 。 

bb 在 RR 上 竖 =x9, + y9， 则 积分 曲 儿 篇 yc.os = (ae pe) 。 因 
此 可 得 psa,2) = ea 6b) 。 换 言 之 ，4k，, 把 任何 向 量 (c,5) 放大 e' 售 ， 
而 以 原点 骗 中 心 。 

cj 在 RK 上 到 Y= 一 yo- 十 xy ， 则 积分 曲 穆 需 : 


yo = (acoss — bsins,asins+ beoss) 


因此 pg, 是 以 原点 坑 中 心 的 旋转 (rotation) 。 其 旋转 是 反 时 独 方 向 的 ,而 
角度 入 s 。 

(ld) 假设 壮 是 村 = R* 一 10 上 的 单位 很 向 量 场 (unit radial field ) 
, 换言之 ， 如果 使 用 极 座 标 则 X= 3，。 因 此 着， 就 是 治 著 y 的 方向 ( 径 向 
移动 s 单 亿 ,。 使 用 卡 氏 座 标 可 以 写成 : 


ks(a, b) 一 [Cr 十 s)/r](a, b), 其 中 r= (a? + 六 2)172 


过 式 子 对 於 所 有 -~ s < > 都 有 定义 。 而 且 如 果 s > 0 ， 则 /定义 在 整个 呆 
上 9 E, =M.。, 对 於 5 < 0 ss A， 只 定 慷 於 一 个 半径 篇 一 5 的 圆 般 之 外 ， 内 
手 : 


£, = {(a, b) | (a? + 6°) 之 —$}. 


当 我 们 要 运用 C™ 向量 场 之 流 穆 肝 ， 有 时 候 我 们 必须 使 用 到 过 些 流 纺 
所 具有 的 平滑 性 买 ， 就 是 交代 於 下 面 定 理 的 。 


定理 3.5.4 假设 {pg.,} 是 C™ 向量 场 X 的 流入 。 则 定 闵 於 Mx 号 之 适当 
子 流 形 上 的 映射 (rm， 3 )= p,m 是 个 C™“ 映 射 0 换 襄 之 9 pM 对 於 儿 数 
s 以 及 歼 数 六 而 言 华 储 C 一 西数 。 
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由 於 泣 明太 具 技 巧 性 ,所 以 这 咯 只 好 加 以 省 略 。 主 要 的 般 链 在 於 证明 
一 粗 C ”微分 方程 的 解 是 随 鞭 其 始 值 休 件 而 做 平滑 的 多 动 。 关 蕉 到 种 定理 
的 证 明 可 以 在 一 些 较 深 的 微分 方程 式 论 的 书 中 找到 ，, 例如 请 参考 E.Cod- 
dington and N.Levinson 所 请 的 Theory of Ordinary Differential 
Equations 第 22 下 定理 7.1 。 

如 拱 我 们 共 定 一 组 映射 有 集合 ， 假 设 他 们 的 行 驴 就 像 是 某 个 向 量 场 之 
流 委 的 行 舟 , 则 有 可 能 我 拉 能 级 从 过 租 映 射 的 集合 反 过 来 求 得 一 个 向 量 场 
使 得 各 向 量 场 的 流 纤 正好 就 是 章 组 映射 。 过 就 是 下 面 的 : 


定理 3.5.5 假 起 {p, } 是 一 个 由 C~“ 了 映射 上 :已 ,一 凡 所 租 成 的 局 部 单 
参数 群 ， 其 中 的 局 部 群 运 算 就 是 映射 的 组 合 。 如 果 映 射 F(m,s ) = p.m 
是 个 在 M x 尺 之 开 子 集 上 的 平滑 上 映射 ， 则 存在 一 个 C” 的 向 量 场 使 得 {w :| 
正好 就 是 其 流 禾 的 适当 局 限 。 


座 明 对 於 mE EE。= 避 以 及 任意 C“ 商 数 f:M 一 R ， 我 们 定义 : 
YX) = 5 六 FF)/os0m 0)。 容易 证 明 这 样 所 得 的 关 众 实 是 个 向 量 场 ， 定 闵 
在 五 之 上 。 此 外 Xf 是 C“ 映 射 9 (fo 下 )/9s 以 及 C~” 和 信 射 m 一 (m0) 
的 合成 映射 ， 因 此 蔷 f 也 是 C” 画 数 ， 可见 六 是 个 C ”向 量 场 。 所 剩 下 的 
只 需 证 阴 { p, } 与 之 流 线 在 其 定义 域 上 彼此 重合 。 因 此 我 们 来 证 明 曲 各 
rs 一 J 加 镶 久 的 积分 曲 穆 。f :MM 一 怀 沿 车 rs 在 5 = t 的 六 数 镶 . 


d 
rma(t)f 一 FN (psn) 
d 
一 FO (ps -ang) 
= (0)f (jspem) 
afsF 
人 DY (pm, 0) 
= 水 (Re 
= (rt). 
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而 已 经营 明 Tnx(1) = 时 (ra 人 ， 因 此 *。 是 的 种 分 曲 贸 。 已 
府 用 定理 3.5.4 可 以 得 出 一 个 非 零 C ”向 量 亏 的 局 部 标准 形 : 


定理 3.5.6 假设 X 镶 C™ 向 量 场 而 关 (m%w) 关 0 , 则 在 mx 点 存在 局 部 座 标 
x "使 得 在 此 座 标 郑 域 之 中 X= 9,1。 换 襄 之 ,每 一 个 非 鹤 的 向 量 场 在 局 部 上 
编 可 旋 信 是 个 座 转向 量 场 。 


证 明 在 m% 点 园 取 有 局 部 座 标 y' 使 得 》'm = 0， 同 时 使 得 : 
Xm), OfOyIm), .1 , C/OyI (mm) 


构成 对 。 中 的 一 组 基 。 从 RR“ 之 原点 的 郑 域 定 闵 一 个 映射 下 到 及 之 中 ,其 方 
法 如 下 : 


Ft{s, G2， 9 a’) 一 ps0 (0， 4， a’), 


其 中 fp,} 坑 基 之 流 缚 而 2 = (yy! ，…… ,y“) 就 代表 ?上 半 仙 新 标 陕 射 。 
显然 严 是 倍 C “映射 。 

当 * 变动 的 时 候 ,对 伶 每 让 %w”，p,m' 都 沿 著 七 的 积分 曲 秒 运 动 。 大 
此 区 的 积分 曲 禾 在 互 之 下 就 对 巍 欠 中 * 中 的 u* 座 标 曲 粮 。 多 此 如 果 能 改 明 
到 是 某 个 座 标 映 射 之 逆 喘 射 ， 旭 得 出 第 一 条 座 标 曲 统 就 是 天 的 香 分 曲线 ， 
因此 就 证 明了 是 第 一 个 座 标 向 量 场 。 

现在 篇 要 证 明 玉 是 在 m 点 之 某 座 标 映 射 的 逆 觅 射 ,我们 只 需 运 用 反 画 
数 定理 。 因 此 只 需 访 明 在 R' 的 原点 名 非 奇 界 。 在 R: 中 考 鹿 慰 准 基 
3/ 9u'( 0) ,而 计算 在 Fs 之 下 其 影像 如 何 表 岛 X(m) , 9/ 3y'(m), i > 
1 之 糠 性 组 合 。 我 们 前 面 已 经 计算 过 : F(8/2x1(0)) = XX(m) 。 至 岭 1>>1 
时 烃 过 原点 其 他 的 座 标 曲 季 其 s = 0 ， 内 此 接 定 闵 下 家 6-! 重合 ,而 知 
Fs(3/are(0)) = sjaroa,i> 1 。 所 以 Ff、 把 一 组 基 映射 成 一 组 基 ,因此 党 
然 是 个 非 奇 暴 喘 射 。 由 反 责 数 定理 存在 mr 的 一 个 座 标 部 城 U 使 得 在 其 上 
F-~1 二 (x!,..., x") 有 定义 ,而 且 需 Co 有 喘 射 。 口 
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名 题 3.5.1 (a 假设 {1,1} 是 3, 的 流入 而 {0,} 久 3, 的 流入 ,就 请 对 
於 任 昔 s 振 上 都 有 js。0 = op 。 

(bb 仿 设 X 册 了 Y 久 CC 向量 场 其 流 绢 镶 14, 及 10，} 。 又 假说 对 於 
所 有 的 :及 上 都 有 jks。 0 = 8.。 yp，。 现在 如 果 半 (tm) 及 了 (2 ) 信和 焰 性 无 关 
， 试 证明 在 mw 点 存在 局 部 座 标 x”，, 使 得 在 其 座 标 部 域 中 正好 X= 63, ,，Y 
= 2,。 

C) 试 推广 @ 及 Lb 到 上 个 向 量 场 的 情形 , 其 中 之 a。 


3.6 李 半 数 


如 果 久 是 一 个 C” 向量 场 , 则 藉 作 用 於 C2 傈 数 场 ( 画 数 ) 而 给 出 号 
个 C” 保 数 刀 。 本 节 所 要 言论 的 李 导 数 就 要 推广 过 种 运算 使 其 逆 成 一 种 作 
用 於 所 有 C” 张 量 场 而 保持 其 类 型 的 运算 Lx 。 

到 {4,1} 角 X 的 流 牧 ,而 假设 加 是 半 之 定 闵 域 中 的 一 点 。 由 4， 的 定 
义 可 知 其 逆 映 射 需 x-，。 由 从 半 责 者 同时 均 访 C” ,可见 上 六。 其 实 是 个 可 
微 问 凸 映射 。 因 此 就 每 个 s 只 要 p,m 有 定义 ,， 则 必定 As,s 是 个 人 ,到 M;， 
的 问 构 瑞 射 ， 其 书 7 =A 。 取 {el} 局 计 , 的 一 租 茶 则 {14,w2s} 就 
是 帮 ;, 中 的 一 租 基 。 我 们 可 以 把 演 些 向 量 EG) = jwet 看 成 是 T 有 中 位 於 
积分 曲线 y 之 上 的 一 条 曲 粮 。 当 然 泛 儿 7 是 由 坎 沾 续 发 了 的 各 分 曲 牧 。 在 
其 上 之 每 点 7s， 吉 些 已 , (s ) 炸 出 切 空 间 M;。 中 的 一 组 基 。 因 篱 吉 煤 故我 
们 就 识 壮 些 E, 构成 一 租 沿 著 7 而 运动 的 移动 支架 (moving frame ) 。 

现在 考 磋 一 个 在 x 之 部 域 中 有 定义 的 C” 张 量 场 T 。 因 此 T(rs ) 对 从 
基 忆 , (3 ) 记 寅 出 的 成 分 坊 一 些 的 C= 画 数 Te ，w = 上，…… ， 4d? ,其 中 
我 们 以 某 种 湾 当 方法 来 排列 温 些 成 分 的 秩序 。 则 遂 些 T。 的 半数 re = 
27“/ ds 也 就 构成 沿 车 7 另外 一 和 个 张 量 场 0 的 成 分 。 此 即 ,U0U 是 s 的 画 数 
, 而 每 个 U(s ) 都 是 用 >, 上 的 张 量 。 首 先 我 们 来 证 明 过 个 张 量 值 的 两 数 U 
是 息 M。 中 期 始 时 所 用 的 基 {e, } 之 滤 皮 无 天 的 。 因 铝 如 果 所 用 的 是 另 邹 
一 租 基 (7 ， 而 取 (3) = psxh， ,卓著 f= afe:， 由 Ms 之 线 人 性 性 里 可 
得 斑 , = 21E，。 请 注意 这儿 的 ci 是 些 常数 而 不 是 s 的 画 数 。 因 比 工 对 礁 
於 e 与 上 (此 即 尼 ,与 玉 ，) 所 写 出 来 的 成 分 是 由 s 的 常数 西数 48 所 圳 中 
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,而 有 Tf = A3T*5 ， 其 中 8 从 1 到 d7 取 和 。 过 样 T“ 的 六 数 问 也 有 
同色 的 天保 式 ， 而 知 他 们 是 同一 个 张 量 Z 对 从 不 同 基 所 寅 出 的 成 分 。 由 於 
雯 点 可 以 任 巧 磷 动 ， 我 们 就 可 以 得 到 忆 在 任 血 点 所 指定 的 张 量 。 

从 了 会 藉 著 对 必 之 积分 曲线 的 参数 求 导 数 而 渤 引 出 来 的 张 量 场 Z7 称 马 全 
对 於 和 的 李 半 数 , 而 以 上 xT 记 之 。 下 面 的 定理 中 我 们 和 给 出 有 关 李 半数 的 
一 些 基本 性质 : 


定理 3.6.1 (a 假设 T 是 个 C” 张 量 场 , 则 其 李 亲 数 Lr7 也 是 一 个 
C™ 张 量 场 。 而 且 两 者 属於 同样 类 型 。 和 党 然 上 xT 之 定义 域 信 全 与 蕊 之 定 
闵 域 的 交集 。 

(b) ”如 果 工 具有 对 称 狂 或 反对 称 性 , 则 LzT 具有 相同 的 对 称 人 性 或 反 
对 称 性 。 

CC) ， 艺 r 光 到 加 法 可 以 拆 开 : Lx(S + 7) = LxS + LxT. 

(d) ” 工 z 满足 尊 运 和 划 ( derivation ) 的 乘积 律 : 


”如 果 考 讶 保 数 场 /， 则 有 Lr/ =X/。 

(f) 如 果 X= 9， 坊 某 局 部 座 标 系统 的 第 一 个 座 标 向 量 场 ， 则 工 :T 
对 共 基 3 之 成 分 U。 只 不 过 是 9,T*， 就 是 了 之 成 分 对 从 第 一 个 变数 的 信 
游 数 。 


证 明 前面 五 种 性 质 都 可 由 定义 韦 接 得 出 十 分 简单 ， 因 此 允 儿 只 来 恋 
明 (f) ,而 假设 X= 9，。 我 们 前 面 已 经 知道 适时 在 过 座 标 办 域 赛 xn。 只 不 过 
是 沿 车 第 一 人 条 座 标 曲 稳 平 移 * 的 长 度 。 过 个 平移 就 把 座 标 曲 稳 远 到 座 标 曲 
粮 ，, 因 此 也 把 座 标 向 量 声 映 到 自己 本 身 ， 而 有 HAsci = 6 。 因 此 如 果 和 也 
e: 就 是 34(m) , 则 有 Et 二 3，。 所 以 TT 对 已 ， 之 成 分 就 是 工 原 来 的 座 栋 
成 分 。 适 时 对 的 微分 当然 技 定义 就 等 於 求 9 ，。[L 


另外 我 们 还 能 直接 计算 而 证 明 在 折 中 所 提 到 的 做 法 其 实 跟 各 个 满足 区 
= 3, 之 座 标 采 入 的 兆 取 和 无关。 此 即 假 设 雨 个 座 标 x ' 与 》: 都 有 X= 3/9x 
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= 0/ 3》 ， 居 特工 的 *' 成 分 对 x “微分 以 及 和 将 的 y' 成 分 对 y 微分 所 得 
到 的 结果 会 相 司 。 实 际 上 我 们 有 : 


0 0DxX 
TY 一 Te 其 中 A 龟 -- 些 327 及- 些 茎 7 的 本 


但 是 另 方面 有 : 


Yo -32 or- -过 -0 
Br 53 dxidxi Oxidyi al 


照样 也 有 X(axn/y] = 0 。 因 此 X48 = 0， 而 知 XTY* =- .49X¥Tx'3 。 可 
风潮 TT ”< 及 X7 ”2 只 是 同一 个 张 量 就 不 同 基 时 的 成 分 而 已 。 


证 ;由於 了 = Tep(p do) ， 其 中 Ps(91, dx 是 0 及 dx 的 某 个 张 
量 乘积 ,所 以 由 性 里 , (dd) 及 人 @ 我 们 可 以 将 上 xyT 了 的 x' 座 标 成 分 表示 成 
Lr9t ，Lrdx! 及 XT? 之 x 成 分 的 某 个人 代数 式 。 


答题 3.6. 1 试 证 jsxX0n) = XGm) 以 及 LxX = 0. 
定理 3.6.2 假设 X 是 个 CC“ 向 量 场 ,TT 角 一 个 C™~ 张 量 场 , 设 x' 供 座 


株 条 统 其 座 标 向 量 场 岛 39，, X'=Xx' 角 X 之 成 分 ,而 T) 坑 了 的 成 分 
。 则 上 xT 的 成 分 篇 : 


(LxT)i i = XTR. ~ > Tt DX 
十 > Tit.. 和 1 此 加 + RD (3.0.1) 
el 


准 明 修 设 X(m) 关 0 ,由 定理 3.5.6 在 mm 点 存在 座 标 y' 使 得 关 = 
9/9y ” 。 再 由 定理 3.6.1(f) .如 果 U= Lr, 则 UY; = XTY!i ,又 
的 x' 成 分 上 仿 X!= Xxt = 2xi/0y! ,其 中 x' 角 另 一 个 局 部 座 标 。 而且 我 们 
假设 工 是 个 (1 ,1 ) 型 的 张 量 场 。 如 果 开 是 别 种 的 类 型 ， 其 证 法 可 以 入 党 
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修改 而 得 。 带 时 有 ， 


| 
Pe 
-一 一 ~ 
ie 
+ 
上 导 
人 
| 六 
x 
3 
EB 
EB 
| 
局 


I 
| 
bm | 
针 
十 
| 
其 
人 
xx 
Ca 
位 
人 
所 
iq 
村 
全 、 


未) 去 


在 过 了 式 中 右 过 的 第 二 项 及 第 三 项 瑞 所 含 的 因子 可 以 化 简 : 


( 误 下 


站) 代 疗 = (新 3) or 0x 


ox? Oy} dx? oye 
Oy 0 Di 

dx? By! Oyt 

or 0 Dxt 
Ox? ay oy! 

OX! 

ply 


= X83 一 
=0— 


半 是 内 篇 我 们 有 : 


oy” 2 
Ox! Oy 


OX 


(Xx = Ox 


使 用 着 些 往 化 资料 立即 得 出 (3.6.1) 式 。 

按 下 来 考虑 那些 使 得 X(m) = 0 之 点 m ， 可 以 分 十 情形 来 考 讲 : 

B) 如果 存 在 避 的 部 域 U 在 其 上 XX 全 部 等 於 填 ， 则 在 VU 上 #， 是 个 便 
等 映射 。 因此 工 对 认 ksx& 二 @ 之 成 分 完全 等 於 了 原来 对 e; 的 成 分 。 换 
于 之 ， 所 有 的 半数 全 都 坊 需 ,因此 : (Zr7)w。=0。 但 是 另 方面 X 在 
U 上 咎 全 都 等 於 需 ， 因 此 当然 有 (2YnDm = 0， 骤 后 (77)ma = XOn)T, 
= 0 ,所 以 (3.6.1) 式 左右 两 过 全 都 等 从 寄 ， 而 等 式 成 这 。 

tb) mm 是 一 序列 {ma ) 的 株 限 点 ,但 是 关 ma 关 0 。 过 时 已 知 (3,6.1) 
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式 就 过 些 ms 点 全 都 成 立 。 诅 是 吉 式 雨 多 代 坑 过 炉 画 数 ， 所 以 只 要 友 杯 蝴 
则 知 (3.6.1) 式 在 轨 点 也 昨 样 成 六 。 口 


条 Lx,y= Lxr+ Ly. 
性 题 3.8.2 对 办 保 数 声 f 试 注 明 Lx df = dx 站 


匆 题 93. 6.3 试 沪 Lx 与 第 2.14 季 的 收 稿 运算 可 交换 。 此 即 : 假设 C 是 个 
收 篇 运算 ( contraction) ,就 一 个 北 量 的 第 bp 个 顺 回 指标 与 第 ? 个 道 锋 指 
标 挨 和 而 收缩 、 则 有 


Lx(CT) = C(LxT). 


习题 3.8.4 对 从 C” 向 量 场 X 和 与 Y 以 及 单 微 分 形 9 试 焉 明 下 式 粮 会 成 立 ， 
XY, 0> = 《LxY, 0 + <Y, Lx6>. 


汶 题 3.6 了 .5 对 从 C” 向 量 场 X，Y 以 及 保 数 场 ( 画 数 ) / ,就 廊 明 : 
(Lx 了 7 了) = XYf 一 了 YW 。 因 此 XY 一 了 XX 是 个 向 量 场 ,而 有 LxY= 一 LyX 。 


如 题 3.5.5 武人 怀 李 导数 运算 Lz 跟 对 称 运 算 以 及 反对 称 妈 算 .w 都 互相 
可 交换 。 因 此 在 对 笑 号 量 侣 的 对 称 积 之 下 或 者 在 反对 称 张 量 间 之 外 积 巡 算 
之 下 ， 上 z 都 是 一 种 导数 运算 ， 意 即 除 乱 性 之 外 得 满足 : 


Lx(TAU) = (LADAU + TALxU. 


如题 3.6.7 起 证 : 


LxLy 人 LyLx == LryY- (3 6.2) 
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加 题 3.6.8 (a 如 果 4 是 一 个 (1，1 ) 型 的 张 量 场 ， 我 们 可 以 将 4 看 如 
线性 映射 场 : 4(m): Mn 一 Mn 。 试 伍 可 以 把 4 唯一 的 延 拓 成 一 个 台 於 张 
量 场 的 导 运 算 D。, 使 得 党 Ds 特别 作用 於 向 量 场 人 上 时， 其 结果 篇 D4X = 
4X ， 而 且 : 

(1 对 每 个 张 量 场 T ，D47T 过 张 量 场 妥 了 属於 同一 类 型 。 

(2) 对 於 张 量 场 T 及 UV ,我 们 有 : 


DAT HU)= (DT)IOU+TSH DU. 


(3) ”加 法 在 Ds 之 下 可 拆 开 : DA + UVU)= DT + DaU. 
(4) 忆 与 收 熔 运算 可 交换 : C(D47) = Ds(C7T). 
另外 又 廿 明 对 区 傈 数 场 了 而 襄 避 =0 。 
tb 使 用 第 2.12 节 的 符号 ，M。 上 的 艇 性 映射 4( 姑 延 俊 的 寅 法 闪 坝 
是 4(m)s: Mn 一 Mn 。 使 用 同样 符号 , 当 我 们 把 Da 腿 制 到 顺 罗 向 量 考 外 
时 赂 等 於 De = 一 40r)i: Mn* 一 Mn 
CC) 哉 改 明 Lyx = fLx - Dredu， 其 中 改 坑 任意 向 量 场 而 矿坑 傈 数 声 
。 提 示 ; 由 伶 两 过 都 是 导 运 算 ， 都 能 与 收 熔 运算 相 殊 换 ， 历 以 我 们 只 需 验 
旋 道 等 式 於 保 数 声 及 向 量 场 对 能 成 立 便 可 。 
全 假设 张 量 了 是 属於 (2,1) 型 , 则 Ds 了 之 成 分 的 公式 妨 : 


(DATW = TE’As + Th A; ~ TiAK. 


武 推广 过 公式 到 其 他 类 型 的 张 量 。 请 注意 道 儿 Ds 完全 是 代数 的 运算 ， 因 
坊 都 没有 牵涉 到 4 或 了 的 成 分 之 潮 数 。 


项 题 3.6.9 假设 式 呈 了 霹 C ”向 量 场 ， 而 天 (加 ) 与 Y(m) 彼此 纺 性 无 虎 
,又 LrxY= 0 。 届 1 )} 坑 发 之 流 糠 ， 又 假 届 存 在 正 数 和， 使 得 在 了 的 定 
闵 域 中 包含 所 有 点 nz, 人 ,其 中 0 过 5 二 5 。 关 时 试 证 半 ( pm) 以 及 Y ( 
£77 ) 也 彼此 和 性 无 短 。 


贸 题 3.6. 10 ” 仿 设 LzxY=0 又 了 (m) =aX(m)。 设 2 一 如 习题 3.6.9 
所 示 ， 试 辟 通 时 ;Ym) = aXQom). 
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开题 3.6.11 在 EE” 中 考 外 向量 场 X= (ax 一 by)Ox + (bx + ay)c，， 其 
中 a 人 鼻 b 镶 常 数 。 若 8g=drx@drx+dy@dy 久 EB 上 的 欧 氏 测 距 , 试 证 


Lxg = 2ag, 


3.7 李 乘 积 


本 尊 数 的 一 种 十 分 重要 的 特别 情形 就 是 关於 二 个 C” 向 量 场 半 轩 》 的 
李 有 乘积 (Lie bracket) 。 在 习题 3.6.5 中 我 们 已 权 答 出 李 乘 积 的 男 一 种 表 
示 法 。 事 实 上 这 就 是 我 们 预备 用 来 进行 进一步 讨论 所 要 用 的 公式 : [人 ， 
了 ]=XY 一 YX , 其 中 的 XY 意 表 才 十 偶 向 量 场 作用 论 保 数 场 的 合成 运算 
。 从 送 样 定义 我 们 兹 不 能 直接 看 出 [X,Y] 是 个 向 量 场 , 因 人 篇 XY 及 YX 
都 是 第 二 次 的 偏 微 分 运算 ， 而 非 通常 的 向 量 场 。[4 ,了 ] 显然 有 加 法 的 性 
摘 , 渴 到 南 个 范 数 相 加 就 可 把 加 法 拆 开 来 。 可 是 论 到 乘积 的 运算 规则 是 和 外 
的 需要 加 以 验证 有 的 : 


(XY— YX)Ug) = XI(Yf)g + fYg8] ~ YI(Xf)g + fX8)] 
= (XrY/)g + (YXg + (Xf)Yg + /XYg — (YXf)g 
— (Xf)Yg — (Y/)Xg — fYXg 
= [(XY — YX)f]g + f/(XY — YX)g. 


当然 如 果 我 们 一 直 固 定 使 用 李 导 式 的 定义 法 ， 如 同 壳 题 3.56.5 的 做 法 ， 那 
床上 面 过 些 验 伍 就 不 需 用 了 。 

在 同一 个 座 标 了 条纹 早 的 雨 个 座 标 向 量 场 之 李 乘 积 一 定 角 夫 , 因 镶 对 
C™“ 两 数 之 第 二 次 偏 尊 数 是 与 求 微分 的 秩序 无 贿 的 : 0:0;f 一 596vV = [2， 
8,]f = 0 。 可 是 如 果 x' 和 与 y' 是 雨 个 座 标 采 烷 , 那 麻 一般 而 言 9A0x' 和 与 
3/ 3y' 就 不 见得 可 交换 了 。 例 如 ， 在 尺 中 考虑 座 标 系 坊 xx ，?7 与 >” ,9 
。 容易 能 计算 出 : 


OO。，0O， 一 -一 0 
人 ] 7 0 


假设 向 量 场 XX 与 了 的 x ' 座 标 成 分 镶 X' 与 Y' , 则 [X,Y ] 之 成 分 乱 : 
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[TX YY = [X,Y ix 
YY! YX 
KF: VSN 


和 


由 过 式 子 明 晤 可 看 名 李 末 各 的 运算 (和 ,7 了) -> [X,Y] 挖 不 是 用 来 鲜 稳 实 
个 张 巧 场 。 事 实 上 ,一 侦 张 量 场 只 处理 其 变数 的 成 分 ,而 不 是 过 些 成 分 的 
半数 。 可 是 某 些 张 量 的 性 质 和 分 在 并 史 嫂 样 都 成 并 。 例 如 对 於 每 个 变数 都 有 
加 法 的 性 所 : 


[XxX + Y,2} = [X,2] + [Y,2), 
[X,Y + 2]= [XY] + [X,2), 


另外 李 乘 积 也 是 反对 称 的 
[2X, Y= ~—[Y, 2X|. 


至 於 其 他 线性 的 性质 就 不 对 了 ， 事 实 上 返 蛙 我 们 有 : 


[LA 87 = (XN(gY) — (g YY) 
= f(Xg)Y + /fgXY — g(Y/)X — grYX 
= fe{lX, YF] + f/f(Xg)Y — g(Y/)X. 


当然 要 是 了 与 & 仿 常 数 画 数 的 应 那 友 后 两 项 就 都 消失 了 。 
此 外 还 注 足 下 面 过 个 Jacobi 伍 等 式 : 


[[LX 7Y],Z] + 1 Z], YX] + (IZ, YY] = 0. 


其 证 明 站 不 交 得 出 。 

关於 间 个 Jacobi 等 式 可 以 有 允 种 其 他 的 解 釉 。 其 中 有 一 个 是 在 答题 
3.6.7 中 ,把 公式 (3.6.2) 还 用 於 向 量 场 之 上 。 如 果 对 於 跑 便 两 个 还 算 
世 窒 8 我 们 就 定 芳 他 们 的 李 乘 积 镶 : [4,8] =428-24， 运 时 (3,6.2j 
式 可 以 写成 [Lo Lr] = Lrx.no 我 们 可 以 把 过 些 想 成 告诉 我 们 襄 上 :A 一 上 人 z 
是 一 个 李 代 数 科 的 同 是 映射 。 过 哆 所 谓 李 代数 就 是 一 人 向 向 量 空间 ,其 上 中 
有 一 个 反对 称 ， 伙 和 性 而 又 广 足 Jacobi 便 等 式 的 李 乘 积 运 算 。 双 儿 由 二 所 
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连 驼 起 来 的 两 个 李 代 数 都 是 无 穷 竹 的 向 量 空 间 ， 一边 是 所 有 CY 向量 场 的 
空间 , 而 男 沁 般 岛 作 用 於 号 量 场 之 尊 巡 算 空 间 。 关 於 Jacobi 恒等式 的 另 一 
电解 种 是 将 其 改 高 成 如 下 形式 : 

Lx[Y, 2] = [Lx Y,2] + [Y, Lx2]. 


因此 就 李 乘 各 而 谨 9 Lr 是 一 种 导 连 算 o 


习题 3.7.1 取 X,Y,Z 角 R* 上 的 向 量 场 ， 其 成 分 分 别 需 (0，z， 一 ?7) 
人 (一 2z，0，,x%) 以 及 (7?，-x，0) 。 试 性 如 下 的 对 应 


piaX+brY+c2—>ai+Dj+ck 


下 仅 是 一 个 各 性 同 构 映射 ,而且 在 & 之 下 李 乘 积 就 如 成 向 量 问 的 有 向 积 
VV, Vi = UV) x VYV) 。 可 见 通 常 三 炊 空 间 趴 使 用 有 向 种 来 做 成 的 向 量 
代数 其 实 是 个 李 代 数 。 特 别 各 时 有 向 积 油 足 Jacobi 便 等 式 。 


习题 3.1.2 使 用 上 一 题 中 的 符号 而 取 以 = ak +D7+cZ 。 
就 证 向 量 场 0 之 流入 是 R” 中 更 嫉 某 条 通过 原点 之 提 的 旋转 ,其 角速度 久 


一 Prr 。 
现在 我 们 要 将 定理 3.35.6 推 广 成 素 涉 雨 个 向 量 盘 的 傅 形 : 


定理 3.71.1 假设 XX 及 了 角 C” 向量 声 满 足 [X,Y] = 0 ,而 假设 在 x 点 
(me) -以 及 Y (9%) 互 志 和 绿 性 无 天 。 则 在 姑 点 存在 局 邵 座 标 使 得 在 其 中 大 = 
07r=0:。 若 s 及 上 足 执 小， 则 在 闫 之 适 当 郑 域 中 jp,° 9 = 86。p，， 其 
中 {p, 及 {9, )} 分别 坊 相 与 了 的 单 参 数 群 。 


话 明 如 果 第 一 项 抗 贯 ， 则 由 於 率 标 向 量 场 互 镶 可 交换 , 因此 第 二 项 
党 然 也 成 立 。 所 以 只 需 证 明 第 一 项 , 其 做 法 大 体 与 定理 3 .5.6 相 类 似 。 在 
m 附 近 潍 局 部 座 模 y ' 满足 : y'mp= 0 而 且 使 得 和 (Gn), Y(m), 8/90y3(m),...， 
a/a mn 构成 M。 的 一 租 基 。 取 V 角 RR 中 原点 的 适当 部 域 而 定 闵 户 :VV -- 
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计 加 下 : 
Fs, 1 a’, 9 29) 一 upi9p (0， 0， 0 ， 2 )， 


其 中 9? = (y*,..., Jy) 是 所 潜 用 的 座 标 鼎 射 。 如同 定 理 3.5.6 的 时 候 能 狗 
发 明 还 个 下 在 原点 的 买 拱 垂 嫂 非 奇 慷 ， 因 此 根据 反 项 数 定理 存在 天 ” = 
(x ， ……:z”)， 痢 是 星 在 姑 点 附近 的 座 标 映射 。 过 时 立即 有 X= 3,。 
如 果 限 制 於 x = s = 0 之 点 考 感 又 得 了 = 09,。 

在 +" 座 标 中 了 的 成 分 如 YYx”。 刚才 已 经 看 出 在 座 模 急 片 x = 0 之 中 
Yx = 3，。 我 们 这 狗 想 访 明 当 我 们 沿 著 x' 座 标 曲线 移动 而 交叉 通过 过 座 
梯 曲 面 时 这些 Y x ' 不 会 爸 化 。 事实 上 上 由於 [X,Y]=0 而 有 X(Yx')= 
Y(Xx ' )=Yoiz=0， 肖 表示 Yx 在 x: 变化 时 根本 是 个 常数 ,而 有 Yx' 
= 6 在 所 有 由 座 标 切片 x' = 0 之 点 沿 车 x 座 檬 曲 入 可 以 可 利之 点 此 成 立 
。 但 是 所 有 过 些 点 已 烃 足 锡 填 满 妈 之 郑 城 ， 而 性 得 在 因 之 卷 域 上 上 人 碎 需 
5，。 口 


同 榜 类 似 的 技巧 可 以 将 上 面 定理 推广 成 : 


定理 3.1.2 假设 X,,…… ,X, 角 C “向 量 场 满足 [X, ,X;] = 0， 又 假 
设 在 光 点 XX， (mx) ，…… ,XX，(m) 彼此 粮 性 无 天 。 则 在 如 点 附近 存在 一 个 
座 标 系 碰 使 得 在 此 有 系 态 中 XX = 8 i = 1,...,k 。 逢 儿 当 然 上 < 过 。 


3.8 李 乘 各 的 柳 何 解释 


在 定理 3.7.1 中 已 友 指 明 XX 与 了 之 流 穆 可 互相 交换 的 休 件 是 [X,Y ] 
= 0 。 过 种 在 澡 点 流入 的 可 交换 性 可 以 写成 : 


O_Opm = mm. 


一 般 而 悄 对 关 点 施加 映射 8_wu-,0us 的 苦果 就 是 将 区 点 沿 著 一 个 像 是 「 平 
行 四 过 形 」 的 四 光 往 前 推动 。 道 些小 分 别 是 XX ，Y ， 一 XX 以 及 ~- 了 按照 避 
秩序 的 积分 曲 贸 , 如 图 12 所 示 。 
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-性 (9 Hem) 


器 12 


我们 现在 要 指出 过 类 「 不行 四 稳 形 」 通 常 站 不 构成 一 条 封 阴 的 曲 狠 ， 
其 起 点 与 终点 之 闫 的 空 障 ( gap ) 可 以 由 si[ 关 ,Yj (m) 来 加 以 估计 而 得 
。 换 诈 之 ， 李 习 积 就 是 一 种 测量 这 空隙 有 多 大 的 近似 度量 。 

如 果 我 们 把 Y 替换 篇 (1/s)Y =Z ， 那 床 同 样 站 个 平行 四 进 形 也 可 以 
看 如 式 与 Z 的 平行 四 沈 形 ， 只 不 过 遥 时 每 过 的 参数 构 化 全 都 同 需 s 。 因 此 
如 果 在 原来 的 考 夸 中 都 假设 s = 上 亚 没 有 影响 整个 问题 的 一 般 人 性 。 下 面 的 
定理 答 出 局 一 结果 的 十 种 写法 ， 一 个 是 用 座 标 来 写 的 ， 另 个 则 不 用 座 标 而 
吉成 内 在 的 (intrinsic ) 高 法 : 


定理 3.8.1 名 合 x' 角 在 mn 点 的 局 部 座 标 满 足 x'm= 0 ,又 合 [XY 
(m) = ci@((m) 。 则 曲 纺 ys = 20- -be 之 泰勒 展 式 的 形状 角 : 
tys) 二 c's? 十 81(5)s*?， 其 中 g 是 C” 夯 数 


tb) 在 人 中 的 曲线 7 满 是 Ya0= 0 以 及 raas0= [X,Y](?m) 。 副 损 
有 天 第 二 障 的 切 向 量 7 ws0 之 定义 请 参天 尾 题 1.6.1 。 


盖 明 鞭 然 将 呈 的 千 果 写成 座 标 的 表示 法 就 等 从 全 ， 因 此 我 们 过 儿 只 
需 靶 明 (8) 就 约 了 。 
如 果 X(m) = 了 (mw) = 0 ，, 央 立即 [六 ,了 ](m)= 0 而 且 p。, 及 9, 对 
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所 有 5 都 使 区 点 保持 不 动因 此 ys = 各 ,而 zx (rs)=03 ，c =0 。 央 
此 过 时 本 定理 成 立 。 接 下 来 假设 (2) 与 了 4 ) 中 有 一 个 不 需 雾 ， 例 如 敲 
文 (m}) 关 0 。 首 先 必 须 引 人 册 征 重要 的 技巧 。 

第 一 ， 选 一 个 能 适合 还 册 题 的 座 标 系 态 。 像 是 前 的 情形 如 果 我 们 愤 用 
座 标 使 得 蔷 = 9, 则 能 大 大 的 化 简 “，，,， 吉 时 ,只 不 过 是 沿 著 x 方向 平移 
s 的 长 度 而 已 。 

第 二 ， 使 用 有 有 慑 项 的 泰 勤 展 式 。 我 们 必须 从 问题 中 猜测 到 底 只 要 把 泰 
勒 展 式 尽 因 到 那 一 项 便 旨 。 然 后 单单 使 用 不 超过 过 一 项 的 部 分 来 进行 计算 
。 如 果 没 能 犹 准 而 单 用 太 少 项 来 计算 ， 那 说 要 重新 添 多 末 项 来 计算 。 反 之 
， 和 如 果 使 用 太 多 项 来 计算 ， 那 床 所 得 的 结果 相同 ， 只 不 过 徒然 汽 费 精力 去 
处 理 演 些 认 林 的 算式 而 已 。 也 可 以 使 用 无 密 多 项 的 泰勒 展 式 来 进行 计算 ， 
其 技巧 大 抵 相 同 。 可 是 过 时 必须 有 和 收 倒 的 假发 加 进来 ， 因 坑 对 人 於 C ”西数 
其 泰勒 展 式 不 一 定 都 收 仇 也 。 

现在 就 假设 已 运 泪 好 了 座 标 x 使 得 X=D，， xm =0 ,而 且 使 得 Y 
的 成 分 : Y“ =Yx' 具有 如 下 第 二 次 的 泰勒 展 式 : 


Y! = b+ bix! + giexiat, 


其 中 gy 骗 MM 上 的 C~“ 两 数 ,而 b' 及 bs 此 镶 常 数 。 
过 时 [X ,TY](m) 的 成 分 c 可 以 计算 得 : 


([X, Y]x)m 

(0 Yx’: 一 YO.x)m 
(0. Ym 

= Di. 


et 


LL 


接 下 来 要 逐 偶 计 算 关 平行 四 四 形 的 角 之 座 标 ,而 将 其 用 泰勒 形式 玫 现 成 s 

的 杖 次 。 坟 此 我 们 必须 计算 积分 曲 笋 的 方程式， 其 参数 训 念 & 。 我 们 使 用 

简单 的 符号 来 玫 示 余 剩 的 项 。 例 如 用 O(2) 或 O(3) 等 等 ， 过 儿 他 们 的 全 

思 分 别 志 二 次 或 三 次 天 外 ，x 的 背 次 和 多项式， 以 CC“ 西数 搞 其 傈 数 。 所 

以 O(2) = al(s, 0052 + Bls, WD)su + Yls, Wu” ， 其 中 sp6,.7r 坟 CC” 责 数 。 
就 第 一 个 角 的 座 桂 ,我们 有 : 
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Yhm 一 09， (3.8. 1} 


因 岛 避 是 原点 , 而 ,是 洽 著 x 方向 下 移 s 的 路 内。 
接 下 来 如 果 有 最 第 二 忱 上 之 点 的 座 梯 需 8 = xiBpom ,上 则 8 之 形状 仿 


8 十 CC 十 有 92 十 0 + 00). 


因 镶 带 是 以 4 上, 霓 久 出 发 帖 了 过 向 晤 场 的 积分 曲 雏 。 央 此 过 些 8， 必须 靖 征 
Y 之 积分 曲 狠 的 微分 方程 式 ， 而 得 : 


Og i ie 4 ai O{2) 
Br ™ 21 + ad2s 十 CI3i 二 A 


= bi + bg’ + O(2) 
= bit+ bis+ biaiu+ UO(2Y. 
令 相 永保 数 相等 可 得 : 
ai = b, a = bi, a = bh), 
过 就 算出 第 二 个 角 0, p,m 之 座 标 仿 : 
gs, 5) = {64 + bs 4 (bY + BiB/2)s? + O03)， 
一 下 去 沿 著 第 三 过 移动 到 第 三 角 p_ ,9 ,pm 时 只 不 过 眶 著 x” 的 方向 
移 勒 一 .因此 得 出 第 三 角 的 率 栋 和 仿 : 
Xi Om = bis + Ob! + bibil2)s? + 0O(3). 
这 些 移 料 放 倒 拿 来 党 做 寻求 第 四 过 的 始 值 条 件 使 用 。 央 此 若 设 第 四 过 上 任 
配点 之 座 标 坑 hr ,此 即 六 = x9_wp-s9wwm ， 划 由 始 值 休 件 可 设 : 


hi = b's + ait + (bs + bib1/2)s? + assu + asu? + O(3). 


但 是 必须 满足 -- 世 过 向 量 场 之 积分 曲 穆 的 微分 方程 式 : 
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ok t | i 
三 ds + Uss 十 2asil 十 0(2) 


Ou 
= bb bh + OQ) 
= —b: — bib’s — byaiu + O(2). 


比较 其 保 数 立即 可 得 : 
=-b, a= -bb, a= ~—bjat/2 = bjb’/2. 


因此 第 四 角 rs 的 展 式 馈 : 


Xx'(ys) = hi(s, s) 
= (b: ~ bs + (bi + bb’2 — Bib! + bb /2)s? + O(3) 
= bis? + OG) 
=c + 0G). 1 


正如 定理 所 述 。 口 


草 题 3. 8.1 试 就 下 面 特别 的 实例 直接 计算 曲 入 ys = 6-w-,bwwm ,萌发 
明 其 泰勒 展 式 罕 合 定理 3.8.1 所 和 的 形式 。 

@ M=R,X= ddu, Y= uX. 

的 履 = R?,X= 0 了 Y= x6，, 斌 输出 攀 个 平行 四 小 形 的 人 简 国 以 卖 
明 壕 条 曲线 ys 。 


3-9 机 射 之 作用 

假设 :MM 一 入 是 个 C ”映射 ， 则 有 相应 的 切 空间 之 入 性 映射 sn 
: M。 ~ Non。 可 是 一 般 来 注 vs。 没 闪 法 将 一 整个 向 量 场 映射 成 另 个 向 量 
汤 。 因 局 。 有 可 能 把 MM 中 不 同 的 雨点 吉 与 m′ 映射 到 同一 点 * 天， 而 进 
时 就 栓 定 的 MN 上 之 向 量 塌 大 而 囊 有 可 能 peX(m) 关 psX(m) 。 因 此 我 们 设 
办 法 对 ( psX)。 指定 一 个 唯一 的 向 量 做 角 其 值 。 共 至 就 算 我 们 磋 巧 能 叭 
一 的 指定 (vsX) 。, 则 所 得 到 的 paX 也 不 见得 角 C”( 从 管 X 本 身 是 C” 
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,9 也 是 C~” ) 。 例 如 ， 有 可 能 影像 pM 兰 非 开 集合 ,而 我 们 又 无 法 将 
pa 迁 拓 到 一 个 包含 2 杂 的 较 大 的 并 集合 之 上 。 

设 半 与 了 分 别 角 放 与 N 上 的 向 量 场 。 如 果 对 从 天 之 定 闵 域 庄 面 的 每 一 
点 mm 都 有 : psx(n) = Y(pm) , 则 襄 革 与 了 彼此 是 9 相关 的 (P-related ) 
。 遂 匡 思 是 襄 半 四 Y 了 互相? 相册 的 充 要 人 条件 坊 : 对 从 每 个 C™” 隐 数 /:N 一 
RR ,都 能 满足 : 


(Yf/)oop=X(f°o9) 


事 寅 上 ， 对 於 三 之 定义 域 上 的 每 点 mm ， 上 式 左 右 十 下 之 值 分 别 储 : (Y/) 
opm= 了 (ym)f 以 及 (Of op)m = X(mMf°。 8) = (geX(m))f ， 因 此 两 者 
在 六 点 相等 就 表示 ; psX(m) = Y(gm). 


定理 3.9.1 假设 X, 与 Y ,是 9 相关 的 ，i = 1,2, 别 必 定 其 各 别 的 李 乘 
积 [ 六 ， ; 省, 也 与 [YY， 了，] 互 局 2 相关 。 


亡 明 ”对 愉 任 辣 的 f:N 一 情 我 们 都 有 : 


([Yi, Yallf) op = (TY,f— YYf)o9g 
= (VY.(Yaf)) op — (YA(Y /9 
= X((Ysf)° qp) 一 Xl(Yf)° 9) 
= XX(f op)) 一 XX(f ° 9)) 
一 [3， Xs]Ofo 9). 国 


C™“ 映 射 9p :MM 一 和 如 果 满 足 对 於 每 点 ?mE 及 ， 其 psn 秋 骨 M。 上 的 以 
射 ， 则 座 2 是 正则 的 (regular ) 。 


引 理 3.9.} 禽 设 v 和 镶 正 则 的 映射 ， 则 对 从 每 点 庆生 杂 都 存在 pm 不 的 局 
部 庙 模 y“,a= 1 ，…… ， CE 使 得 x': = yiog,i = 1,...,d 正好 就 是 崩 在 只 


点 的 局 部 座 标 。 


证 明 ys。 需 一 对 一 映射 过 条 件 构成 之 年 阵 表示 时 就 可 衣 成 : 遂 


214 第 三 章 流 形 上 的 号 量 分 析 


年 隙 中略 去 e - 4 列 能 物 得 出 一 个 非 奇 器 的 4 x a 于 短 阵 。 如 果 在 和 点 天 

座 樟 z”， 则 在 gs 捉 的 任何 座 标 y* 都 可 重新 排序 使 得 对 谭 於 基 9/ 92 (sm; 
以 及 87Xaya (gym) ，pam 所 写成 的 杆 氏 乍 障 (9y*。g/9z"m)) 之 前 面 的 那 4 

列 构成 一 个 非 奇 民 的 子 定 踢 。 这 巧 思 就 等 评说 前 面 的 a 个 两 数 x!' = y'。%，, 

i 二 1,...,4d 跟 座 标 z' 之 间 是 以 非 奇 办 的 页 氏 甜 障 (3x'/93z’'(m) ) 相 瑚 
违 ， 因 此 自然 可 取 x+ 坑 在 性 点 的 座 栋 系 绩 。 口 

定理 3.9.2 假设 v 久 正 则 映射 而 了 是 N 上 的 C” 向 量 场 满足 对 於 每 个 项 

在 了 之 定义 域 的 前 像 (preimage ) 中 之 点 m 都 会 有 Y(gm) EpsMm。 则 在 
这 前 像 上 存在 叭 一 的 C” 问 量 场 六， 是 能 跟 Y 了 互相 9 相 岗 采 。 


证 明 ”首先 显然 下 只 能 唯一 存在 ， 因 和 骗 由於 pam: Mn 一 Non 局 一 对 一 
， 而 且 包 售 了 (ym) 在 其 像 域 之 中 ,所 以 只 能 取 : 


XY(m) = pam (Y(pm)) 


现在 的 问题 在 长 必 须 司 明 吉 样 所 定义 的 向 量 场 艺人 砍 实 是 平滑 的 。 坑 此 我 们 
计算 蔷 对 从 引 理 3.9.1 中 所 述 的 局 部 座 标 : x = y'。 9 所 取 的 成 分 。 过 时 
这些 成 分 角 : 


X'= Xx = XY oP) = (Tp= Yo0g 


其 中 Y “是 在座 标 条 桩 y° 中 的 成 分 。 妍 然 了 “及 2 此 入 平滑 的 ， 可 网 和 、 
必定 也 照样 是 ， 因 此 得 性 改 是 个 C ”向 量 场 。 癌 ] 


我 们 可 以 把 9 相 央 的 概念 迅速 推广 到 任何 雨 个 逆 缀 张 量 场 之 间 。 因 篇 
莹 时 可 以 先 和 将 掠 性 映射 psn 延 拓 成 一 个 以 。 上 逆 释 张 量 代数 之 同 驴 映射 ， 
过 延 托 pse 具有 糠 性 ， 也 能 满足 psn(4 @ B) = (pen4) @ (pamB) 对 所 有 
的 M。 上 之 逆 符 张 量 4 及 怒 都 成 立 。 现 在 屋 S$ 及 7 了 分别 坑 M 及 售 上 之 逆 玫 
张 量 场 ， 则 若 对 於 S 之 定义 域 上 的 所 有 点 办 都 有 : panS(m)= 了 (Poz)， 则 
条 过 雨 个 逆 驾 张 量 场 互相 是 9 相关 的 。 
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引 理 3.9.2 修 设 和 A 储 了 局 9 当天 ,他 们 汶 流 各 全 还 骗 fp;} 及 {5,1.， 
虽 六 准 每 -但 5 大 有 op = -mp 。 或 外 下 而 的 图 陈 需 可 叉 换 : 


ah 


-| |， 


MyN 
证 明 ”只 需 汪 明 w 把 X 的 积分 曲 穆 送 到 Y 的 积分 曲 生 就 可 以 。. . 


定理 3.9.3 假设 平滑 的 逆 慑 纤 量 场 3 与 了 局 9 相关， 而 另外 咎 清 的 回 量 
碍 区 中 了 也 是 相 员 的 ， 则 必定 工 xs 绩 工 r 了 工 彼此 也 是 ”相关 扩 ; 
我 们 过 多 首 略 其 避 明 。 


如 果 2 是 正则 酉 射 , 定理 3.9.2 可 以 很 容易 的 推广 到 关 驮 逆 净 喉 莉 场 
的 情形 而 仍 照样 成 立 。 

可 是 如 果 记 考虑 的 是 跑 改 浦 量 场 ， 划 其 情形 大 储 不 同 。 尊 先 ， 过 村 上映 
射 的 方向 完全 跟 逆 灵 张 量 场 的 映射 方向 显 倒 过 来 ， 因 坑 gem: Mn 一 ”Nom 
的 过 偶 映射 就 是 其 转 置 映射 ( transpose ) : po Nd 一 MK ， 定 闵 驴 - 

《9amt T> 二 《Domr> ， 其 中 VEEM. ，r ENo。 。 过 件 毒 实 指 出 从 适 种 

映射 的 观念 而 其 ， 所 请 首 变 和 与 虎 玫 很 量 其 实 是 命名 得 正好 相反 了 ， 因 和 角 功 
向 量 是 跟 的 方向 相同 进行 其 映射 ， 是 余 切 向 量 才 逆 著 9 的 方向 来 进行 其 
瑞 射 。 因 此 从 过 观点 我 们 若 把 道 妨 号 量 凯 改 称 坊 切 张 量 场 ， 而 把 须 玫 纪 量 
场 改称 垮 人 条 切 红 量 场 ( cotangential tensor field ) ， 麻 设 才 较 合理 。 

其 次 ， 关 於 ” 相 需 的 顺 于 张 量 场 之 存在 性 不 会 有 任何 问题 ， 不 像 逆 释 
形 量 场 之 上 肝 ， 我 们 是 先 芥 定 了 vy 相关 的 送 移 形 量 场 之 人 后 才 和 给 出 其 性质 奥 结 
果 。 而 且 必 甩 上 限制 2 和 圾 正 则 的 映射 我 们 才能 证 明 过 种” 相 竟 之 凶 疗 杰 关 场 
的 存在 性 。 由 下 面 过 定理 可 以 看 出 关於 顺 竹 张 量 场所 能 得 的 车 黑 足 重 痢 目 
然而 普 融 的 : 


定理 3.9.4 息 届 了 是 久 上 的 -个 C” 顺 多 此 时 场 。 设 全 的 定义 坡 俘 4 ， 
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出 在 已 = op-': (4) 之 上 存在 唯一 的 一 个 C ~“ 硕 构 张 量 场 S = eo*T 潇 足 对 从 
每 一 点 mE 都 有 pg*T(pm) = S(m) 。 过 儿 v2 代表 和 经 延 拓 5 的 膨 构 张 量 空 
间 之 间 的 同 态 映射。 如 果 工 是 属於 (0 ,4g ) 类 型 ,而 wv ，…… :Vo EM,.. 
则 S 的 定义 也 可 写成 : S(v,..., v0 = 了 T 了 (psnD PamVa) 

如 果 原 来 的 T 具 有 对 称 性 或 反对 称 性 , 则 在 p* 之 下 所 得 的 pg”*T 仍然 
具有 对 称 性 或 反对 称 性 。 另 外 ”也 跟 对 称 化 运算 及 反对 称 化 还 算 可 以 互 
相交 换 , 因此 是 顺 变 对 称 代 数 ( 或 硕 变 Grassman 代数 ) 问 的 同 态 映射 。 


诬 明 和 镶 要 荡 明 所 答 的 两 种 定义 互相 等 价 , 我们 就 对 工 的 典型 项 按 下 
法 计算 。 设 dy”,，a= 1,，…… :6 坊 一 组 微分 形 的 局 部 基 ， 7,，…… ,rs 
坊 其 中 任意 9 个 ， 而 改 了 壤 N 上 之 C” 傈 数 场 ， 则 有 : 


(9x1r: 四  ® TANDi, .D0) = f/(pmpar(v): ‘mTa(Vo) 
= f(pm)vi, rT1>: 《bo PnTq> 
= f(pm)l9emti, 7T1): * "PamVay Tq> 
= f(pm)ri 办:… .四 ro(ponDi,. .psmpo)- 


可 见 两 种 定义 相等 。 接 下 来 仿 性 明 p* 了 壤 C,， 则 需 斜 明 对 从 C ”” 傈 数 场 
三 以 及 基 微 分 形 dy 此 事 坑 贯 就 可 ，, 因 坑 一 般 而 慎 x *T 可 表 镶 一 些 p*/ 
及 psdya 之 乘积 及 和 。 

就 你 数 场 f 而 冒 ,我 从 有: (e*j)m =f(pm) = CU。p)m ,或 即 9*f = 
Joey ， 因 此 只 要 了 坑 平 滑 则 必定 g*7 了 亦 需 平滑 。 

现在 设 x' 角 在 圳 点 的 局 部 座 标 ,而 y* 篇 在 9 的 局 部 座 标 。 则 对 从 
基 9/ 9x'(p) 以 及 93/ 93y"(9p) ，?sp 所 写成 的 村 氏 矩阵 可 高 成 (820 。p) 
/axt(p)) ， 其 中 代表 列 指标 而 ;代表 行 指标 ， 又 尹 坑 x' 过 座 标 那 域 中 
的 任 攻 点 。 示 时 此 垂 阵 的 转 冒 徐 障 ,此 即 萎 a 代表 行 指 标 而 i 代表 列 指标 
, 就 是 对 应 从 p* 的 皇 阵 。 因 此 按照 连 镇 法 则 可 得 : 


p* dp = [00 ° g)/0x] dx = d(y” ° 9) 


那 麻 既 然 y" 及 9 萌 坊 平滑 画 数 ， 可 见 dy“ 亦 具有 平滑 性 。 
由 第 二 定 儿 显然 p* 能 保持 对 称 性 及 反对 称 性 ,又 能 与 对 称 化 运算 或 
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反对 稀 化 运算 相交 换 。 口 


写成 座 标的 形式 时 ， 9?” 运 运 算 其 实 相 当 认 在 了 的 座 标 表示 式 中 将 
的 府 标 方程 式 代入 计算 而 得 。 关 意思 是 说 ， 价 车 9 的 座 标 方程 式 伪 : 


y=F(x,.. ,x)= Fx), «=1,...,e, 


如 果 考 虞 的 磊 构 号 量 场 属 於 例如 ( 0，2 ) 过 种 类 型 ,而 写成 ye 座 标 时 了 
之 形式 坊 : 
T = Ts 及 00 


则 92 了 在 * "到 座 标 系 梳 的 表达 式 应 储 : 


gp*T = Taos(F!(x),..., Fe(x))(OF®/Ox')(OF?/Ox’) dx dl 


证; 在 上 面 必 明 中 我 们 已 烃 观 察 到 一 件 十 分 要 聚 的 圳 。 如 果 ya 入座 
标 西 数 ,， 则 有 yp* dy” = dlp*y*) , 因此 op* 与 汉 算 4 可 以 互相 交换 。 事 实 
土 吉 件 事 对 放任 亚 画 数 了 此 和 念 放 : 


(p* dv = px) 
(psD)7 
vf "9) 
= vg"/) 
= (dp*f)v, 


因此 ” ”dj = dy"/。 在 第 四 莫 中 我 们 要 把 运算 d 推广 成 作用 人 於 任 普 显 驾 反 
对 称 张 量 场 ( 微分 形 ) 之 上 ， 吉 时 仍 能 性 明 4 和 与”“* 丰 相 可 交换 。 


加 蚌 3.4.1 假设 gz 钥 N 上 的 黎 易 测 距 , 而 :M-*NN 篇 正则 的 映射 。 试 
性 pg 是 个 人 上 的 黎 曼 测 距 。 可 是 如 果 g 只 是 一 个 半 歼 曼 测 中 , 试 举例 坟 
识 明 wp" 菲 不 见得 是 一 个 半 获 曼 测 距 。 就 算 P*g 是 个 半 黎 昌 测 距 , 也 有 可 
能 vp"g 的 指标 数 积 g 原先 的 指标 数 会 彼此 不 相同 。 好 和 化 假设 ?不 是 正则 映 
射 ， 而 8 有 禹 歼 曙 测 距 ， 则 有 可 能 w"g 会 不 再 是 黎 曼 测 距 。 
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咕 题 3.9.2 假 届 杂 是 尺 中 由 下 式 所 定义 的 凶 辕 面 : 
XI+y 2=-1l ,2>0 


假设 8 入 尺 上 的 Minkowski 副 中 ， 此 即 8 = (dx) + (dy 站 一 (dz)”。 由 
於 半 柳 曼 浏 距 具有 对 称 性 ,因此 习 居 上 我 们 使 用 对 稳 积 的 符号 来 素 示 他 科 
。 现在 假设 v:M 、R’ 驴 包含 肌 射 。 试 证 明 : 月 y*g 是 及 上 的 歼 曼 测 距 
.过 个 黎 曼 流 形 (村 ,4 ) 特别 称 镶 释 葛 平面 ( hyperbolic plane ) ， 因 和 坊 
其 曲率 ( curvature ) 镶 衣 数 一 1 , 清 参 考 第 5.14 和 节 。 我 们 知道 欧 反 球面 
S :x +y +2z =1 的 曲率 篇 正常 数 1 ， 央 此 两 者 正好 互相 对 偶 。M 上 
有 许多 的 性 质 都 类 似 愉 球面 3 的 人 性质 。 友 如 襄 ， 上 曲面 上 的 测 地 线 ( geo- 
desic ) 正好 就 是 所有 好 与 释 过 尺 原点 之 平面 的 交 线 ， 适 情形 完全 跟 S 
上 的 测 地 从 就 是 S$ 与 径 原 点 之 平面 之 交配 相 类 似 。 


将 题 3.9.3 假设 T 是 个 属於 ( 0,4 ) 类 型 在 和 N 上 的 反对 称 张 量 场 ,假设 
9 > dim , 坛 谤 明 g*T=0。 


3.10 路 界 点 的 理论 


考虑 4 上 的 C” 亢 数 三 , 假如 在 始点 满足 dm = 0 ， 刚 说 次 是 了 通 傈 
数 场 扫 一 个 朴 算 点 critical point ) 。 使 用 局 邵 座 标的 湾 法 道人 条 件 等 於是 
多 了 在 关 点 所 有 的 -- 次 俩 半数 此 必须 人 垮 雾 : 041f(m) = 0 。 如 果 在 天 点 存 
在 一 个 卷 域 UV, 使 得 对 於 所 有 的 点 nEUV 者 有 fm 之 fn (或 fm<fn) 
， 划 说 m 点 是 的 一 个 ( 相对 的 ) 极 大 (或 (相对 的 ) 极 小 ) ( relative 
maximum or minimum ) 。 假 设 m 是 ff 的 隐 界 点 或 枢 大 点 或 标 小 点 ， 期 
稳 fm 角 一 个 踢 界 值 或 橡 大 让 或 标 小 信 等 等 。 


定理 3.10.1 优 设 加 是 /的 措 大 点 或 极 小 点 , 则 必定 w 镶 下 的 一 个 临界 
点 。 注 辣 壹 见 都 谈论 相当 的 极 大 或 模 小 ,因此 以 线 都 把 『 相 对 的 」 三 个 字 
省 赂 。 


3.10 了 临 天 点 的 理 葵 2])9 


启明 任 取 vv 七 村 。, 倒 7 是 作曲 纱 满足 ra0 王 v0 ， 则 fo7 是 人 篇 洋 倘 
单刀 达 数 ,而 0 镶 过 获 数 的 橡 大 点 或 穆 修 器。 因此 d(f eyY)dx(0; = 0 = 
(yw0)f = 0 = dn?) 。 位 vv 信任 龟 切 向 租 ， 可 和 df = 0 。 换 襄 之 ,台大 
的 星 寞 条 。 上 |] 


妇 果 对 其 替 点 站 生 朵 篆 有 oz 人 1 (成 Js ) 则 说 mp 是 是 后; 
最 大 可 ({ maximum point ) ( 或 最 小 点 (minimum point ))。 i 先 ' 闵 ， 一 
全 扩大 点 或 最 小 点 自然 就 是 一 向 要 大 束 或 标 小 县 ， 央 此 也 是 … 人 向 申 宅 型 。 

很 坝 碎 生 了 的 -个 隐 界 上 到/ 在 mm 点 的 赫 斯 式 ( hessian ) 瑟 ， 革 假 
十 闵 伶 用。 上 的 公办 性 形 ,。 基 vv, 忆 忆 村 ，， 设 WW 馈 随 使 一 个 C” 问 量 场 灌 
是 克 (六 ) =w (着 个 WW 稳 篇 w 的 C“ 延 盾 ) ， 则 定义 : 


Hv, w) = WA WA). 


由 过 定义 我 们 可 能 鲁 囊 得 媚 ， ( ” ,zw ) 之 信 可 能 合 洲 美 W 的 选取 而 有 卉 强化 
, 办 此 往 了 使 过 定 闵 合用 ， 我 们 必 腿 和 ; 


定理 3.10.2 了 在 天 癌 的 蔡 斯 式 是 个 合用 而 不 含混 的 友和 绿 件 形 ， 而 且 且 
有 对称 性 。 对 压 基 座 标 基 0 加， 好 7 所 高 出 来 的 Ed 便 成 分 分 中 您 (9.9 7 
)。 。 


误 虽 上 服 V 篇 vv 的 一 候 C“ 延 拓 ， 则 由 dfw = 0 可知 [V,W jrm)j 
= 0 。 因 此 5 于 三 = (VWA)m =: ( 玉 V)m = wVf 。 在 站 等 式 由 zy 不 厂 温 = 
之 延 拓 VV 之 吏 法 无 天 ,而 wV 办 ww 之 延 拓 WW 之 玩法 无 关 ， 可 名 有 Hj 的 定 
闵 与 WW 之 园 法 无 天 。 而 又 知 量 , (2 ,ww) 对 锥 >，w 售 对 称 。 

39m 的 -个 C” 适 拓 人 篇 3，， 可 见 太 , 的 座 柑 成 分 篇 : 


HE.m, Om) = OMe = (0, )m. 


敢 严 坑 了 的 莉 草 蔓 ， 假 设 在 过 点 的 南 斯 式 Zr 镶 非 进化 的 ， 则 说 黄 古 
一 个 菲 壕 化 的 熙 窜 点 。 运 条 件 噬 等 内 是 要 求 det ((9.9; 有 )m) 去 0 。 如 果 取 
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7 二 64f， 则 《((6:6; 人 mm) = (07)m) 可 看 如 西数 对 基 座 标 x 的 要 乓 年 
阵 ,因此 可 得 : 


定理 3.10.3 /之 隐 界 目 m 角 非 退 化 的 充 要 条件 就 是 了 的 4 个 偏 尊 数 
9 4 = y 形成 在 加 点 的 一 组 局 部 座 标 条 级 。 


如 果 画 数 了 所 有 的 隐 错 点 上 闪 需 非 退 化 的 放 界 点 ,出 襄 站 函数 是 个 非 漫 
化 的 画 数 。 

在 必 , 中 适当 的 选 一 组 基 使 其 对 链 绪 性 形 恕 , 镶 一 组 正 交 单 元 基 ， 然 全 
再 定局 部 座 标 x 满足 x 办 = 0 ,同时 3,m 就 是 间 租 在 吾 , 之 下 的 正 交 单元 
基 ,过 样 就 有 (09010,f)m= 6we， ， 其 中 对 工 普 不 取 和 ,而且 et= 工 ,一 1 
或 0 。 可 以 重新 排序 使 得 一 1 的 出 现在 最 前 面 ， 因 此 s:,=-1 ,i=1,2 
i ， 7 。 又 使 0 出 现在 最 末 和 后 。 冲 肝 厦 考 锌 在 mx 点 的 二 次 泰勒 展 式 
， 则 可 得 : 


f= fm + fix'x’ 


其 中 ff;， 局 C” 辑 数 满 足 太 了 一 OE 以 及 了 了 一 fyr 0 现在 如 果 假 设 fs 
沙 不 全 人 坊 雪 ， 我 们 可 以 使 用 如 下 的 步 又 选取 沉 党 座 标 以 便 使 得 f 在 m 之 郑 
域 友 一 个 最 仿 简 香 本 形状。 过 时 友 


y= 《一 /xl ~ fi2X” — +- 一 .sxq 人 一 三 
则 yx ，…… 对 和 ,x 之 里 氏 生 障 在 姑 点 忆 非 奇 刁 因此 就 
可 以 选取 yy ,x ，…… ,xX“ 和 当做 在 mr 点 的 局 部 率 标 ， 这 时 
f=fm— (y+ 之 ， UX NX, 其 中 gym = 00ei. 
按照 类 伺 的 做 法 我 们 可 以 逐次 愤 取 多 ，y” ，…… ;》”。 如 果 进 到 i 沁 了 时 
; 则 ”的 愤 法 只 需 通 当 释 动 符 号 而 取 
了 了 一 上 
f= Jm-— > (y)” + > (7 ) 十 > hx x’ 
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就 可 。 过 做 法 一 站 持 术 到 愤 得 ” 个 新 座 标 》，…… ，;》 ， 他 们 与 原 有 的 
和 'X“ 含 在 一 起 构成 在 mx 点 的 一 租 座 樟 系 烷 ,其 中 7 是 已 7 之 秩 
( rank ) 。 使 用 过 一 租 新 座 标 f 之 罕 勒 展 式 ( 二 次 ) 可 才思 : 

7 h, | ] v2 

> (人 Pi ) 
当 及 , 镶 非 退化 时 r+ = d ， 拓 时 就 没有 那些 剩 条 的 合 Ai 的 项 了 ， 因 此 /下 
成 芒 轨 请 镶 一 个 二 次 形 ( quadratic form ) 加 上 菜 一 常数 。 带 和希 果 正 是 邱 
谓 的 靡 斯 引 理 。 如果 吹 数 在 mx 点 的 df 了 0,， 则 m 镶 正 则 点 。 间 时 重 黎 
排序 不 妨 假 设 3f/9x'(m) 关 0 ， 因 此 荐 服 y 二 f/f，y =X 
= x* , 旭 y' 构成 一 组 新 局 部 座 标 系统 。 过 样 我 们 已 权 广 得 下 面 的 


定理 3.10.4 人 假设 mx 站 非 /的 莉 界 点 ， 央 在 点 之 部 域 存在 座 恒 和 琴 
统 y' 满足 /=y 。 

中 ( 摩 斯 引 理 ) : 假设 姑 仿 /了 之 非 退化 莉 界 点 ， 则 在 m 存在 局 部 座 
标 y' 使 得 : 


f =m Si + ri (7)? 
其 中 工人 代表 严 斯 式 的 指标 数 。 


和 如 果 和 信子 的 非 退 化 莉 罩 加 ， 划 天 必定 是 个 孜 立 的 (isolated ) 莉 界 
点 ， 此 即 在 委 点 有 一 部 域 ,在 其 中 除了 和 以 外 了 没有 其 他 的 路 界 点 。 


证 明 ”使 用 摩 斯 引 理 中 的 座 标 则 路 界 点 之 条 件 9.f = 0 释 成 简单 的 
y'= 0 对 所 有 = 成立。 因此 原点 六 坑 坦 座 标 那 域 中 唯一 的 一 个 降 界 点 。[ 


国定 的 一 些 磷 何 和 结构， 过 种 有 关 莉 界 点 或 画 数 之 奇 屋 人 性 的 昕 袍 及 分 类 理 座 
在 近亲 十 年 有 长 足 的 进步 ， 而 形成 一 套 新 的 剧 和 楼花 之 研究 。 计 者 不 妨 参 考 
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我 们 的 剧 玫 论 立业 。 另 外 不 在 剥 玫 中 的 膛 有 一 本 元 : V .Guillemin 及 
Golubitsky 所 写 的 Stable Mappings and Their Singularities ,全 本 
很 精 农 的 好 书 ， 只 不 过 不 太 容 贱 芒 。 


如是 3.10.1 四 考虑 f= xy 十 上 ): KR? 一 尺 ， 试 座 了 具有 一 个 其 
已 , 坟 老 的 理 立 鸭 降 界 点 。 曲面 f 在 送 了 莉 办 点 的 形状 二 分 好 玩 ， 试 答 出 站 
钱 简 何以 这 曲面 之 名 称 储 猴 鞍 (monkey saddk ) 。 

中” 试 长 画 数 /= ‘RR?-*R 之 临界 点 权 成 一 个 子 流 形 ,因此 都 冰 
些 非 莉 立 的 路 界 点 ,而 日 在 每 个 隐 界 点 其 HF ,一 0 。 

(cj 考古 f= oj: R? -> R。 其 潇 足 条件 如 /了 6 之 喇 界 种 所 构成 的 
流 形 是 那 -~- 些 ? 适 些 子 玻 形 具 封 财 性 否 ?是 个 存 充任 何 路 错 标 往 和 足疗 7 = 
on 

dd 者 种 /= 3 R? -> 让。 斌 座 所 有 江 足 如 ;= 0 之 踢 界 点 的 集合 于 
不 楼 绕 一- 候 子 流 形 。 


避 题 3.16.2 二 代 岛 通常 R' 中 的 环 面 (fcrus ) ,而 把 其 中 心 所 在原 昧 
， 其 地 配 拙 取 镶 ? 质 。 苍 以 M7 床 代 站 刚 界 子 流 形 ,是 由 所 行 其 右 / 之 指 樟 
数 访 17 ,而 其 团 化 次 咏 # 之 髓 界 点 所 租 成 的 。 遇 7 代表 一 占 嗓 肛 原 在 的 卫 
购 , 而 考虑 HH 上 贰 数 A7 =yiw ， 8 二 2 ， 此 即 fm 代表 mY 天 0 的 了 肉 三 
2m 代表 区 点 的 高 度 。 斌 求 f 虹 8 之 各 个 莉 界 子 流 形 杂 ? 。 如 果 及 被 浴 得 
稍微 屿 并 中 心 ,或 者 稳 微 导 斜 ， 天 座 整个 情况 例 有 什 自 汉 化 。 


习题 3.10.3 假设 f 饮 非 退化 而 狼 蒿 紧 梓 ， 试 证 7 至少 有 凯 侦 而 至 多 只 
能 县 有 有 限 侦 喇 民 到 。 


有 关 县 求 一 个 画 数 之 最 大 或 最 小 的 问题 党 可 夭 助 於 定理 3.10.1 来 得 
到 解答 。 如 果 所 牵涉 的 间 题 较 复杂 ， 那 友 或 许 也 需 使 用 其 他 并 偶 定 许 的 知 
果 。 第 一 步 厅 是 先 求解 各 西数 的 隐 界 到 方程 式 9 = 0。 由 於 出 现 葵 -一 般 
凑 用 中 的 流 形 大 托 都 能 菩 有 限 个 座 标 产 域 所 湾 蕾 ， 因 此 运 儿 所 涉及 的 只 是 
有 限 租 的 方程 式 系统 { 94f = 0}。 然 后 我 们 比较 了 在 示 些 史 界 点 《〈 或 临界 
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子 疲 形 ) 的 信 ,而 渤 出 其 中 最 入 或 最 小 的 地 方 。 

及 艇 所 考 上 不 的 流 形 如 是 某 个 更 大 流 形 NN 之 中 的 超 曲 面 ,， 或 者 多 人 缠 起 
曲面 的 交集 ， 而 了 就 是 一 个 定义 於 和 六 上 之 亢 数 了 限制 到 形 上 来 。 带 时 出 区 
趣 区 面 至 少 在 局 如上 可 以 看 如 一 因 水 平易 吕 (level surface ) ,而 由 NN 1 
之 某 丽 数 & 肥 其 8= 5 严 决 守 (这 特 必 从 dg 在 效 上 不 喜 霉 ) 。 因 此 我 们 
就 可 以 将 了 在 滥 水 平 沿 面 4 = c 上 之 莉 界 点 的 条件 藉 遇 1agrangian 革 了 ! 
Lagrangian multiplier ) 的 方法 才 束 出来。 其 规则 如 下 : 求解 联 这 方志 
租 : 

df(n) = Adeln), gn= ce 


所 得 由 2 及 ， 浊 时 所 得 的 就是 /x 的 区 办 点。 要 剖 明 浓 数 法 镶 蚂 其 首 
.小 容易 。 河 圳 我 们 知道 在 六 之 二 存 在 座 标 在 2 会 凡 之 任何 卷 域 中 使 很 其 
形状 吉 。 


脖 李 就 浸出 : 


| d vdi 
ary = Xiy 


是 训 霸 的 康 标 。 因 此 如果 广 = dx ( 在 久之 二 )， 则 将 其 局 限 锥 司 时 可 
得 fm) = Si 。 换 得 之 、 太 laGN 首 点 是 个 莉 界 点 的 条件 就 
是 % 必 有 领 秒 在 打 中 (& =5 及 政 Mm =01>1。 各 就 等 狼 要 求 df ) = 
(Ain) dg(m). 、 

击 征 妇 朱 人 是 楼 个 超 坦 面 8 = 二 ck 的 交集 ， 我 们 可 以 述 速 
将 上 而 的 规则 加 以 推广 而 成 : 求 下 列 联 立方 程 组 : 


af (nm) = D5 1 A dgal . } 及 gap = cy, 并 一 ij,..., Kk, 
之 鲜 而 求 得 2,，…… ,24 及 nn 。 当 然 在 进行 台 做 凌 时 ,我 们 可 以 疯 用 入 
最 方 僵 的 座 标 条 和 烷 z ”来 表 潜 过 :5gu 及 /三 。 


实例 在 球 澡 x 工 si : 二 】 儿 上 我 们 相 求 卫 娄 /=x yz 一 xz 二 各 
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大 。 如 果 使 用 直接 的 求法 我 们 必须 杜 取 一 些 座 标 系 坑 ( 例如 各 个 半球 ) 
把 了 用 演 些 座 标 分 别 表示 ( 例如 当 愤 取 x* ，? 角 局 部 座 标 时 ,必须 在 /9 
用 z= (一 一)!? 代入 。 然 后 本 求 了 之 价 导 数 之 零 解 。 过 样 搞 起 下 
颇 仿 麻烦 。 但 是 如 果 我 们 使 用 Lagrantgian 乘 子 的 方法 过 就 驾 得 十 分 简单 
。 因 钥 只 需 解 联 立方 程式 : 


(py — 2dx+(xr+2)dy+ (yy — x dz = AQxrdx + 2y dy + 2z dz) 
和 十 到 十 开 =1 


而 求 出 x，?，2z 及 4 。 由 第 一 式 可 得 : 


y— Zz= 2Ax, 
xX+ z= 2Ay, 
y— x= 2Xz， 


改 高 成 短 阵 的 形式 可 表 馈 : 


—2A l 一 ] x 
| 1 —2A 1 y=0. 
一 ] 一 2A Z 


但 是 由 第 二 式 (x，y，2) 关 (0,0,0) ， 所 以 过 乍 阵 必须 是 奇 民 的 ， 而 
知 其 行列 式 坑 零 , 或 即 -82'+ 62 一 2 = 0 ,而 可 求 得 三 个 根 分 别 篇 2 = 
—]，1/2 及 1/2。 
以 2 = 一 1 代入 可 解 前 面 穆 性 方程 式 而 得 y= 一 * 及 z =x, 因此 由 & 
二 1 可 得 两 种 情 沉 : 
(1) (x,»,2) = (1/vV3, 一 1V3 UV 
2) ,0D = (一 UV3 UV3 -lvV3). 
如 果 以 14= 17Z2 人 代入 划 只 能 得 z =y 一 * ， 关 是 一 个 通过 原点 的 平面 
。 这 在 面 与 球面 放 的 交集 是 倘 大 图 ,因此 这 是 一 个 一 容 的 连通 的 莉 界 于 流 
形 。 因 此 f|x 在 道子 流 形 上 的 合租 常数， 我们 只 需 在 其 上 随便 一 点 计算 了 
的 值 。 例 如 了 肥 点 : 
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(3) (x, 8, 7) = (VD LVY 0). 


/篇 x,，y ,2 的 二 次 丽 散 ,因此 /p=/(-p) ,可 见 了 在 第 由 点 与 第 
(3) 点 的 值 其 实 相同 ,都 入 : 


HUv3 -lv3 Uv) = -13 -3-13= 一 !. 


但 是 在 临界 子 流 形 上 了 的 值 需 f(1/V2, 11V2,0) = 1/2 。 因 此 所 得 的 竺 六 
是 f 具有 雨 个 最 小 ,就 是 雨点 (及 (2 。 而 具有 一 个 大 图 的 最 大 点 , 其 方 
程式 入 : 


3 了 = 一)》 一 YXx+ 居 二 22 一 |. 


M.Morse 发 展 出 一 套 很 族 杂 的 摩 斯 理论 把 魔界 点 的 候 数 与 类 型 跟 打 
上 某 些 釉 坊 Retti 数 (参看 第 4.6 季 ) 的 拓 栅 不 法 量 连 轴 在 一 起 。 壳 套 摩 
斯 理论 可 以 从 公 方 面 都 有 用 不 : 因 角 有 岗 这 些 拓 模 不 变量 的 知识 可 用 来 健 
认 某 些 类 型 之 莉 界 点 之 存在 性 ,而 反 过 来 籍 翔 现 择 合宜 的 丽 数 东 计 算 其 莉 
界 上 由 的 精 构 我 们 能 锣 在 许多 场合 计算 出 流 形 几 的 Betti 数 来 。 

到 套 摩 斯 理论 可 麻 用 於 任 何 定 闵 於 一 个 紧 业 流 形 之 上 的 C™ 两 数 。 至 
认定 闵 怜 非 紧 纠 流 形 上 的 范 数 /， 我们 只 需 假 设 水 平 点 集 ( level sets ) 
f= {mifm sc 久 肾 第 就 可 。 演 完 的 c 要 足 钢 大 使 得 / 能 包含 所 有 的 
应 界 此 。 当 了 入 非 退 化 时 使 用 摩 斯 理论 做 起 来 相当 容易 ， 因 入 吉 时 只 涉及 
计算 M, 中 降 界 点 的 侦 数 ， 其 中 M 当然 是 指 那 些 其 妃 ; 之 指标 数 优 了 的 吃 
者 点 之 集合 。 我 们 也 直接 以 AM7 来 代表 过 集合 中 了 莉 界 点 的 个 数 ， 而 称 之 仍 
f 的 摩 斯 数 (Morse number) 。 坟 了 指明 他 悍 葵 中 过 种 最 简单 的 情形 其 实 
其 有 很 大 的 一 般 人 性 ， 摩 斯 性 明 了 对 蕉 任 昔 一 个 C“” 画 数 只 要 稍 加 摄 动 ( 
perturb ) ， 就 能 轰 成 一 个 非 退 化 的 平滑 画 数 。 请 将 过 事 与 悄 题 3. 10.2 
比较 ， 在 那儿 是 中 只 稍 徽 移动 环 机 就 使 得 高 度 亢 数 g 与 半径 西数 三 全 都 歼 
成 非 退 化 的 范 数 了 。 

假如 关 是 两 数 了 了 的话 界 点 ， 如 果 在 姑 的 卷 域 存 在 一 和 组 滴 党 的 座 标 使 得 
f 的 座 标 表示 是 个 二 决 函 数 ( quidratic function ) ,， 则 谣 过 个 临界 点 是 
厂 的 二 次 隐 界 站 。 我 们 现在 考虑 求 面 S” 上 的 一 个 平滑 西数 了 而 假设 了 只 
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有 二 次 的 临界 点 。 而 想 将 摩 斯 理 苍 用 到 过 情形 。 首先 来 看 看 有 没有 二 竹 
的 三界 子 流 形 。 由 於 S” 中 只 有 并 于 流 形 , 而 如 果 其 中 有 某 个 子 流 形 也 是 
封 半 的 ， 那 订 由 3 的 连通 性 可 知 运 个子 流 形 必 定 等 於 S 本 身 。 电 假设 7 
只 具有 二 次 余 界 点 ， 容 易 避 明 由 到 假设 可 得 了 的 降 界 子 流 形 其 有 封 半 性 。 
因此 若 有 二 礁 吃 界 子 流 形 ， 则 只 能 坊 3 本 身 ， 因 此 了 在 3S 上 人 镶 常 艇 ,这 
与 f 之 鹭 和 点 只 骗 二 砍 欧 界 点 的 假设 相 予 慎 。 央 此 了 行 有 路 异 子 流 形 只 能 
坊 一 厅 或 零 礁 。 现 在 来 亲 确 一 稚 的 降 错 于 流 形 。 中 其 只 存在 南 种 过 踪 的 一 
太子 流 形 ， RK 与 5. ,而 且 一 维 的 路 秀 子 流 形成 分 必须 县 封 闭 人 性 ， 因 此 是 
S$ 中 的 聚 粗 子 集合 ， 可 见 3 中 就 只 可 能 有 某 些 略 轿 是 f 信 一 礁 临 界 子 流 
形 。 至 於 了 的 老 礁 路 界 子 流 形 就 是 一 些 孤 立 的 吃 措 点 。 

其 次 我 们 再 就 直 些 违 通 的 栈 界 子 流 形 戎 按 其 指标 数 来 加 以 分 类 。 由 从 
各 偶 不 同 的 莉 界 子 波形 都 是 玻 立 的 , 此 即 他 们 分 别 破 包含 於 不 癌 的 不 相交 
的 中 集合 中 ,在 这些 雳 集合 瑞 除 了 所 含 的 连通 路 界 子 流 形 之 外 就 不 再 含有 
其 他 七 界 点 ， 因 此 由 3 的 紧 敏 性 可 知 我 们 只 能 有 有 限 个 隐 界 子 流 形 。 他 
全 分 别 可 记 篇 : 


慎 。 = 在 其 上 呈 , 骗 正 定 的 所 有 隐 界 点 的 集合 。 
= 所 有 ( 局 部 ) 标 小 ,或 寺 (pit ) 的 集合 ， 其 个 数 忆 有限 ， 
M， :在 其 上 五, 篇 非 退 化 ,但 钙 不 是 正定 也 不 是 钢 定 的 所 有 隐 界 点 的 
合 。 
= 所 有 闭 融 ( saddle ) ,或 隐 口 ( pass ) 的 集合 ,其 个 数 上 ， 亦 篇 
有 限 个 。 
M， = 所 有 村 大 , 或 峰 (peak ) 的 集合 ， 其 个 数 忆 , 坊 有 限 ,， 在 过 些 黑 
H; 念 非 退 化 ， 久 定 。 
M。 = 所 有 的 踢 界 由 和 在 其 郑 域 存在 座 模 x ，y 使 得 了 的 内 榜 胡 赤 岛 
jz+xY 。 他 们 构成 非 级 立 的 标 小 。 
= 有 限 个 数 的 圆 僚 ， 称 坑 网 形 个 (circular valley ) 的， 以 及 ， 记 
其 个 数 。 
M:! = 有 限 个 数 的 圆 了 区 ， 稳 镶 辕 形 山大 (circular ridges ) ， 他 们 都 是 
些 非 孤立 的 标 大 : 以 及 , 记 其 偶数。 
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我 们 重复 强调 过 儿 由 於 假设 所 有 的 莉 界 点 都 储 二 次 的 莉 界 点 ， 运 征 假 误 起 
汽 使 所 有 隐 界 点 集 的 各 个 成 分 都 必须 是 紧 征 子 流 形 ,因此 只 能 或 角 辕 网: 
circle ) ,或 久 缴 立 点 。 站 对 不 可 能 存在 单单 一 小 段 的 山大 ,否则 的 详 在 
各 种 山 佑 的 问 点 的 莉 界 点 就 不 可 能 是 二 次 的 莉 寞 烛 。 

现在 想 使 用 一 些 简 和 单 的 寺 葵 来 得 出 运 时 的 话 期 关 你 式 : P2 一 P+， 
= 2 。 注 项 坦 儿 的 2 是 9 :的 Euler-Poincare 特征 数 ( characteristic : ， 
是 一 个 重要 的 拓 模 不 释 量 。 我 们 把 进 曲 面 想 成 原来 一 点 水 也 疫 有 的 复 的 和 
球 ,之 熏 有 许多 的 雨林 下 降 在 着地 球 上 一 站 到 把 最 高 的 山 塞 也 都 漆 充 『 
在 巡 样 水 面 一 直上 升 的 过 程 中 我 们 来 计算 所 形成 或 袖 挫 避 的 湖 及 如 通 的 这 
地 之 个 数 。 

在 每 个 坑 人 的 地 方 就 有 一 个 湖 形成 。 

在 每 个 险 吕 的 地 方 或 者 两 个 湖 连 通 在 一 起 而 成 需 一 个 部 〈 让 其 个 数 馈 
PP,，) ,或 者 一 入 潮 接 回 自 己 之 于 而 地 一块 连 通 的 际 地 分 割 成 两 块 ( 设 电 
伪 数 储 二,: ) 。 

在 每 个 案 的 地 方 一 块 队 地 ( 岛 ) 食补 淹没 了 。 

在 每 个 图 形 谷 的 地 方 何 上 时 有 一 个 湖 以 及 一 块 陆地 形成 ， 就 是 湖 中 有 披 
局 。 

和 每 调 周 形 山 看 的 地 方 有 两 个 湖 速 通 成 一 个 湖 ， 同 时 有 一个 陆 境 旋光 
机 。 

因此 有 下列 糖果 : 


所 有 形成 的 部 价 数 入 : Po 一 Pi + Ro Ri 

上 泊 有 形成 的 踪 二 之 个 数 篇 : Ps 一 P+ Ro 一 Ri 
能 初 的 情 次 : 只 有 一 个 陆 块 

碾 末 的 情况 : 只 有 一 个 湖 

湖 鸭 物 烧 : 0+P-P+R 一 Ri = | 

陈 块 的 个 数 : 1+Pa- P+ Ro Ri=0. 

上 面 南 式 相 藏 而 由 已 ,= 总 + 三: 立即 得 出 所 雪 的 摩 期 式 : 


P; — P, + Po = 2, 


本 
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如 题 3.10.4 ”这 当 修 改 上 面 的 匡 法 而 考 虚 一 个 呈现 面 形状 的 地 球 ,而 访 
明 其 上 一 个 画 数 临界 点 之 相应 结果 坑 : P, 一 P, + P。 = 0。 注意 间 几 环 面 
的 Euler-Poincare 特征 数 需 雳 ， 当 我 们 在 环 面 地 球 上 考虑 时 就 每 个 方向 
而 言 ， 两 个 湖 能 重复 相 速 两 次 但 全 不 会 分 隔 任 何 陆 块 。 


习题 3.10.5 起 在 环 面 上 构造 出 一 个 只 具有 三 个 踢 界 点 的 画 数 。 坛 股 明 
其 中 至 少 有 一 个 嘴 界 点 荡 非 二 次 谢 界 点 。 提 示 : 将 环 面 看 如 一 侦 正 方形 ， 
其 相对 过 之 点 同 向 黏合 。 以 一 对 角 烷 将 此 正 方形 分 成 两 个 三 角形 。 在 一 个 
三 角形 中 帮 一 偶 标 大 ,而 在 另 侦 三 角形 中 放 一 个 标 小 ,然后 在 四 角 所 代表 
的 同一 点 放 一 个 竣 较 ， 内 此 使 得 治 著 三 角形 的 巡 过 熙 数 的 值 此 相同 。 


如 题 3.10.8 假设 /是 平面 尺 : 上 的 画 数 ， 对 蕉 每 个 常数 c 而 言 假 设 其 
水 平 点 集 1” 角 肾 板 集合 ,又 假设 /只 具有 二 次 莉 界 巾 。 试 沪 所 有 的 束 
通 莉 者 子 流 形 只 可 能 或 角 开 立 点 ( 零 厅 ) ,或 角 略 圈 ( 一 厅 ) 。 如果 其 个 
数 均 坊 有 限 ， 试 性 : 


P,— P+Po= lMRP+ RI> Po! 
间 兄 的 符号 与 前 引 之 实例 中 所 使 用 者 相同 ， 过 时 R' 的 Euler-Poincare 特 


化 数 筷 1 。 第 二 个 不 等 式 代 表 男 一 侦 摩 斯 天 你 式 ,就 肾 征 流 形 而 早 过 不 等 
式 便 坊 上 复 ， 因 垮 在 紧 才 洗 形 上 的 平滑 画 数 一 定 存在 一 个 最 大 以 及 一 个 最 小 。 
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在 本 季 我 们 预备 时 论 最 简单 的 一 种 偏 微 分 方程 式 ,就 是 单 捍 涉 及 一 个 
未 知 画 数 的 儿 性 章 痰 ( homogeneous ) 一 阶 仿 微分 方程 式 。 因 此 若 取 三 坑 
未 知 画 数 ， 则 其 形状 仿 : 


Xi = 0. 


另外 我 们 也 考 碟 间 种 方程 式 的 条 粮 ， 此 即 对 於 下 列 避 组 联 立 线性 兹 次 一 
阶 仿 微分 方程 式 : 
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X10f = 0， 
X50.f = 0, 


Xiaf = 0. 


我 们 等 求 其 解 / 。 这儿 所 调 特性 意思 是 褒 , 如果 / 及 g 两 画 数 坟 解 而 
a 镶 随 便 一 个 实数 ， 则 必定 xy 以 及 +g 也 都 同样 是 解 。 因 此 所 有 的 解 
构成 一 个 向 量 空间 。 至於 所 疆 表 次， 其 管 思 是 过 些 方程 式 的 右 过 均 坑 雳 。 

我 们 过 儿 有 一 个 目标 就 是 将 上 面 过 种 在 证 标 郑 城 庄 所 到 迷 的 问题 推 访 
到 一 般 流 形 之 上 来 注 。 \ 

首先 我 们 来 简化 所 用 的 符号 ,而 记 X= X50, a = 大。 因此 我 
们 上 面 问题 中 所 导 求 的 就 是 那 种 能 被 X, ,…*% ,XX, 等 上 个 向 鳃 场所 削 溅 而 
讼 人 坑 雾 的 画 数 太 , 此 即 : 


Xf = 0, c 一 1,...,k. 


我 们 假 改 Xe (和 ) 中 线性 无 天 向 量 的 最 大 煞 不 随 著 m 而 变动 。 所 以 做 
于 种 假设 只 是 佑 了 简化 问题 ,而 非 欠 篇 当 关 最 大 数 不 是 常数 时 此 方程 租 统 
什 禾 趴 趣 。 事实 上 计时 间 题 驾 得 相当 夜 杂 ,必须 逐 巾 者 碟 此 问题 而 可 得 十 
分 困 灼 。 如 果 一 泪 仿 微分 方程 租 中 ， 其 关 a (m) 之 线性 无 关 最 大 数 随 车 恩 
而 效 动 ， 我 们 就 品 道 是 一 种 退化 的 问题 。 因 此 以 下 都 假设 这 方程 组 非 退化 
， 而 若 和 (加 ) ，… ,AM ) 是 在 点 最 大 的 一 组 牧人 性 无 关 同 量 ， 则 巾 速 
可 性 存在 光 的 部 域 U ,使 得 对 於 其 中 的 每 点 # 通 些 XX, (nn)，…… ,Xln) 
仍然 线性 无 呆 ,因此 对 价 每 个 n EUV 以 及 所 有 的 ec = 十 1 .大 我 们 都 
有 XX(n) = 六 -Fe(DXon 。 可 见 车 所 有 的 Xp 下 均 篇 圭 ， 则 随 之 Xaf =0 
。 因 此 在 局 部 上 我 们 纺 可 把 原 方程 式 系 烷 化 简 成 只 含 h 人 条 彼此 和 粮 性 无 岩 的 
方程 式 所 租 成 。 

过 时 就 把 和 ，，:…… ,Xu 称 坊 此 系统 在 卷 域 忆 中 的 局 部 基 (local basis 
) ,而 稳 有 和 镶 此 系统 之 秦 数 。 如 果 我 们 移 惑 到 UV 外面 的 -- 点 PP 时 ， 有 可 能 
XA ,会 厄 成 线性 相册 ,但 是 按 假设 一 定 存在 点 的 部 域 VY， 以 久 
另外 Xe 中 某 h 个 向 量 来 构成 VY 上 的 一 租 局 部 基 。 因 此 在 YNV 之 中 我 们 
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有 7 了 康 租 或 多 租 局 部 基 。 事实 上 ， 只 要 皮 : 


Y, 一 24-1 GEXg, a 一 1 . .内 ， 


而 要 求 纸 障 (G4 ) 在 UV 中 每 点 之 行列 式 值 此 不 需 堆 。 其 中 Gk 是 h' 个 UV 上 
B89C ~“ 画 数 。 关 时 方程 式 Yaf = 0 与 Xej= 0 在 以 上 具有 相同 之 解 。 因 此 
Y。 理 应 被 看 如 男 一 和 钥 局 部 基 。 所 以 只 要 有 一 租 局 部 基 ， 自 然 就 有 许多 好 
局 部 基 。 角 了 求 方程 式 采 和 烷 的 解 ， 我们 的 做 法 就 是 去 于 找 一 和 组 最 简单 的 局 
部 基 Y。, 使 得 解 能 鲍 很 快 的 被 找 出 来 。 现 在 先 就 h = 1 的 情形 来 示范 上 而 
所 六 的 构想 。 

假设 有 = 1 ， 则 不 妨 假 设 X, (m) 关 0 。 根 据 定理 3 .5 .4 存在 学 标 x* 
使 得 在 加 点 的 郑 域 ,= 3 ，。 因 此 使 用 过 种 座 标 +' 我 们 的 方程 式 就 波 成 
简单 的 3,f = 0。 所 以 任何 不 含 变 数 x : 的 画 数 都 是 过 微分 方程 租 之 解 。 
换言之 ,过 种 解 沿 著 X, 的 所 有 积分 曲 绢 其 信 沸 角 常 数 。 当然 关 事 实 从 原 
来 的 方程 式 X,/ = 0 看 来 是 十 分 明 题 的 。 

如 采 我 们 杰 从 = 1 的 情形 推 谨 到 h = 2 的 情形 其 过 程 相当 困 座 ， 应 
因 是 : 如 果 於 wa= 1 ，…… ,及 时 XXaf = 0 ， 则 对 众 任 普 的 a ,8 1 ，.… 
，h 都 有 [Xo, Xs]f = 0。 因 镶 [Xo, Yo]f = XA(Xsf) — XA(Xf) = X0 - 
Xs0 = 0 。 因此, 例如 於 丸 = 2 时 ,假设 向 量 场 [XX, ,六 ,] 跟 局 部 菇 XX， 
与 XX 互相 生性 无 器 , 虽 4 = 2 的 微分 系统 轴 太 = 0, 和 f= 0 不 会 比 有 = 
3 的 微分 系统 后 太 = 0, X= 0, [XJ]f = 0 所 有 更 多 的 解 。 因 此 与 解 
三 有 天 的 黎 数 个 数 不 只 由 户 来 决定 ,而 且 也 由 过 些 Xe 之 关 彼 此 的 关 傈 来 
决定 。 在 下 面 我 们 要 使 用 希 屿 字母 < ，8 及 7 来 散 需 从 1 到 天 之 取 和 数码 。 

入 了 把 一 个 委 性 谊 次 系 纹 的 观念 推广 到 流 形 之 上 ， 我 们 现在 专注 到 由 
过 些 导 eu (m) 所 张 天 ( span ) 的 子 空 间 。 因 此 我 们 对 每 一 点 加 就 指定 玫 。 
中 一 个 4 灯 的 于 空间 D (m) 。 和 如 果 对 挫 每 个 a 都 有 Xaf = 0 ， 则 对 於 每 个 
切 向 量 ! ED(m) ，# 可 表 角 这 些 Xa (m) 的 析 人 性 和 组合， 因此 : 


太一 ck = (cH fm = 0. 


反之 ， 如 果 1f = 0 对 每 一 向 1tED(m) 以 及 每 一 点 因 都 成 立 ， 划 对 於 每 
个 a 以 及 每 烛 赔 ， 由 蕉 Xe fm) 己 D(m) 所 以 : 
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(X, mi 一 Xolm)f = 0 


因此 对 所 有 的 姑姑 求 画 数 了 能 说 所 有 忆 (m) 中 的 向 量 来 映射 成 堆 的 间 题 就 
等 於 恒 求 我 们 目前 所 考虑 还 俞 微 分 方程 式 条 坟 之 解 的 问题 。 

对 众 流 形 帮 中 之 每 点 m 都 指定 切 空 间 闻 。 中 的 一 个 有 条 于 空间 D (m) 
的 肌 射 也 称 仿 有 上 的 一 个 让 蕉 的 切 子 束 (tangent subbundje ) 。 如 果 对 
怜 每 点 m 忆 机 都 存在 一 个 郑 域 品 以 及 VU 上 的 C” 向量 场 关 ,，，…… ;党 , 使 得 
对 於 所 有 的 ne VU, 和 (人 了 者 是 了 D(n) 真 的 一 租 基 ， 则 谣 二 个 切 子 
束 具 有 平滑 性 而 需 一 个 C” 的 切 子 束 。 运 时 入 ，…… , 义 , 就 称 念 忆 在 二 个 
的 局 部 基 。 

假设 XX 是 一 侦 向 量 场 ,如果 对 於 革 之 定 长 域 中 的 每 一 点 9 都 有 XX(m) 
ED(m) ， 旧 说 半 属 於 蕊 子 东 DD ， 记 篇 XED。 如 果 对 人 於 任 严 的 ,，Y 万 
DD 都 保 广 [ 羡 ,Y] 也 用 於 DD， 则 膏 司 是 个 对 合 的 ( invoiutive ) 切 子 束 。 


定理 3.11.1 一 个 C” 苇子 束 D 镶 对 合 的 切 子 束 之 充 要 条件 是 在 每 租 局 
部 基 半 ,， ee 掌中， [Xey，Ap6 ] 一 定 是 多) 的 绪 性 和 组合 ， 此 即 存 在 
平滑 贾 数 天 cp 满足 [X,, Xa] = fig Ny. 


恰 明 ”假设 DD 久 对 合 的 ,天 [Xa ,XXg ] ED ,因此 可 以 裤 表 成 局 部 
基 XX7 的 义 性 组合 , 易 证 所 有 的 集 数 Fa&s 篆 坑 平 清醒 数 。 反 过 来 如 果 [天 
， Xgl = FisX，， 天 六 伶 任 瑟 半 ，Y ED ,我 们 可 以 高 : 守 = Ge 所 ,了 = 
HX。， 其 中 CG" 及 及 柴 角 在 滑落 数 ,因此 : 


[和 7] 一 [C“Xw， HS Xs] 
= G(XAH Xs — HIA(XGGIX, + G*HSFY GX,, 


可 兄 允 向 量 场 党 然 也 落 在 DD 之 中 。 口 


广 : 方程 式 [和 XY, Xo] = Foj 通常 都 卖 坑 座 标的 形式 如 下 : 


XaOXd 一 Xa0 Xa = FroX;, 
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站 和 休 件 就 叫做 偏向 分 方程 式 系 坏 Xeo: 太 = 0 的 可 积分 休 件 ( integrability 
conditions ) ， 他 们 正 是 第 3.12 和 节 中 所 要 莲 的 Frobenius 定理 中 有 彩 局 
邵 完 全 可 积分 人 性 的 古典 假设 。 


实例 {外 设 M=R'" 一 {0 。 在 M 上 考 处 向量 场 : 


A 一 DJD。 人 XO,, 4 二 z0, 一 JpO， 以 及 Y = XO, 2Z0., 


试 屋 在 中 任何 点 办 , X,Y ,2Z 都 张 开 一 个 必 。 中 二 检 的 子 空间 D(m) 。 
事实 上 汗 在 面 D(m) 就 是 欧 氏 空间 有 中 垂下 从 通过 0 与 mw 道 琴 点 之 理 棕 
的 平面 。 注 悉 关 儿 的 符号 , 在 R' 中 取 用 通常 的 欧 氏 测 距 就 得 出 欧 氏 空间 
上 ”。 另外 由 伶 [X, 了 ] = Z, [7Y,Z]=X,[Z, XY】= Y, 所 以 过 个 切 子 束 是 对 
合 的 。 

t 在 R” 上 以 3,,…… ,0 人 镶 局 部 基 的 切 子 东 旺 然 是 对 合 的 , 因 筷 
[2。, 6s] = 0e D 。 有 一 种 做 述 下 robenius 定理 的 方法 就 是 指出 每 一 个 对 合 
的 切 子 东 在 局 部 上 都 可 以 表 成 过 种 形状 。 换 冒 之 ,对 从 一 个 对 合 的 切 子 束 
必定 在 每 点 存在 局 恤 座 标 *“, 使 得 其 座 标 向 量 场 8， ，……. , 9， 构成 DD 的 一 
和 组 局 部 基 。 


设 N 篇 术 中 之 子 流 形 而 假设 对 从 每 点 nEN ，N 在 过 点 的 切 空间 都 被 
包含 於 D(n) 之 中 ，N。cDD(2 )， 则 说 是 刀 的 一 个 积分 了 于 流 形 ( inte- 
gral submanifold ) 。 

如 果 革 DD 而 且 XX(m) 关 0 ,而 7 售 基 经 通知 点 的 积分 曲 生 ,如 果 取 
r 定义 在 一 个 开 区 间 之 上 ， 则 y 之 像 域 就 是 D 的 一 个 一 雁 的 积分 子 流 形 。 
在 局 部 上 7 是 可 逆 的 ,因此 7 的 参数 就 可 用 来 做 角 这 个 -- 礁 积分 子 流 形 上 
的 局 部 座 标 。 如 果 7 的 定 闵 域 是 整 侦 R ,而 7 又 是 嵌 射 ， 则 道 些 参 数 可 以 
做 角 这 一 雁 积 分 于 流 形 的 大 域 座 栋 ( global coordinate ) 使 用 。 但 是 如 果 
7 不 是 一 对 一 ， 则 7 必定 具 尝 期 人 性 。 过 样 的 稿 分 子 流 形 就 与 一 个 周 轩 可 微 
同 胚 。 因 此 可 以 使 用 方法 局 女 过 些 参 数 使 其 成 坑 局 邵 座 标 使 用 。 

在 上 面 实 例 凶 中 ,任何 以 原点 0 饲 中 心 的 球面 都 是 坦 个 切 子 束 的 积分 
子 流 形 。 至 从 其 他 的 积分 子 流 形 角 过 种 球面 中 任意 的 开 了 于 集 ， 或 者 包含 在 
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可 数 个 过 种 球面 中 的 关子 集 的 联 集 。 过 儿 要 求 可 数 个 ( countable ) 泛 外 件 
目的 是 要 使 所 考虑 的 子 流 形 县 有 可 分 廊 性 。 

假设 忆 抗 产 蕉 的 切 子 束 。 如 果 通 过 任意 点 mEMU 必 定 存 在 一 个 D 的 h 
雁 积 分 子 流 形 , 则 襄 DD 是 完全 可 重 分 的 (completely integrable ) ,一 在 
的 C” 切 子 东 都 是 完全 可 积分 的 , 因 震 其 局 部 基 向 量 场 恕 有 积分 曲 粮 存在 
。 在 实例 @) 中 二 礁 的 球形 切 子 束 也 是 完全 可 积分 的 ， 因 镶 通 过 任何 点 一 定 
都 有 一 个 以 0 和 坑 中 心 的 球面 存在 。 可 是 东 不 见得 任何 的 二 灯 平 滑 切 子 束 都 
是 可 积分 的 。 恬 如 在 R' 中 考 应 9 :与 9, + x9: 所 张 天 的 二 灯 切 子 束 ， 汪 时 
由 基 [3%, 6, + x8:] = 8。 北 不 落 在 过 切 子 东 中 ， 所 以 就 优 法 积分 了 ,过 是 
根据 下 面 所 要 和 给 的 定理 而 得 的 结论 。 过 定理 是 Frobenins 定理 妃 逆 : 


定理 3.11.2 如果 一 个 平滑 切 子 束 是 完全 可 积分 的 ， 那 麻 也 必定 是 对 合 
的 。 


屋 明 ”假设 刀 圾 完全 可 积分 而 X ，YED。 了 肥 [ 义 ,Y ] 定 闵 域 中 任 僻 
目 贡 而 全 人 入 久 么 过 mw 点 D 的 一 个 hh 礁 积 分 子 流 形 。 则 包含 映射 i :N 一 析 
峻 设 具有 正 妈 性 ,而且 对 擒 入 恰 [X ,了 ] 定义 域 之 交集 中 的 任意 点 x 而 言 
我 们 都 有 : 
X(n ee DO) = is(Na) RY ei(N,). 


根据 定理 3.9.2 存在 唯一 的 平滑 向 量 场 ,Xiy 积 Yi ,是 段 革 及 YY 在 i 之 
下 相册 的 。 因 此 根据 定理 3.9,1 ，[ Xi, 了 Yi»] 麻 设 与 [X,Y] i 相关 
。 因 此 特别 有 : 
iv 人 Jo = [X, Ylm) e N, = DOm). 
这 评 明了 [X,Y 了 DD， 而 知 DD 是 对 合 的 。 口 
如 果 一 个 平 滑 画 数 了 在 其 定义 域 中 的 每 一 点 闫 都 能 使 得 1f= 0 对 於 所 


有 的 ED(m) 成 立 , 换 衣 之 D(m) 能 滑 减 f， 或 即 df 能 消减 忆 (m) ， 
旭 襄 这 个 号 是 D 的 解 注 数 (soiution function ) 或 D 的 第 一 积分 ( first 
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integral ) 。 当然 听 ， 和 常数 函数 煽 是 解 两 数 ， 可 是 间 种 解 英 数 对 於 DD 之 研 
究 没 什么 用 不 。 现在 假设 f 镶 解 范 数 而 df 了 关 0， 此 即 mx 非 岛 f 的 隐 界 点 
， 设 fm= c ， 则 过 时 水 平 超 曲 面 了 = <c 在 mm 点 附近 是 个 (4 一 1) 条 的 子 
流 形 M ，, 而 且 在 其 上 df 关 0 。M， 的 切 空 则 就 是 村 的 切 空间 中 能 破 df 
滑 减 的 子 空 章 。 再 由 df ( D(p)) = 0 对 每 莫 访 全 及 ,都 成 立 可 兄 D(Pp) 
C (MMH,)。。 因 此 DD 就 在 寻 ， 上 也 定 闵 了 一 个 条 的 切 子 东 人 DD，。 假设 Xa 

是 书 的 一 盘 局 部 基 ， 则 Xax |y, 就 构成 乙 , 的 一 租 局 部 基 。 根据 定理 3.11.2 
吉 些 都 是 有 定义 而 且 平 滑 的 ， 因 此 忆 ， 也 是 个 平滑 的 切 子 束 。 寺 样 看 出 千 
能 求 得 乙 的 一 个 第 一 积分 ， 我 们 就 能 把 整个 问题 的 复杂 人 性 降低 一 锥 。 央 此 
如 果 能 狗 找 出 (a 一 48) 个 彼此 不 相 山 的 DP 的 第 一 积分 ， 则 我 们 就 完成 了 对 

完整 的 局 部 分 析 。 


定理 3.11.3 假设 D 是 一 个 C™” 的 丸 雁 切 子 束 。 假 设 f/,，……,f/ ,4.， 
都 是 也 的 解 丙 烧 ,而 且 在 茶 目 mE 肝 所 有 这些 Qf ,互相 煞 性 无 大 ,天 在 
点 附近 存在 局 部 座 标 x 使 得 xz = ， 其 中 f= 1，2 ，…… ,，d—h , 
对 任何 这样 的 座 标 系 统 ， 则 其 前 六 个 座 标 问 量 场 5，…… ， 04 构成 人 的 一 
组 局 部 基 。 另 外 由 : 


f=c,i=1,...,d—h, 


所 定义 的 座 标 切片 都 是 人 DD 的 h 条 积分 于 流 形 。 最 化 ,如果 和 将 司 局 限 黄 台 样 
的 肉 标 部 域 ， 则 它 是 对 合 的 。 

我 们 过 儿 省 赂 证 明 ， 因 和 坊 定 理 中 的 大 部 分 都 已 从 上 段 蔷 解 过 了 ， 至 擒 
剩余 的 部 分 只 需 运 用 一 下 反 丙 数 定理 就 能 得 证 。 


考虑 实例 @ 中 的 球形 切 子 束 。 能 容易 证 明 f =r 是 便 第 一 积分 ,其 中 
fr 二 xX 十) 二 2 又 rr >> 0。 由於 避 时 4 一 只 等 稚 一 ， 因此 任何 形状 如 
x '、X” ,r? 的 座 标 孙 桩 都 能 使 其 8, 及 3, 构成 D 的 -一 组 局 前 基 。 特别 就 球 
座 标 而 首 此 事 篇 芙 。 温 时 的 水 平 ( 超 ) 曲面 + =c〈( 就 是 R” 中 所 有 的 以 
原点 篇 中 心 的 球面 ) ,都 是 了 DD 的 积分 子 流 形 ,正如 较 早 已 述 及 。 任 和 肥 ? 的 
两 业 ,例如 7 一 3r7 + 2 ,也 自然 是 D 的 一 个 第 一 积分 。 反 之 ,每 一 个 第 
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- .入 分 都 应 起 是 了 的 苑 数 。 革 普 如 果 考 龟 解 西数 一 3+ + 2 的 水 平 曲调 
,何如 又 ”一 3r+2=0， 别 此 水 平 曲面 由 两 个 堵 面 : = 上 及 了 二 2 二 
组 成 。 

所 疆 必 的 标 大 连通 积分 子 流 形 就 是 忆 的 一 个 疡 蕉 的 连通 和 杯 分 于 流 形 ， 
击 不 能 破 包 合作 任何 其 他 更 大 的 忆 的 连通 积分 子 流 形 之 中 。 在 实例 二 中 的 
极 大 连通 积分 子 流 形 就 是 所 有 整个 的 球面 。 而 在 实例 和 锌 中 的 标 大 违 通称 分 
子 流 形 就 是 R” 中 的 有 有 砍 座 檬 平面 .在 其 上 最 后面 那 &- 个 座 标 分 别 汐 
骨 常 数 。 包含 给 定 一 点 的 榴 大 连通 秆 分 于 流 形 如 果 和 存在 的 话 只 可 能 唯 有 一 
个 。 


定理 3.11.4 假 讼 DD 是 流 形 必 上 的 一 个 C”4 条 的 苇子 束 。 对 从 每 -点 
mE 用 ,中 多 只 存在 口 的 一 个 模 大 连通 积分 子 流 形 信 通过 加 点 。 燥 果 我 人 
知道 通过 mm 点 有 随 使 一 个 4 条 的 积分 子 流 形 的 话 ， 那 友和 标 大 的 连通 积分 二 
流 形 入 就 必定 也 存在 。 间 时 入 其 实 就 是 所 有 连通 的 有 维 又 通过 1m 点 之 积分 
子 流 形 的 联 集 。 特 别 也 看 出 ， 每 一 个 包含 mw 点 的 连通 如 维 积 分 子 流 形 一 害 
都 是 w 中 的 并 子 流 形 。 


性 明 的 重点 在 锥 指出 所 有 过 些 包含 姑 点 之 连通 产 锥 积分 于 流 形 的 联 集 
也是 一 个 积分 子 菠 形 ， 和 细节 从 略 。 


对 假设 是 村 上 的 一 个 CY 完全 可 积分 的 切 子 束 ， 则 对 伶 每 点 mE M， 
存在 哈 -- 的 一 个 通 通 六 点 的 极 大 妹 通 积分 子 流 形 。 


切 子 束 D 之 4 雁 各 分 于 流 形 可 以 使 用 DD 之 一 租 局 部 基 的 流 张 来 加 以 恰 
数 表 示 。 因 此 在 局 部 上 他 们 有 一 些 独 一 性 是 那些 救 低 厅 的 积分 于 流 形 所 没 
有 的 。 不 仅 如 此 ， 运 样 的 做 法 使 我 们 得 以 藉 助 锥 副 些 流 入 来 把 解 画 数 构 尘 
出 来 ， 换 襄 之 ， 我 们 藉 著 解 一 些 节 微分 方程 式 来 把 解 画 数 构 造 出 来 。 


定理 3.11.5 考虑 C” 切 子 束 , 而 设置 ，…… ;六 局 在 和 点 的 一 盘 局 
部 基 ， 又 设 { “p,|} 镶 Xa 的 流 禾 。 如 果 径 过 闫 点 有 一 个 太 灯 的 积分 子 省 形 
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， 则 六 中 包含 一 个 丸 点 的 痢 域 以 ， 使 得 在 上 考 夸 时 可 以 把 忌 看 如 下 面 还 
从 定义 发 R" 之 原点 郑 域 上 的 映射 之 像 域 。 其 中 下 之 定 闵 式 驴 : 


Fls,..., 5) = pe pm. 


座 明 ”如同 定 理 3.11.2 所 示 , 把 Xa 局 限 到 和 N 上 来 所 得 的 Xa | 都 是 
N 上 的 平 滑 向 量 吉 ,而 其 流 稼 就 等 从 {“p, |x}。 因 此 万 可 以 完全 定义 成 一 
个 从 R* 原点 的 郑 域 到 NN 之 中 的 映射 。 由 於 Rsa/aue(0) = Xlm) ， 可 内 
FF 在 0 雯 一 对 一 。 因 此 忆 在 0 之 滴 当 半 域 也 是 一 对 一 的 映射 。 因此 由 反 
画 数 定理 知道 其 逆 映 射 就 是 WV 上 在 六 点 的 座 标 映射 。 而 得 怀 到 的 像 域 充 满 
了 凡 在 N 中 的 某 一 个 卷 域 。 口 


证 : 除了 互 之 外 我 们 另外 忱 有 其 他 的 映射 可 以 用 来 生成 下 稚 的 积分 子 
流 形 。 对 於 每 一 点 5s = (SS ，… 和 人 … ，S“) 上 向 量 场 入 .= s“Xa ,而 假设 
{ “wz } 坊 过 个 ,的 流 和 粮 。 我 们 定义 Cs =“wimw。 我 们 知道 如 果 一 租 常 微 
分 方程 式 系 统 对 於 其 所 售 的 参数 坑 平 清 的 ， 那 麻吉 系 坊 的 解 夯 数 也 必定 
是 运 些 参数 的 平滑 画 数 ， 因 此 上 面 所 定义 的 映射 C 是 个 C ”映射 。 因 筷 还 
时 所 考虑 的 含 参数 常 微分 方程 式 系 坑 名 : 


de _ i ft 1 d 1 
Fr = Xa = F(x, XS, S$), 


其 中 Xa 自然 是 Xa 的 成 分 ,而 EE ' 显然 就 x' 和 与 s* 而 言 革 坑 C， 画 数 。 
最 后 我 们 要 构造 出 来 本 季 最 起 初时 所 立 下 的 目标 ,就 是 求 得 一 个 偏 微 
分 方程 式 条 霸 的 解 丁 数 。 我们 是 散 解 画 数 / 在 DD 的 积分 流 形 上 保持 镶 常 数 


, 但 分 容许 了 之 值 在 与 DD 互相 模 截 ( transverse ) 的 方向 上 随 芒 平 请 的 购 
动 , 诗 即 : 


定理 3. 11.6 假设 D 是 个 C ”完全 可 积分 的 切 子 束 多 假设 涉 ,， 机 际 和 
是 DD 在 加 点 的 一 组 局 部 基 ,又 设 (“kp,] 需 Xe 之 流入 。 皮 刀 点 之 局 邵 座 标 
x 满足 和 0 MX O44100),..., 0am) 构成 好 的 一 组 基 。 取 角 随 
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便 一 个 C™”“ 商 数 定 闵 在 R* ”之 上 。 又 在 mw 点 的 部 域 定 闵 图 数 如 下 : 
fs * ‘Spd 1n) 一 SS 3 s°), 


其 中 着 i > 丸 ， 则 { ‘pg,} 鲁 0, 之 流入 ,或 即 不 移 。 诅 样 定 闵 出 来 的 就 
就 是 万 的 解 酚 数 。 而 且 刀 的 每 个 解 画 数 在 关 点 郑 域 上 一 定 是 透 过 某 个 西数 
& 而 按 上 式 来 给 出 。 

登 明 从 略 ， 请 党 做 和 题 而 自行 证 明 。 


亚 题 3.1{1.1 取 D 久 R*- {0} 上 的 球形 切 子 束 ,，X,= 一 Z ,XX,=~-Y 
。 其 中 了 与 Z 久 实例 @ 中 的 向 量 场 。 装 取 吉 = ( 1 ,0,0) 。 斌 证 定理 
3.11.5 中 的 参数 化 映射 严 汐 乎 就 等 於 道 常 单 位 球面 上 球面 角 约 参数 表示 。 


3.12 Frobenius 定 理 


假 规 忆 是 一 个 二 灯 的 对 合 的 切 子 束 ， 取 和 ， 工 全 忆 在 如 点 的 一 租 局 部 
基 。 我 们 想 要 寻找 一 盘 秋 的 局 部 基 使 得 还 新 基 自 身 的 李 乘 积 信 需 。 首 先 我 
们 当然 可 以 选 一 盘 局 寻 座 标 x ' 满足 x*'m= 0 ,了 =0, 东 使 得 Xn)，Y(m) 
; 9a07), ..., 2s(m) 构成 邓 。 的 一 棚 基 。 进 时 著 皮 加 = 一 (3ra2)3, = 
Xi 十 Yo 二 十 Ya , 则 和 ,与 9, 是 忆 的 一 租 疡 的 局 邵 基 , 而 且 昌 
时 他 们 的 李 乘 积 : 


[X, 02] 一 一 (02X ')0, 一 (02 X00, 一 ”全 (02X 7“)3。 


总 蔽 是 Xx,， 及 9, 的 入 性 租 合 ,例如 可 以 吉成 /X ,+ g9，。 上 比较 伯 数 可 得 
g=0URKIX,.,Y)]=/X,.。 

现在 ， 仿 2= (YX ，…… ， X“) 久 座 标 有 映射 而 {2,} 俘 X， 之 流 线 ， 然 
后 定 六 : 


Fls,a’,..., a) = p07 1(0, a@,..., a’). 


这 有 时 玉 ,在 原点 非 奇 办 ,因此 天” 存在 而 成 需 在 六 点 卷 域 中 的 座 标 映射 : 
= 和 当 》=0 时 显然 2 与 天 重合 ,因此 在 过 种 点 之 
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外 都 有 ry: 一 Oy'fi vs 二 EX 1 三 05 9 党 ” 缀 动 有 时 ? 我 们 涪 著 症 ， 的 稿 分 
曲 入 在 pg 之 下 移动 ,因此 证, = 9/6y 。 如果 我 们 从 一 侦 其 》 = 0 之 点 出 
发 顺 著 和 种》 则 入 泽 动 ， 则 就 工人 2 时 了 7 ' 之 遵 数 篇: 


Xi Ty 一 了 入 十 A Yy! 一 YX y: 
= Y8 + [X,, Yly 
一 OQ + ffX yy 
= 0, 
可 见 Yy' 沿 著 过 些 ?， 曲 乡 是 常数 ， 因 此 Yy'= 31 。 这 就 臣 明 了 : 


Y = (及 站 80y’ = (Yo 0/0y' + 0/0y? = (YyY) YX + 0/8y2, 


因此 3/8y? = 了 一 (7y 站 LED ,而 知 9/9y', 9/9y*” 麻 久 D 的 一 租 新 基 。 
做 考 前 季 的 实例 中 我 们 看 出 D 是 完全 可 积分 的 ,而 且 在 y' 座 标 郑 域 识 其 
积分 子 流 形 乃 是 由 座 标 切片 y=c ,i 2 所 租 成 。 

上 面 过 种 做 法 可 以 推广 而 用 到 疡 锥 的 对 合 的 切 子 东 来 藩 。 我 们 首先 念 
是 修改 一 租 局 部 基 以 得 出 一 租 新 的 局 部 基 羡 ,，，…… :; 广 , 满足 其 李 乘积 具有 
如 下 对 角 精 的 性质 : 假若 a 小 於 8 ， 则 有 : {Xo, Xo] = 5521fisX,。( 党 
hh =2 时 ,上 面 所 渴 用 的 钱 ,,，Y 就 符合 近 种 对 角 和 女人 性质 ) 。 然 后 使 用 六 a 之 
流 纤 以 及 一 个 精 助 的 吕 标 芭 烷 来 定 闵 映射 下 ,证明 其 镶 非 奇 吴 ,因此 可 得 
逆 野 射 -! ,正好 代表 一 个 新 的 座 标 条 桩 ,在 其 中 34 权 成 DD 的 一 租 局 部 
基 。 坟 侦 桔 果 就 吓 做 Frobenius 的 完全 可 积分 性 定理 ,正好 是 定理 3.11.2 
之 逆 : 


定理 3.12.1 一 个 C”™” 的 对 合 的 著 于 束 DD 必 定 久 完 全 可 积分 。 在 局 部 上 
存在 座 标 和 采 态 x' 满足 其 前 面 关 个 座 栋 向 量 声 8 ，…… , 9, 构成 一 租 局 郭 
基 ,而 且 其 座 标 切 片 x“=c' ,i > hh 就 是 积分 子 流 形 。 另 外 其 解 画 数 就 是 
ti, ,oe. ,XY 和 的 C™”“ 丙 数 。 

党 4= 2 时 上 面 已 痊 出 证 明 ,至 从 一 般 的 有 其 证 法 类 似 ， 故 从 略 。 


现在 考 不 一 个 不 是 对 合 的 C” 切 子 束 D ， 则 要 研究 其 性 质 就 座 得 多 。 
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一 般 而 首 ,我 们 可 以 众 症 午 秽 点 来 处 理 此 问题 。 第 -- 种 做 法 是 假设 以 求 得 
解 丙 数 垮 目 漆 。 我 们 设法 将 原来 的 忆 放 和 进 一 个 较 高 厅 而 坊 对 合 的 切 子 束 让 
之 中 ,就 是 把 2 中 向 量 场 的 本 乘积 ， 以 及 搓 下 去 进一步 的 李 胰 积 全 痢 考 总 
进来 而 得 出 一 个 让 支 的 有 系 雯 刀 ， 使 得 在 其 中 进一步 的 李 乘积 都 市 合 再 过 崔 
数 增 大 而 跑 到 DD 的 外 大 。 汗 种 做 法 有 时 候 可 能 失败 ， 因 人 镶 所 得 不 能 染 疙 
一 定 具 有 非 混 化 性 , 此 即 ,有 可 能 MM。 中 之 子 空间 D (m) 的 雁 数 会 随 芒 以 
而 慑 副 。 可 是 如 果 有 运气 好 ， 所 得 到 的 忆 是 个 非 退 化 的 系统 ， 因 此 也 假 -人 短 
切 子 束 ， 虽 按 定 闵 成 是 对 合 的 。 而 避 的 解 丽 数 就 与 DD 的 解 画 数 相同 。 当然 
也 有 可 能 DD (m) 会 等 内 整个 切 空间 M。， 道 时 只 有 常数 才能 成 坊 其 解 务 至 
第 二 种 做 法 是 以 求 得 积分 子 流 形 需 目 标 。 可 能 其 厅 数 低 关 忆 的 和 蕉 数 ， 
但 是 我 们 盆 可 能 想 要 找到 愈 高 雁 的 复 分 子 流 形 愈 好 。 俯 管 我 们 可 以 让 向 量 
纪 的 积分 曲线 来 得 到 乙 的 一 维 积分 子 流 形 ， 可 是 上 面 想 要 找 的 最 大 雁 数 的 
积分 子 流 形 的 桔 构 和 人知 相当 焰 於 决定 。 到 且 前 关 基 和 方面 的 研究 工作 大 构 部 
使 用 对 侦 的 微分 形 久 工具， 我 们 在 第 四 午 会 简单 介绍 这 些微 分 形 。 除 了 我 
侍 加 强 平 滑 人 性 的 假设 而 释 成 要 求 所 有 考虑 的 东西 都 具有 焉 解析 性 《reai- 
analytic ) 之 外 , 适 方 面 的 开 作 好 像 汞 不 见得 有 很 成 功 的 结果 。 


如 题 3.12.1 ‘ 考虑 R:-- {10} 之 上 的 偏 微分 方程 式 系 太 : X= 0 ， 
Yf=0 ,其 中 针 = 9yP 一 4xb = XOx + ya + 2(z + 3。 。 试 发 此 系 
束 上 共有 非常 数 之 解 。 

(4b) 设 f 角 一 个 非常 数 的 解 , 式 求 通过 点 (3 ,0,0 ) 之 水 平 曲面 f= 
“ 之 参数 方程 式 。 


敖 题 3.12.2 试 请 在 R:* 中 偏 微 分 方程 组 : 


(0 + xjr = 0, (0, + $0)f =0 


只 可 能 有 弟 数 解 。 


习题 3.12.3 斌 证 在 R' 中 若 以 x ，?，z ,w 来 代表 卡 氏 座 标 , 则 方程 式 
(8, 十 x6,)/ = 0, (60; + y0w)f =0， 只 有 一 个 独立 的 解 。 
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玲 题 3.12.4 在 R' 中考 碟 由 6, + xz, 以 及 9。+ 7y3。 所 张 开 的 切 子 束 
。 试 证 明 此 切 于 束 不 可 能 有 任何 二 雁 的 积分 子 流 形 。 
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3.A 张 量 束 


要 把 二 M 构成 一 个 流 形 是 十 分 自然 叉 容 易 做 成 的 事 。 由 於 MM 中 的 
线 重 可 以 在 这 向 量 空间 中 治 4 ' 个 独立 的 方向 自由 变动 ,另外 点 rm 可 以 
在 音 中 沿 4d 个 独立 的 方向 驾 动 ,因此 TM 的 雁 数 应 局 d+ d+ 。, 我 们 可 
以 照 第 1.2 季 (中 的 做 法 ， 厌 著 将 各 个 座 标 部 域 贴 补 在 一 起 而 定 闵 出 T;M 
上 的 流 形 结构 。T; 放 中 的 座 标 部 域 是 取 镶 所 有 落 在 放 中 某 座 梯 部 域 U 之 上 
的 张 量 全 人体 。 吉 时 我 们 可 以 使 用 以 的 4 个 座 标 再 加 上 对 於 U 之 座 标 采 幸 一 
个 张 量 所 具有 的 4"*' 个 成 分 来 做 篇 TT;:M 中 的 局 邵 座 标 。 下 面 特别 以 切 来 
( tangent bundle ) 来 做 念 示 和 范 : 


锰 13 


请 看 图 13 ， 我 们 可 以 很 方便 的 将 三 4 中 的 点 记 仿 《关上 ) ,其 忠 二 
MM 而 t EM。。 健 管 在 t 的 定义 于 已 榴 包含 加 点 ,因此 壮 御 写法 显得 重复 
了 ， 可 是 我 们 把 光明 所 出 来 就 可 以 不 用 每 次 都 得 提 t 是 个 落 在 加 点 的 切 向 
量 。 设 x” 角 UV 上 的 座 标 ,而 取 V=TU={(m,t)|mEUV }。 在 V 上 
定义 2d 个 座 标 7》 及 》 ”如 下 : 
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y'm, 1) = x'm, 
ym, = dx'(t), 


唱 映 射 4 = (六 0) 在 VV 上 显然 入 一 对 一 。 

在 每 一 点 mE UV ,一 个 切 向 量 的 成 分 可 以 认 仿 就 是 R” 中 之 一 点 ， 因 
此 的 像 域 就 等 於 W x R”, 其 中 WW CR' 是 原来 座 标 映 射 ( x? ，…… ,xx 
的 像 域 。 我 们 可 以 把 过 种 形状 的 座 宗 半 域 六 互相 像 第 1.2 节 外 的 做 法 贴补 
起 来 而 得 出 整个 了 于 的 流 形 烙 构 。 因 此 在 p 之 下 V 典 WWx R* 互相 同 胚 。 
而 了 Ahf 中 不 全 落 在 某 一 个 过 种 了 之 中 的 子 集合 4 坑 天 集合 的 充 要 休 件 就 是 
4 与 每 个 者 种 站 的 交集 必须 是 天 集合 。 

我 们 立即 能 访 明 TM 是 个 Hausdorff 失 楼 空间 。 假 届 有 雨点 (mm， 
s ) 与 (m, +) ,其 中 s 关 +。 可 假设 U 角 mx 之 座 标 痢 域 。 由 从 R' 是 
Hausdorff 空间 , 存在 并 集合 G 和 与 刀 分 别 包含 不 同 的 雨点 : 


(三 7 3) (y+..., y2) 


其 中 C 与 鼠 彼此 不 相交 。 因 此 pi( 玉 x C) 与 4-L 于 xx 玖 ) 就 是 分 别 包含 
(mm ,sj) 与 (zf ) 而 彼此 互 不 相交 的 开 集 合 。 接 下 来 如 果 有 两 点 (mm , s 
) 与 (2 ,tt) ， 其 中 关头 如 ， 则 因 需 好 坑 Hausdorff 空间 ,我 们 可 以 取得 
mr 与 的 应 标 部 域 U 虱 UU，, 他 们 彼此 互 不 相交 。 这 榜 TU 肉 TU ,就 是 分 
别 包 含 (m,s ) 愉 (nn,t ) 又 互 不 相交 的 天 子 集 了 。 可 见 了 M 俯 坑 
Hausdorff 拓 模 空间 。 


吉 在 假设 {Ua |a = 1] 9 2 $ 3 2 } 是 导 上 一 盘 可 数 个 座 标 半 域 基 多 
任何 一 个 郑 域 都 可 由 他 们 来 生成 。 设 Va 上 的 座 标 映射 入 { pe}, 而 在 对 应 
的 {Va= 了 Ua} 上 的 座 标 映 射 筷 {1a} , 取 {Gp|B= 1，2v……} 坊 


R“ 上 的 一 组 可 数 侦 郑 域 基 ,而 倒 WWs = pu 。 则 : 
{pa (Ws x G1) | 0B = 1,2,3,...) 


自然 构成 荆 放 中 的 一 组 可 数 个 部 域 基 , 因此 7 了 M 是 可 分 座 的 。 
最 后 还 需 要 发 明 所 有 了 上 还 些 局 邵 座 标 系 舟 彼 此 都 是 C” 相关 的 。 
假设 VU 上 之 三 标 念 x ， 而 过 ,上 之 座 标 仿 > , 倒 y',y'+“ 久 VV=70 上 


有) 
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相应 的 座 栋 , 而 2 ,w+ 篇 了 ,= 了 ,上 相应 的 座 标 。 我 们 知道 zx 与 2 
在 X_n, 之 上 是 C 相 关 的 ， 可 表 需 平滑 画 数 :xi = 太 (zz 
就 了 (Zn = 站 太 上 的 座 标 中 ， 其 前 面 & 个 座 标的 天保 式 立 即 


可 写成 
y'(m, 1) = x‘'m 
= f'(zim, ..., 24m) 
= f'(wilm, 1),..., wiGn, 7)). 


其 中 (m, 1) eV 门店。 至 从 其 他 合 面 的 4 个 座 标 我 们 也 有 : 


Js 1) = dx (2) 
= 3S(m) dei) 


= fi(zim,.. .zdm)wi+d(m,!) ( 蕉 7 上 求 和 ) 
= fiwi(m, 1),..., wm, Dw’ re 1), 


其 中 当然 是 代表 /' 的 偏 尊 数 而 驴 在 滑 醒 数 。 因 此 和 后面 的 4 人 条 天 傈 式 . 
0， 
照样 都 是 C“ 的 ， 而 促 明 了 过 两 个 局 邵 座 标 角 C“ 相 关 的 。 


可 以 自然 的 定义 投射 (4 projection )r :TM M 久 x (m,t)=m。 
当 我 们 使 用 座 标 x” 以 及 y',，y'”"“ 来 表示 x 时 由 》 之 定义 立即 可 得 : 
(xl . .. ,xdjomr 二 (请 .yd] 
因此 7 是 个 C™“ 的 映射 © 
一 个 向量 问 可 以 看 成 是 个 映射 全: 近 一 了 人 MH， 其 中 玖 是 此 向 量 声 的 定义 
域 。 可 是 芝 吕 必须 注意 到 此 映射 所 需 江 足 的 特别 人 条件 症 (x) E M。，, 或 即 


xz 失 (M) = 9 。 因 此 一 个 向 量 场 看 成 过 种 映射 时 必须 满足 x* 。 蔷 驴 玉 上 之 便 
等 喘 射 。 而 有 : 


定理 3.A.]】 一 个 映射 X:E 一 TM 是 个 向 量 场 的 充 要 人 条件 是 + 。X 久 EE 上 
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的 恒 等 映 射 。 此 外 到 需 C” 向 量 擅 党 且 唯 当 失 看 成 适 种 映射 时 是 个 C” 映 
射 。 


诈 明 假设 x。XX 久 上 的 人 恒 等 映 射 ， 则 半 的 座 模 表示 可 写成 : 


y'。 半 = x 
yit+do YY = Xx 


因 局 7X() = yl(m, X(m)) = xim 及 了 0 = ym, Xm)) = Ym)x! 

= (Xx)m 之 故 。 只 要 计 的 定义 域 E 往 肛 集 合 ， 前 面 的 那 4 个 座 模 表 示 颖 
是 平滑 的 。 至 於 后 面 那 !& 个 则 代表 扰 的 成 分 ， 央 此 他 们 是 C 汪 当 目 唯 营区 
是 个 C“ 向 量 场 。 口 ] 


匀 题 3.A.1 推广 上 面 所 定义 的 投射 = 而 成 凶 从 张 量 束 TiM 到 MM 的 投身 
。 过 时间 样 也 囊 明 ~ 个 类 似 扒 定理 3.A. 1 的 定理 。 


3.B 可 在 行 化 的 流 形 

在 到 中 前 面 提 到 特别 的 座 标 郑 域 了 。 半 个 V 是 跟 乘 积 流 开 f ( product 
manifold )U x R” 互 相 可 微 同 胚 的 。 因 此 如 果 以 让 由 单独 一 个 座 层 痢 域 
杀 杭 所 和 遮盖， 则 了 工 几 就 典 屠 x R" 互相 可 微 同 胚 。 可 是 过 甘 不 是 能 使 得 
TM 与 M x R” 可 微 同 胚 的 唯一 情形 。 和 如果 在 流 形 M 上 存在 C”“ 向 量 场 
太 ,， 广 。 使 得 在 每 点 mE M ，{ 计 (m),..., Xm)} 都 是 及 中 的 一 租 
基 ， 则 询 MK 是 个 可 平行 化 的 (paral lelizabile ) 流 形 。 过 样 的 一 组 X, 称 需 
凡 的 一 个 平行 化 。 我 们 以 下 列 定 理 来 给 出 过 人 性 质 的 另 种 蘑 法 : 


定理 3.B.1 并 是 可 平行 化 的 充 要 人 条件 依存 在 一 个 可 微 同 胚 映 射 w :TM 
Mx R" 满足 & 的 第 一 个 因子 正好 等 於 投射 + :TM 一 M ,而 对 从 每 点 x 
， 上 的 第 二 个 因子 局 限 於 村。 时 是 一 个 线性 映射 W。 一 R”。 

{ 


志明 构 述 ”假设 MM 可 精 向 量 场 羡 ,，…… :从 s 来 加 以 平行 化 ， 到 = ! ，… 
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,和 仿 其 人 对 偶 的 微分 形 基 。 吉 时 4 可 和 葵 佑 : 


pOn, 1 = Cn, Ch 7 ODS T°)>). 


是 然 4 的 第 一 个 因子 局 xx ,而 第 二 个 因子 在 每 个 几 。 上 此 角 绿 性 映射 。 另 
外 不 恋 证 明 jp 及 pp-' 此 骗 C™。 

反之 ， 假 设 x: TM 一 M x R“ 就 是 定理 中 所 提 到 的 那 种 可 微 同 胚 映 
射 。 在 R” 中 取 各 单位 向 量 3 = (3 .. ,8s) ， 他 们 构成 R” 中 的 自然 基 
,而 定义 计 : M > TM 镶 Xm) = p71m, 51)) 。 能 证明 这 4 个 向 量 场 六 ,， 
i ; 久 4 健 实 构成 及 的 一 个 平行 化 。[ 


如 题 3.B.1 ”假设 X, 是 上 的 一 个 和 平行 化 ,而 (fi) 是 一 个 由 实 值 C™~ 
次 数 所 构成 的 4 x a 方 阵 ， 在 放 之 每 一 点 其 行列 式 值 缘 不 角 震 , 则 YY ,= 

克也 是 好 的 一 个 平行 化 。 反 之 M 上 随便 十 个 平行 化 {X,} 与 {Y,} 之 
间 一 定 具 有 如 此 的 关 傈 。 


假设 放 与 尺 镶 流 形 而 X 久 导 上 之 向 量 场 ， 则 我 们 可 以 把 区 也 看 成 是 杂 
x NN 上 的 向 量 场 - 运 时 才 使 用 乘积 座 标 ， 划 所 的 成 分 与 w 的 座 标 无 关 ， 又 
么 的 后 面 e 个 成 分 (ee=dimA ) 些 角 圭 。 此 即 : 着 j, :1 一 MXxAN 坟 人 
射 j.(m) = (m,n ) 则 把 X 看 成 Mx N 上 的 向 量 场 时下 在 (m,n ) 点 的 值 
可 取 篇 : 
Xm, 站 = jn#X{(m). 


再 者 ,如 果 P:MxN-， MM 及 gqg :Mx NN 分 别 篇 投射 ， 则 psX(m,n) = 
X(m) ，gqxXlm,n) = 0。 这 些 休 件 就 唯一 的 决定 蔷 镶 MMXN 之 上 的 向 量 
场 。 照 样 若 了 久 N 上 的 向 量 场 , 则 存在 唯一 的 一 个 放 x N 上 的 向 量 场 ,也 
记 和 您 了 ,满足 ; PsY 了 =0, gyY= 了 

假设 Xi 是 寻 的 平行 化 ,而 Ye 是 六 的 平行 化 ， 则 刁 ， ,了 看 如 M x NN 
上 之 向 量 场 时 就 构成 有 x 六 的 一 个 平行 化 而 有 : 


定理 3.B.2 可 平行 化 的 流 形 之 乘积 仍然 是 个 可 平行 化 的 流 形 。 
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除了 只: 中 之 玩 子 流 彤 自然 售 可 下 行 化 的 波形 之 外 ， 我 何 可 局 元 不 虹 
路 S: , 膛 也 是 一 智 可 平行 化 的 流 形 。 事 实 上 只 要 记 角 度 29 请 制 詹 任何 受 
许 筷 2* 的 愿 间 ,， 出 取 Y = drab 诗 可 。 因 洗 2 的 任 伙 坪 钳 定 法 在 局 如 二 赤 
只 相差 2xx* ， 其 中 是 侦 整 数 ， 办 此 能 信 部 葵 出 相 则 的 库 掠 向 量 场 . 两 旺 
进 侦 XX 在 每 点 都 有 定 闵 也 部 十 久远 。 

使 用 定理 3.8 .2 立即 可 得 秽 面 是 个 可 平行 化 的 流 形 , 因 角 T=5S'x 
SS 。 

角 了 示范 那 种 不 可 在 行 化 的 流 形 我 们 只 需 考 虑 不 只 符号 的 流 更 ， 媳 是 
下 一 季 所 要 讨论 的 。 事 实 上 , 假 届 村上 的 在 行 化 垮 工 ,， 财 所 有 座 标 系 炉 
xz 满足 Xi = 六 3， ,以 及 det /1 > 0 对 两 条件 者 就 报 成 一 个 具有 行 驴 的 
轿 胡 集 。 堵 见 仙 车 对 可 平行 化 ， 则 必定 对 就 共有 符号 .所 以 不 县 符号 的 洲 
形 一 定 不 可 平行 化 。 

有 一 类 重要 的 可 平行 化 的 流 形 就 是 那 竹 其 上 具有 李 群 车 构 的 流 形 。 在 
一 个 李 群 G 之 上 我 们 有 群 的 这 算 ， 常 演 运 算 客 看 成 G x G 一 C 的 峡 射 睹 是 
侦 C”” 瑞 射 。 对 基 每 个 国定 的 了 EC ， 和 从 左 通 乘 以 7 的 运算 ZL:G 一 6 
Loh = 8h. 是 个 可 和 油 司 征 映 射 。 息 届 e 仿 C 中 的 悍 等 元 闽 ( identity ) ， 而 
最 (ti ，…… ，:4 | 入 切 宇 间 C. 中 的 一 起 基 , 而 定 缆 XiG8) = [vet: ， 妈 是 
然 X, 入.G 上 立 C” 条 量 思 ,而 且 吉 好 出 G 上 的 一 个 平行 化 。 示 些 处, 另 
外 漂 具有 太 扯 变 栓 ( ieft jnvariant ) ,此 即 对 於 所 有 & EGG 都 有 了 se 和， 
=X,。 考 店 个 上 洒 有 左 不 锯 向 最 场 的 集合 ,他们 构成 一 个 d 扒 的 向 量 空 间 
, 移 角 G 负 人 宁 代 数 ,过 李 代 数 虐 是 由 温 些 六 ,所 张 天 而 得 。 在 李 乘 入 还 算 
之 下 还 李 . 数 上 共有 封闭 人 性， 此 即 任 何 十 个 左 不 殉 的 向 量 场 的 李 乘 征 仍 然 是 
个 左 不 栗 量 场 。 址 种 李 群 的 性 质 可 以 大 部 分 由 其 李 代 数 之 人 性 质 而 得 到 次 
定 。 我 ,知道 所 有 的 熏 障 群 都 是 村 群 ， 因 此 像 研究 正 交 群 ， 么 正 群 或 半 租 
群 时 ， 找 们 大 模 都 应 从 其 所 对 刚 的 李 代数 著 手 。 


3-C 可 具 懒 性 


南 和 组 座 标 系统 x 与 7” 称 需 具有 相同 的 符 总 如 果 他 们 之 月 的 村 乒 态 重 
的 行列 式 值 在 有 定 闵 的 地 方 烛 得 正 数 。 如 果 在 琉 形 对 上 存在 一 个 国泰 集 馈 
得 在 此 稳 表 集 之 中 的 任何 二 组 应 栋 甸 具有 相交 交 符号 ， 鞭 对 刘 是 可 县 吾 的 
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: Orientable ) 。 过 样 的 一 息 半 才 代 加 指 定 了 4 上 的 一 个 和 儿 号 。 妇 宁 坷 售 
阿 表 集 满足 新 者 名 座 檀 和 柔 葬 自发 者 之 座 杰 系 芒 之 间 的 里 乓 方 卫 之 行 个 式 全 
糙 民 负 ， 世 坑 过 两 个 图 表 集 纪 定 了 相反 的 符号 。 假设 图 表 集 {pa = (5) | 
“所 4 葵 出 M 上 的 一 个 符号 ， 遇 只 要 在 此 同 表 储 填 的 行 个 座 标 采 统 都 履 
密 第 -- 个 座 储 的 符号 ， 而 换 成 考虑 图 表 集 {po = (一 Xb, 六 

由 这 网 表 焦 就 决定 了 一 个 线 原 来 符号 相反 的 符号 ,当然 如 果 拒 每 个 座 标 
条 统 都 加 以 寺 排 到 人 odd perinoutation ) ， 其 所 得 之 图表 集 也 葵 出 相反 的 
符号 。 

R "中 之 尖子 流 形 都 是 可 上 号 的 ， 基 仿 其 图表 集 可 以 只 包含 信 狐 一 个 

标 系 统 ,因此 当然 符合 可 有 具 号 的 人 条件。 

一 个 连通 的 可 具 号 流 型 正好 有 了 责 个 符号 。 在 其 中 每 -- 个 具有 一 漠 座 标 
导 域 的 座 标 系 纺 一 定 与 过 两 个 符号 中 的 一 个 具 有 相同 的 符号 。 如 果 某 座 标 
系 航 之 座 标 半 域 不 速 通 ， 旭 我 候 可 以 特 其 限制 从 每 个 违 通 的 成 分 而 分 裂 成 
数 个 宅 标 系统 。 过 样 得 到 的 每 一 部 分 就 跟 杂 之 给 定 符号 或 者 相合 或 者 相反 。 

一 个 可 具 屿 的 流 形 如 果 凡 有 有 天 个 连通 的 成 分 ， 那 闲 我 们 就 可 以 指定 
2“ 夭 不 同 的 符号 。 央 坑 在 每 一 个 速 通 的 成 分 上 都 可 以 指定 两 征 不 同 的 符 
号 。 和 如 果 计 之 某 一 个 连通 成 分 是 不 具 号 的 则 整个 屠 就 是 不 具 号 的 。 

在 R* 中 的 曲 而 ( 此 即 R* 中 的 二 稚 子 流 形 7》, 镶 可 具 号 曲面 的 充 要 做 
件 需 : 存在 一 个 回炉 的 全 不 等 於 规 的 向 量 场 在 每 点 都 垂直 锥 此 虹 面 。 内 坑 
如 果 此 曲面 可 只 符号 ， 可 寻 定 一 个 阐 玫 集 来 指定 此 曲面 的 符号 。 对 才 阅 表 
集 于 的 每 个 座 楼 系 栓 ,我们 可 以 取 其 座 标 向 量 场 之 有 向 积 9，x 5, 除 以 
其 长 度 而 得 出 一 个 单元 法 向 其 场 。 由 可 具 号 性 的 假设 显然 半 法 向 量 场 从 一 
个 座 标 条 杭 过 渡 到 另 个 座 标 系 烷 时 能 保持 其 过 征 性 。 反之 ,如果 过 样 的 
个 囊 入 法 向 量 场 存在 ， 我们 巧 可 以 况 出 所 有 于 些 座 标 条 黎 满 中 其 库 模 向 量 
场 的 有 向 积 正好 是 过 法 向 量 场 的 正 数 僻 。 所 有 过 些 座 标 系统 组 成 一 侦 芭 县 
有 相同 符号 的 图 表 集 。 因 此 此 曲面 可 只 号 。 注 普 在 近 种 法 向 量 欧 的 诡 法 吐 
我 们 使 用 尺 ” 中 额外 的 夭 构 以 使 迁 丰 过 山 含有 意义 。 事 实 上 我 们 可 以 下 需 
使 用 道 种 方便 的 欧 氏 空间 中 的 机 念 而 以 非 切 向 量 场 来 取代 刚才 所 提 均 法 称 
最 场 。 油 楼 仍 能 得 到 类 似 的 业 果 。 我 们 可 以 推广 上 面 的 精 果 而 者 : 一 个 
(da+ 1 ) 积 具 号 流 形 中 的 d 妙子 流 形 ( 或 则 超 曲面 ) 伪 可 具 咏 的 充 要 条件 
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是 : 存在 一 侦 器 炳 的 非 切 向 量 场 在 间 超 曲面 上 ,使 得 华 每 一 点 种 个 非 切 向 
量 场 此 不 久 需 。R” 中 曲面 的 可 具 号 性 也 通称 久 此 曲面 之 释 面 性 (two- 
sidedness ) 。 

如 果 流 形 之 图 表 集 只 含有 有 限 个 图 表 ， 则 我 们 可 以 使 用 一 种 重 俐 的 通 
程 来 构造 出 一 个 此 有 具有 同和 人 符号 的 图 表 集 ， 或 者 证 明 此 六 形 坊 不 可 有 具 号 。 第 
一 步 ， 如 果 所 涉及 的 座 标 郑 域 有 不 圳 通 的 ， 则 将 其 分 裂 成 攀 个 连通 的 座 标 
系 灶 ,因此 ， 如 果 我 们 在 某 点 改 娩 某 座 标 系 统 的 符号 ， 则 必须 在 其 整个 座 
标 部 域 伍 由 都 做 同样 的 改变 。 现 在 从 随便 一 个 座 标 条 桩 出 发 ,我 们 把 所 有 
跟 此 座 标 采 统 有 交集 的 其 他 相 部 座 标 条 入 都 蒂 当 改 灵 方向 , 而 使 得 他 们 全 
都 具有 同一 符号 。 证 种 做 法 在 F 列 南 种 情 沉 时 杰 镶 不 可 能 : ( 山 十 个 座 标 郑 
域 之 交集 分 成 南 个 不 相交 的 成 分 ， 在 其 中 一 个 过 朵 座 标 系统 具 同 一 符号 ， 
可 是 在 另 一 个 和 分 具 不 同 符号 ; 2) 对 於 天 始 的 座 标 系 生 4 , 我们 已 榴 渡 当 调 
好 跟 其 紧 接 的 两 个 座 标 系 酌 召 与 人 使 得 跟 4 都 具有 相同 的 符号 ， 可 是 已 和 与 
C 之 座 标 装 域 有 某 些 交 点 落 在 4 的 座 标 半 城 之 外 ， 而 在 此 交集 已 和 与 C 的 符 
号 不 同 。 委 有 过 上 南 年 情 次 之 一 发生 时 ,我 们 就 知道 如 流 形 不 可 具 号 。 如 果 
过 两 种 情况 都 不 发 生 ， 那 床 我 们 从 原来 一 个 座 标 系 炳 出 发 可 以 得 出 一 组 跟 
4 相交 而 径 适当 汉 换 的 座 标 系 竹 ， 他 们 都 具有 相同 的 符号 。 我 们 可 以 由 表 
一 租 同 号 座 标 采 入 出 发 按 同 样 方法 条 和 炉 扩 充 ,或 者 发 更 放 是 不 可 具 屿 的 ， 
或 是 得 出 一 租 更 大 的 座 标 系 入 之 集合 ， 他 们 都 具有 相同 的 符号 。 融 样 欠 村 
做 有 限 次 就 可 能 得 出 一 个 具有 符号 的 图 表 集 了 。 

储 示 和 范 过 种 做 法 我 们 过 儿 来 考虑 4 维 的 射影 空间 ( projective space) 
P“。 我 们 可 以 把 近 空 间 的 元 来 看 如 R“*' 中 通过 原点 的 直入 ， 或 者 比值 类 
( proportionality class )[ Qu:ia,: ………- :ar 」 ,其 中 的 0, 不 至 坑 填 。 
如 果 wx“ 角 RR“'” 中 的 标准 卡 氏 座 樟 ,假设 在 P“ 的 开 子 集 U 上 wf 隆 0 ,天 
在 过 上 对 於 所 有 a 而 计 ，u* |u# 和 些 信 合宜 的 画 数 。 在 已 上 愤 皮 如 下 (dd 
+ 1 ) 偶 座 样 系 硫 : 


{(xk)| aa=0.. .人 ac 天 丫 其 中 和 =2]8d 


则 亿 们 构成 一 租 图 表 集 。 其 中 每 个 座 标 系 杭 的 像 域 都 是 整 侧 R”。 座 标 转 
换 式 显然 可 高 成 : x& = zi]xz8 ， 其 中 当 工 = 8 时 ， 今 z 录 = 1 。 两 偶 座 标 


3. 了 可 平行 化 的 草 形 249 


条 笠 ( x2) 盆 (x;) 之 交集 在 8 座 标 映 射 之 下 零 映 成 R” 中 的 两 个 半空 问 
xz >0 醒 xzxg<0。 换 可 之 ,过 下 馈 座 标 系统 的 定义 域 之 交集 分 成 十 个 过 
通 的 成 分 。 现 在 照 著 i 从 1 到 4 的 秩序 来 排列 座 标 x: , 然 合照 车/ = 1, 2， 
.一 1,0, «十 1,...,d 的 秩序 来 排列 座 标 xd 。 则 贰 氏 方 阵 (9x&/ 
50x; ) 是 个 对 角 系 方 阵 ， 其 对 角 和 线 上 之 项 均 需 1/x4 ， 除 了 第 j= a 行 的 对 
角 入 项 比较 特别 而 筷 Gx%/Ex8 = 一 1/(x8)? 。 因 此 其 行列 式 值 震 (-1)7《 
(x8)“+!。 因此 如 果 d+ 1 是 个 偶数 的 话 ， 则 行列 式 值 在 (xz ) 与 (zl ) 
座 标 郑 域 交集 之 两 久 成 分 上 背 同 取 奥 值 。 可 是 如 果 (4d + 1 ) 需 奇数 ， 则 在 
十 成 分 上 之 值 有 一 入 正 而 另 一 角 负 。 因 此 著 4 角 奇 数 , 我 们 可 以 更 动 0 座 
栋 系 坑 之 秩序 以 使 得 0~a 栅 氏 方 阵 之 行列 式 值 便 念 正 。 现 在 考虑 三 个 座 栋 
条 硫 0 ,a ,8 的 交集 ， 过 交集 会 分 落 在 -bp 交集 的 雨 成 分 中 。 由 0-a 和 与 
0-8 转换 行列 式 值 均 访 正 的 性 赞 可 得 他 们 的 和 苹 ,就 是 a~8 村 氏 方 阵 的 行列 
式 值 也 在 每 成 分 之 每 点 角 正 ， 因 此 在 所 有 地 方 篆 角 正 。 而 已 释 证 明 P 党 
d 户 奇 数 时 镶 可 具 号 的 ,但 是 党 d 角 偶 数 时 解 镶 不 可 具 号 的 。 


各 题 3.C.1 就 证 下 列 流 形 均 篇 可 具 号 的 : 
(a) 可 具 号 流 形 之 卡 氏 乘积 ， 
(bp) 每 一 个 一 稚 的 流 形 ; 
CC) 环 面 ; 
(dd) d 球 面 S”; 
(e 任何 流 形 型 的 切 东 7 。 


亚 题 3.C.2 访 旋 下 列 流 形 均 篇 不 可 具 号 的 : 
(la) ”随便 一 个 不 可 具 器 流 形 跟 其 他 流 形 的 卡 氏 乘积 ; 
(b) Klein 抠 ; 
CC) Mobius 带 。 


习题 3,C.3 假设 人 是 个 不 可 具 号 的 流 形 , 而 { (pa ,Va)} 是 村 上 的 一 家 
骂 表 集 。 假 设 对 从 每 对 a 与 8 ， 座 标 部 域 的 交集 狗 可 分 成 两 部 分 :Us 门 
Us 二 Vis lj Vass ， 其 中 在 Vag 之 上 南 个 座 标 映 射 pa 轧 pp 之 天 的 性 开 方 
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喇 之 行列 式 演 霹 正 ， 而 在 和 "8 之 二 其 值 人 和 僵 。 我 们 现在 要 用 下 面 的 方法 来 
钻 碎 全 一 合生 的 流 形 “胡来 。 在 下 击 上 上 取 一 和 组 略 老 集 人 ee ,V2), (ce Ua) 
正好 是 由 上 原 末 图 到 集 的 册 倍 。 其 中 ps 加 pa 的 像 域 都 与 pa 的 像 城 相 间 
。 束 引 有 四 种 本 能 的 行 号 取 法 : 


(a 二 (十, 十), (二, 一 ), (~ 十 ), 或 (--, ~} 


我 们 都 有 座 棱 瑟 措 ja。 (1s) 分 别 等 认 将 po。 pz” 属 限 於 Vs 之 上 ,其 中 
+ 二 = 十 ,十 一 = 一 ,一 了 二 一 ， 一 一 二 +。 就 汇 : 

ia) 藉 莫 第 1.2 和 凶 介 所 述 的 茜 视 方法 ,所 有 通 些 降 栋 郑 域 呀 精 换 全 在 
一 起 俊 能 葵 我 们 一 个 有 合宜 定义 的 流 形 "M 。 

tb) “MM 是 个 可 具 号 的 流 形 。 
 ， 如 采风 原来 是 连通 的 ， 旭 好 也 照样 是 连通 的 。 

dd) 映射 pe = ha pn U4 一 Ue 在 各 个 定义 域 之 交集 上 是 彼此 谐 认 
一 致 的 . 此 即 : gejvusnv? = 98jus avw 。 因此 存在 唯一 的 -一 个 合宜 的 映射 

2: 0 一 M ,， 漠 足 pv 二 qi。 

(@) ”对 礁 每 个 指标 a 都 有 pw = Ut U Us 。p& 均 鸟 U3 到 Ua 
之 上 的 可 通 同 且 映 射 。 另 处 Ca .UVa 物 镶 空 集合 。 凶 过 个 人 性质 通常 可 以 六 
成 : 在 9 过 个 揽 盖 映射 ( covering map ) 之 下 ，" 导 是 轩 上 的 当 屠 覆盖 ( 
twotold covering ) 。 由 共有 是 可 县 号 的 ,所 以 过 种 "M 只 有 一 个 , 秋 
仿效 上 有 其 号 的 双 层 覆 车 。 糊 著 考 虑 “有 与 杂 之 虽 的 并 保 ， 我 仙 有 时 候 能 级 
把 可 县 号 流 形 上 的 结果 推广 到 不 可 具 纺 的 流 形 之 上 。 


一 一 


第 三 章 移 题 提示 
全 1 i E 717. oY 
3.1.2 FA YI ;0X 7 


3.2.1 已 知 (3.2.2) 式 若 成 证 ,， 则 (3.2,3) 式 及 (3.2,4) 式 符 能 成 立 。 
民 上 比 现在 假设 《3.2.4) 式 能 成 立 。 案 了 ,中 之 任意 向 最 如 及 T* 中 之 任意 多 
要 河 量 刀 ， 可 以 稼 目 其 和 征 拓 X ,7 满足 X 一 4 ，r。m 二 如。 证 肝 定 闵 
Tl os 和 , sr }=( a ps soars ) ?2 。 由 做 件 (3.2. 
4) 可 知 过 样 的 定义 与 C” 延 拓 的 玩 取 无 泼 。 然 征 使 用 人 (bo 两 性 质 就 知 押 指 
定 的 让 实 是 人 中 的 元 素 。 


3 . 
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2.2 由 3.1.2 可 知 
0 yi! ~ 
T(xX ,LY) -= 8 一 一 
Ox Ox” 


?4 ) 0 Py ,68 3 


:= 证 了 一 一 一 一 一 一 一 十 了 一 -一 一 一 一 一 
< DY: Ox!’ OX’ DY 

TXY) 1 SE XY 

8 "1 Dx 


内 此 类 外 的 从 件 (13.2.4 试 没 办 法 满足 ， 而 非 坦 张 量 场 。 但 是 此 忆 考 上 常数 
0 

画 数 4 ， 则 多 出 来 那 填 (7 = 0 ) 就 消失 了 ,因此 条 件 (9) 及 (b) 雁 能 硝 足 。 

立即 能 得 出 定理 3.4 .2 之 二 论 : 从 RR’ 中 任意 点 出 发 ， 每 次 总 于 少 


二 上 了 


， 所 以 近 是 个 完全 的 同 量 增 。 人 二 条 尤 分 信 


A 


3.4.1 
能 特 毯 分 曲线 延伸 固定 长度 1 /KK 
件 ， 但 术 是 必要 条件 。 

3.4.3 f (7(s)) > 0 ， 取 gg'(s) = 玉 FSTT> 0， 而 积分 可 得 六 由 处 (s)。 


X(r(s))=—7 (5) 
~ ra(g(s)g (ss) 
=g' (Ss)X(re(s))f(retl ss)) 
=g' (Ss)f/(7(s))X(7(s)) 
或 即 f(r(s))g' (s)= 1 


3.4.4 朋 了 一! ?J = € 所 以 中 得 通 解 合 : 


A*=u+ia ; y=}ln{(u+6) 
5] 办 带 娃 租 曲 千 《( X,Y ) 佬 弥 达 4 了 肝 没 有 定 闵 ,向 优 枝 定 儿 在 整个 RR 上 ,， 兴 
此 个 是 完全 的 问 旱 场 。 
oadx d 过 
= (39 一) 。 所 以 通 解 局 


3.4.5 i ! ;7 = ;本 
7 Lut+axn +autb ; 
z= (30—-a')u+ce 
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3.6.1  X(s)=AssX 兴 = 和， 所 以 太 CS) 沿 甘 7Y{s) 根本 是 带 数 茶 数 ,而 其 
对 s 的 微分 当然 馈 考 ,此 即 人 上 yY 和 =0。 


3.6.2 df= (64f)dx' ,可 屁 


(X(A7)) i = X00f) + (Gaf) 0X® 
~ Xu + Duro;Xa 
ad(Xf)=d(Xr90rf) -= 94(Xr90af)dx'， ,所 以 


d (Xf),= OX 0af) 
-ONXroaf + X00af 
两 者 显然 相等 。 
3.6.3 T={Th}, (CT).= Th, (LrCT), = XTS, +Th,0rX°, 
(LirT)is =XTi TIOaX’' + THOXa + Ti Xe 
C(LiT):= (LrT)$, 
=XTh,— Tg,0aXP + Th agXe + THOrXe 
= (LCT). 
3.6.4 全 X={X1} ,了 ={7'} ,6 一 {104} ， 则 等 式 右 条 局: 
<LrY,0>+<Y,L05 


= (XY')O0 ~ Yoe( OX 0 +Y (XO)+YO0(0,.N?°) 


= (XY')o. +Y'(X0.) 
=X<Y, > 


3.6.5 XYf/—YX/=X(Y'0.f/) —Y(X'90.,.7) 


= (XY oF +Y X38/) ~- (YX')Of 

—X'Y(9.7) 

= (XY—-YX')of +Y'X (0,00f) 
— XY’(0,0;7) 

一 (有 YY 一 You 有 of 

一 (LzY)10.f 

= (LxY)/ 

(Lz) = (XY ~ Yea(fX) 
= f/f/XY" -Ye (Of)X' -Yo fouX' 
= f(TLY)  —-(Y/)X' 


3.6.8 《9c) 


3.B 可 年 行 化 的 流 形 


=(f(LrY)-(Yf)X)' 
可 岂 LrY=fLY—(X@df) (了 ) 
或 即 Lr= fir /ry@dr 


3.6.11 gijy = ,， X=ax— by, X =bx+ay 


3.7 


(Lrg)is = 有 Bi + gas0 st Xe + gia0 sy KN” 
(Lrg)i = B00.X gao 
= 20 
(Lrg) 1 = geo 十 BO 用 
=6b6—56 
= 0 
(Lrg)2: = gi OX + gO X” 
=~—~b+0b 
一 0 
(Lrg) se: = i101NX” + grr Os NX 
= 之 人 
所 以 (Lrg) i 二 2a64 = (2C8)，， 而 得 芒 Zrg = 208。 


第 二 r coOSse 9 y=rsing ， [对 此 
0 ,一 cos09,.+ sint oo, 
0 = 一 rsin009。+yrcos00y 
sin2 
而 有 9, = cos00，, 一 06 
[39.,90,] f= 9.0,.f— 0,0.f/ 
sing of 
和 7 00 
- Sin tl 
所 以 得 六 [9,:,，0,」】= 一 - r! dg 
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3.7.1] 发 = z0, ~ 0, 9 了 -= Xo, — 2Z0s. » ZZ 二 yox 一 0 分 别 被 指定 骨 
1 ，J ,下 。 寻 算 [ 文 ,上 jj 三 ,能 得 出 就 等 锥 忌 六 因此 和 与 节 的 李 乘 积 是 QZ 
， 而 正 弛 1 Xf 一 尺 。 同 样 有 LY ,和 =A[Z, 兴 =,， 过 对 ' 志 到 


jxXxXk=ilRkkXi=j。 


3.7.2 UVU=aX+oY+rer 


=(cy— bz)0,.+(az—cx)9,+ (br-ay)})o, 
dx dy dz 


A 9 
df ”aia 


Ej 
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arx dy dz 

于 三 要 {OC ? 一 

则 有 (Z，2，c) (Fi7’ gr 7) acy— abz + baz — bcx+ cox 
一 Qcy 一 0 ,因此 流 按 (x(t1) , y( 1) ，z(t)) 炮 与 固定 轴 互 相 正 交 , 而 入 
一 牧 半 周 定 韩 的 旋 想 。 一 kU= 一 (Qa,b,c) ,考古 一 {a,b,c)Xi(x， 

和 dx dy dz fj 

了 ， 2) ， 容易 肝 策 得 知道 就 等 认 ( 7 ，77， 了 7 ) o。 串 邮 一 pV 可 以 认 饥 
是 交 旋 转 的 角速度 ,而且 又 证 得 着 绞 ( a , b,c ) 轴 的 转动 碎 实 是 个 旋转 到 


© 


3.8.1 (a) [ a < a 
.8.1 (a 一 一，2U 一 一 ] 一 一 ; 
d. adu du 
ax 
(1D) oo——=1 ,X=UW+0=N, XU 一 3 ; 
au 
dx . 1 1 
(2) dS tui XT SM ts,"X Sts + Ss 
= $+ 二 Ss” 
dx 3 3 
( 一 ”一 一 9 + 一 一 一 一 一 - 2 
3) i | t ut+(s+35s), Xs 7 5 
dx 3 2 3 和 1 2 3 2 
(4) 2 一 了 3 HW, xx 一 了 3 Wu ta 
XxX, 二 S$ 十 二 S"” 。 符 合 。 
tb [909., X00, |=09, 
dx dy 
1 一 一 -一 一 -一 一 一 - 一 一 bp 
¢t) du l ,7 0 ， | 号 +” Pi 各 
dx dy 。 3 2 
(2) 2 二 0 ”了 5, y=-35 o 
dx _ dy 3 ， 
(3) cz l,i 一 0， xs e 
dx ad 3 3 
(4) 三 二 0 I 0 st ， 符合 。 


3.9.1 若非 正则 , 存在 ,mw 和 EM。 使 得 wap = yaw ，, 因此 


2 8(2 一 1 ,0 一 2) =g(p (0) pa — ww)) 


3.B 可 平行 化 的 旅 形 #55 


可 民 o*8 不 再 是 下 十 喇 ， 肌 非 需 玖 爱 亚丁 。 
3.9.27 在 一 般 点 i >1) 3=Vt 要 -1cos0，y=Y sinb 
Zz 二 1, 了 


x Tn, VT 


vi —1 cosf,o0o., 

Y=1{ os in ， 1 ) 

Vl "Viet 

} 

则 上 ,。Y 是 在 如 点 的 一 组 薪 切 癌 量 。 
i oe,Y) 


一 一 上 上 Singcosp+ tt sinf cos 0— 0 


= 
A XX, X= (1-1) (gind+ cos'd,) 
= -1>0 
¥ 
hh =e*k(Y,Y) |! 
1 
= > 0 


圭 别 若 考 感 最 低 点 (0 .04,， 1) ， 由 下- (1 
入 出 者 切身 量 税 此 乏 人 狂乱 鸳 。A 二 上 ， 和 一 
可 见 胃 在 盘 上 具有 正定 性 , 调 韦 和 煞 遇 油 咱 。 
3.i8.1 (cj 战 界 申 嵌 工 山 及 了 轴 。 汝 是 及; 关 0 之 聊 界 贴 机 成正 x+ 贺 , 估 坟 


轴 ， 止 3y 韩 扩 氏 3 和 折 等 四 个 于 流 形 。 沾 封 拓 。( 9 ,0 ) 志清 足 己 ，= 0 之 省 
务 黑 。 


{d) 
护 。 
3.10.3 


近 是 x 输 与 > 办 的 陪 集 , 基 生 阔 莫 子 流 形 。 因 需 在 原点 的 构 海 大 一 


了 必定 具 最 大 点 茂 最 小 点 ， 引 以 至 和 有 博信 陈 办 点 , 刘 是 每 个 亡 田 琶 

拱 仿 于 了 的 ， 内 此 可 以 取 … 体 项 潮 咸 ， 其 中 不 青 会 其 他 卫 界 晤 。 仍 收 箱 中 合 
厂 怨 弟 多 个 晓 界 凡 , 则 必定 了 一 自称 限 而 也 铬 族 界 用 : 这 碑 限 点 就 不 符合 
泪 法 证 的 丸 作 了 。 

3 A= Xt0, ;Y= x0,+ 3230.。 ,= 
(1,.0,4) :天 之 访 课 1 ( 诉 贸 ) 鹃 : 

AX uy az 


i , 二 
cr at 0 di * 
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所 以 "pm= (cost,0, 一 sint) ,而 得 "pm= (coss: ，0, 一 Sin 
s,) ,但 是 六 之 方程 式 ( 流 万 ) 局 : 


0 
ZE "at 
所 以 :Ap (coss,,0,~“sinss) = (cos(Ssi+ $2), Sins,,—Sins,) 
3.12.2 [oa-.+xoy,oy+39.]=xo,, 过 向 量 与 另 两 个 显然 栋 性 无 关 ， 因 
此 万 之 厅 数 需 三 ,而 只 能 有 常数 解 。 
3.12.3 [0,+ Xx0,,9:+ey0w] 一 9.。 一 095，，, 过 向 量 与 前 两 向 量 绕 性 无 天 
。 可 是 入 有 [b+xa,， 0 -5,]=-0,，[5.+you,5 -595,]-=0。 
可 见 心 只 能 是 三 礁 的 ,而 此 方程 式 系统 只 有 一 个 独立 的 解 。 
3.C.1 (e) 任何 十 个 相交 部 域 ,其 局 部 座 模 知 (xz: ,ca )，( ,pb ) ,而 其 


NR 
其 左上 角 及 右 下 角 普 局 ( 27 ) 这 dX d 方 了 ， 而 其 从 地 方 局 考 ， 因 此 其 生 


列 式 值 居 上 2 -| >>0 。 吕 上 内 一 定 是 可 具 号 从 ) 。 


4-1 半 论 : 

在 所 有 各 类 型 的 张 量 场 尝 中， 反对 稳 的 顺 释 张 量 场 ,或 即 : 微分 形 ( 
或 称 微 分 形式 ) ,大概 可 算是 最 常 遭 遇 而 又 有 最 广 用 泛 的 了 。 在 电位 理论 
中 有 了 关 Maxwell 的 方程 式 车 用 微分 形 来 加 以 表示 会 写 得 十 分 简 总 ,而 且 
当 我 们 换 成 考虑 相对 论 之 上 时空 的 时 候 其 形状 也 不 冬 影 响 。de Rham 人 经 
使 用 微分 形 来 麦 达 一 个 流 形 之 拓 模 烙 榴 和 僵 此 流 形 上 之 向 量 分 析 中 的 茶 些 性 
质 之 并 重要 的 关 你 。 在 有 名 的 法 国 数学 大 师 下 , Cartan 的 研究 工作 时 , 他 
更 专 擅 使 用 微分 形 来 发 展 他 有 了 关 微 分 系统 及 黎 苔 休 何 里 各 种 浙 列 的 定理 。 
另外 党 我 们 起 把 十 典 向 量 分 析 中 所 熟知 的 Stokes 定理 以 及 散 猫 定性 推 厦 
到 高 纵 欧 氏 空 间或 者 更 一 般 的 空间 上 时， 我们 必须 运用 有 天 微 分 形 的 一 矢 运 
作 及 语 襄 二 能 获得 篇 澳 明 和 扬 。 本 间 的 主题 正 古 预备 用 来 介 粮 菲 发 展 交 一 矢 
非常 方便 的 微分 形 理 次 ， 痊 襄 明 如 何 和 将 其 融入 各 分 理论 以 及 有 关切 于 束 研 
究 的 当 偶 做 法 当中 。 

从 第 二 节 到 第 五 季 我 们 答 册 有 天 微分 形 的 计算 及 运作 法 则 。 其 中 所 涉 
及 的 代数 部 分 其 实在 第 2 .18 和 节 时 已 经 蘑 ，, 但 是 我 们 运 儿 通 当 的 修改 运 
代数 的 符号 东 於 第 四 季 引 入 新 的 内 消 策 运 工 ( interior product) 。 至 从 所 
些 及 的 解析 部 分 我 们 就 定义 了 微分 运算 泥 半 引 其 性质 。 带 个 简 多 的 外 微分 
运算 实 史 上 推广 站 统 -一 了 向 量 分 析 中 所 处 理 的 运算 ， 如 梯度 工 子 (grad- 
ient operator ) ， 磁 度 (curl ) 算 子 以 及 散 度 ( divergence ) 算 子 等 。 此 
外 它 也 在 切 子 束 的 对 偶 理 论 中 有 取代 了 本 乘积 运算 所 扮演 的 角色 。 

接 滞 我 们 化 述 积分 理论 可 以 在 其 上 到 作 的 那些 束 西 ,在 第 六 世 我 们 3| 
人 巡 寞 算 了 于 , 它 在 积分 理 奖 中 扮演 车 举足轻重 的 角色 ,在 第 七 角 我 们 回顾 
R* 上 北 数 之 多 重 积 分 的 基本 性 质 。 所 有 前 面 秋 和 节 的 资料 就 在 第 八 、 九 二 
鲁 加 以 标 合 运用 而 得 出 一 套 漂 完 的 积分 理论 告诉 我 们 如 何 将 微分 形 在 流 形 

一 237 一 
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中 有 具 号 的 参数 化 领域 之 上 加 以 积分 。 运 理 葵 於 发 展 到 广义 的 Stokes 定理 
时 算是 达到 了 最 高 1 

在 最 未 了 的 第 十 季 我 们 问 过 头 来 考 外 第 3.11 及 3.12 世 中 的 材料 ， 
我 们 设 明 在 对 偶 的 讲法 中 一 个 对 合 的 切 子 东 到 底 对 订 到 什么 观念 。 


4.2 微分 形式 (简称 微分 形 ) 

一 个 C“ 反 对称 的 顺 缂 ( 0 ,Pp ) 型 张 量 场 通常 就 称 怖 一 个 名 微分 形 或 
简称 念书 形 (A-form) 。 因 此 一 个 0 形 就 是 一 个 实 值 的 平 清 丙 数 ， 一 个 ! 
形 就 是 第 3.2 和 节 中 记 考 碟 站 定义 的 埋 微 分 形 或 简称 外形 。 如 果 邓 仿 所 考 目 
流 形 之 稚 数 而 户 > a ， 则 任何 形 皆 等 於 知 ,或 襄 设 有 什 禹 pp 形 。 

假设 *” 坊 一 组 局 部 座机 ， 旧 dx 已 知 构成 单 形 的 一 租 局 部 基 , 此 即 
: 任何 单 形 在 局 部 上 ( 在 此 座 标 办 域 中 ) 邦 可 表 久 fdx”， 其 中 了 角 一 
些 平 请 丙 数 。 我 们 可 以 使 用 外 积 运 算 从 过 些 dx 来 生成 较 高 次 之 微分 形 的 


局 部 基 。 因 此 {dxiAdx’|i < 让 构成 2 形 的 一 租 局 部 基 ,， 而 4dxt 和 A :Adxe 


镶 4 形 的 一 个 局 邵 基 。 

由 於 在 本 划 中 所 考 不 的 乘 检 全 是 外 积 而 非 其 他 的 乘积 像 对 移 种 或 吃 量 
积 等 ， 因 此 在 座 标 微 分 形 之 回 的 外 各 符号 我 们 篇 简便 计 全 都 加 以 省 略 。 所 
以 当 我 们 寅 dx'dx’ 时 实际 的 合 岂 是 指 dx' 人 dx 。 此 外 我 们 知道 形 的 
a (5 ) 个 摩 榜 pp 并 和 ( ( coordinate 办 form ) dxii...dxir ( 其 中 
i /所 和 组 成 ,因此 我 们 将 探 用 如 下 的 到 和 人 惯用 法 ,以 (: 
。) 末代 天 昌 让 有 运 胃 基 直 的 8 形 取 和 。 例如 站 dg=3 时 有 : 


dito) dxn dxta 一 aiadxldx2 + ais dx! dx? + ava dx? dx3.. 


由 於 我 们 也 需要 考 辜 把 一 些 座 模 微 分 形 不 见得 按照 小 增 秩序 加 以 取 其 外 积 
， 所 以 我 们 也 仍 炎 和 炽 保 留 以 前 的 最 和 避 用 法 。 如 果 p 是 一 个 Pp 形 , 则 对 於 
一 绷 湿 增 指 标的 基 {dx 可 把 请 成 fi dx'? 
,我们 就 膏 这 些 你 数 资 数 f， ... 1, 馈 p 的 成 分 ( component ) ， 因 此 过 抑 
的 成 分 兹 不 是 像 第 二 重 正 对 -- 和 组 缚 量 积 之 基 {dx 四 : 久 dx 所 表示 出 来 
的 成 分 。 列 如 像 上 面 的 实例 ，2 形 au dxa dx'z 的 成 分 念 Ci ， 44s 以 及 
as。 如 采 使 用 第 二 章 的 用 法 ， 则 由 做 : 
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dx'i dx = $(dx'1 @dca -dr 四 dx 
可 计算 得 此 《0， 2 ) 型 之 张 量 场 的 成 分 肉 角 : 

bis = 0, bis = Ja b13 = jaig; bar = —b12, … 等 等 
由 施 妃 有形 具有 反 轩 称 性 ， 因 此 在 获 葵 其 成 分 时 ， 我 内 有 时 也 多 加 和 大慈 个 非 
氮 增 指 棕 的 保 数 。 例 如 我 们 也 有 取 ee =0 ，a= -ai ，as=-cis 等 等 。 


召 题 4.2.1 fa) 试 广 基 开 (basis form ) 在 基 向 量 场 上 所 友之 值 可 写 坟 : 


de 
其 中 …… 1 及 了 1 坟 任 意 雨 组 移 增 的 指标 集 。 


b 假设 少 形 4 之 成 分 念 9， ， 试 脸 : 


1 


(6,, "1 90;,) 一 阿 0 .7 


4.3 外 办 数 

一 个 pp 形 9 之 外 半数 (exterior derivative ) 是 一 个 (p+1) 形 ， 
我 间 通 第 记 之 久 460 。 当 P= 0 时 我 们 已 於 公式 (1.8.5) 定义 dj。 人 在 下 面 
我 们 要 对 一 般 的 2 以 数 种 方法 来 定 闵 其 外 基数 。 

(a) ”党 我 们 把 艇 分 形 表示 成 座 样 的 高 法 时 ,外 尊 数 运算 d 只 不 过 作用 
礁 那 些 成 分 浒 数 而 已 : 


dt = (GO ...1,)) 入 Qi， * -dxi'p. (4.3.1) 
由 於 此 趟 右 过 愉 座 酚 +' 之 玩 取 有 关 , 因此 象 汇 这 式 子 我 们 还 无 法 立 浏 知 


道 运 定 义 式 是 否 复 的 定义 出 什么 东西 来 。 可 是 另 方面 我 们 人 御 立 即 能 广 明 志 
个 公式 潇 足 下 面 所 要 提 有 关外 到 算 a 的 所 有 公 避 。 由於 间 些 公 训 是 跟 座 榜 
无 关 的 ， 而 且 运 些 公 褒 完 全 决定 &， 内 此 得 知 (4.3.1) 式 在 座 标 殉 换 之 下 
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能 钢 蕉 持 不 克 。 
党 肛 = R' 而 且 泗 用 卡 氏 座 标 Y,，y，z 之 时 ，(4.3.1) 式 的 形状 束 全 
然 像 通常 向 量 分 析 瑞 所 获 论 的 grad ,curl 及 div 算 子 了 : 


df = fr dx + fydy + f, dz, 
， CU ax+gay + hd)= dfAdx+deg Ady+ dhA dz 
= (fxadx+ fyady t+ f.dz) A dx 
+ (gx dx + gy dy + gsdz) A dy 
+ (hxc dx + hy dy + hs dz) A dz 
= (hh, ~ gg) dy dz + (f. — h.) dz dx 
十 (gx — fy) dx dy, 
P=2，, dfdydz+ gdzdx+ hdxdy)= dfA dydz + dg A dzdx 


+ adhA dxday 
= (fx + g, + hs) dx dy dz. 


台 多 的 下 标 代 表 偏 半数 。 角 了 看 明 这 风 外 运算 处 grad , curl 及 div 算 子 的 
姑 芭 镭 傈 .我们 可 以 在 有 中 引入 欧 氏 内 各 。 在 此 通 币 内 积 ( inner prod- 
nct ) 运算 之 下 在 每 点 dx , 4y ,dz 部 构成 一 和 组 正 交 银元 基 。 因 此 我 们 可 以 
建立 着 变 向 量 怀 后 释 向 量 之 问 如 下 的 问 构 亚 你 : 

ai+D+ck = a0r+it bo ++caeadx+bDdy 二 cdz; 


5 以 我 们 全 都 来 考 虚 顺 炙 向量 。 现在 有 取 用 dxdyadz 所 给 的 符号 ， 则 由 
Hodge 算 子 (2.22) 式 有 : 


yx = dy dz, *dy = dz dx, *dz = dx dy, *(dx dy dz) = 1, 
至 其 其 他 的 资料 则 可 由 ** 三 恒 等 映 射 来 表明 。 因 此 有 : 


*d(f dx 十 g dy 十 h dz) 一 (h, gz) dx 十 (LU h>) dy 十 (gx 一 /f,) dz, 
*d*(f dx + gdy+ hadz)= /f+ gy + h. 


得 样 看 出 车 把 curl 及 div 看 成 作用 於 果 形 ， 则 他 们 的 顺 释 形状 只 不 遂 是 
curl=:*Q 及 div=:*xdx 。 而 当然 grad 的 顺 灵 形 状 加 是 & 本 身 : grad = 
d ,就 是 对 0 形 求 其 外 遵 数 。 
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tb 外 刘 算 d 具有 一 些 重要 的 性 质 。 而且 壮 些 性 质 可 以 反 过 来 完全 决 
定 4 。 因 此 可 以 将 其 认 久 是 4 的 公设 : 

(1D) 如 果 是 个 0 形 , 则 dy 过 个 单 形 就 等 从 以 前 所 答 的 定义 。 此 即 
对 於 每 个 向 量 场 而 言 ， 都 有 : 


d(X)= Xf 


(2) ad 满足 外 积 法 则 如 下 : 如 果 9 钥 p 形 而 r 角 9 形 则 
d(OA7) = dAr+(—1)0Adr; 


因此 d 是 个 半 运 算 。 

(3) 党 连 炉 两 次 以 d 作用 时 ， 其 结果 悉 久 需 而 有 d” =0 。 因 此 和 对 任何 
PP 形 都 有 a(d6) =0。 在 讽 取 公设 条 震 以 完全 决定 4 时 ， 只 需要 求 对 任 巧 0 
形 f 都 满足 d(4f)= 0 便 可 。 

(4) ”运算 d 是 入 性 的 。 半 铬 只 需 假设 加 法 可 拆 开 ,此 即 对 伶 任 辣 两 个 
PP 形 96 及 rt 都 有 : d(0 + 7)= 4d0 二 dr 。 至 於 男 外 d(a8)=ad0 的 人 性质 
林 以 由 (及 (2) 得 来 。 

事实 上 (4.3.1) 式 道 种 座 标 定义 式 只 不 过 是 交 些 公设 的 立即 千 痊 。 因 
镶 根 据 (2) 及 (3) 我 们 都 有 : 


Cdxt .dxis) = (d2xn)Adxa .dx'e 一 daA(d2xa)Adxa or 
十 .… .十 (—1)?-t dxti.. .dxis-1 A d? x'» = 0. . 


因此 只 好 : 


df dx':. -dx's) = df A dx'i:. .dx's + fd(dx':...dx'”) 
= df A dx'1.. .dx', 


半 嫩 果 再 加 上 公设 (4) 有 关 入 性 的 要 求 立 即 得 出 (4.3.1) 式 。 
反 过 来 要 证 明 (4.3.1) 式 能 满足 全 部 过 些 公设 也 不 讼 做 。 里 然 (D 与 (4) 
当然 成 立 ,现在 镶 证 明 (2) 我 们 必须 使 用 下 面 十 分 易 证 的 性 园 : 4d(j8) = 
(dg + fdg 。 道 时 9 人 = 的 成 分 可 表 坑 2 与 + 个 别 成 分 之 乘积 的 和 ,办 
此 对 过 和 施用 上 等 式 就 答 出 两 部 分 , 梭 过 项 当 整 理 合 就 得 出 (3) 式 。 过 些 计 
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和 草 简 得 需 来 可 表 成 : 


d(0 A 7) -ji i Tj NN dx dx dx’:. dx’ 
1 
= -一 La Ad Ciprh cd 
p:q 


， ; 、 -1 FE 一 2 
人 和 7 “ od Pp 有 (7 ?1 “3g 六 a 本 和 1. 


而 过 就 是 cg 八 c + (一 1) ”0 人 dr 。 其 中 因 于 1/pl4!1 各 更 的 特效 是 由 效 
我 们 和 无 法 保持 525 六 和 粮 是 灯 持 小 增 的 秩序 ， 央 此 有 许多 项 会 重复 出 
更 。 其 中 对 2 有 四 的 重复 项 ,而 对 有 94! 的 重复 项 。 

公设 (3) 通 常 就 称 角 Poincare 引 理 。 要 斑 明 (4.3.1) 式 休 能 油 足 公 避 
(G3) 只 需 往 音 通 常 求 画 数 之 偏 半 数 是 跟 其 秩序 无 戎 的 ， 和 但是 对 於 沿 分 形 之 站 . 
秆 运算 和 件 具 反对 称 性 ,所 以 会 使 得 每 一 项 之 保 数 正 货 相 批 而 驾 馈 军 。 在 工 
史上 也 有 人 把 这 公设 之 逆 : 『 如 果 db = 0 ， 则 存在 某 个 = 满足 = dr |! 
党 做 Poincare 引 理 。 

Cc) ”使 用 微分 形 在 一 些 向 重 场 上 所 股 的 秆 ,我 们 也 可 以 帘 册 有 乔 & 的 
定义 式 ， 是 和 与 座 标 无 关 的 内 在 ( intrinsic) 公式 。 出 惟 这 公式 中 佛 站 到 两 
个 向 量 场 昌 李 乘积 , 可见 我 们 是 否 能 知 出 了 形 的 内 在 的 慌 笋 其 贤 取 决 太 我 
们 是 人 否 能 答 出 南 偶 向 量 场 之 内 在 的 乘积 。 过 儿 我 们 只 就 = 0,1,2 之 局 
形 来 答 出 运 些 公式 ， 他 们 是 最 常规 使 用 的 情形 。 

雪人 骨 一 般 0 形 : df(X) = Xf 


于 6 钥 一 个 畦 形 : 480(X, YY) = XO(Y) 一 8) — 9{X, Yh 
= $CXCY, 8 ~ YOX, OO -- CX, YY. 8 


讼 6 镶 一 个 2 形 , 风 有: 
AMX, Y, 2Z) = HXOY, ZY) + YOUZ, X) + MT Y) 


— A([X, YY,2) — &[Y. 2),X: 
一 A{2, X), FY)}. 


在 上 面 踪 些 公 式 中 的 保 贱 3 ， 才 等 等 可 以 禾 医 让 党 改 释 外 穆 巡 算 的 定 锋 而 
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加 以 消除 。 如 果 定 义 一 个 占 形 与 一 个 9 形 的 外 积 央 原先 定义 的 外 积 乘 以 保 
数 (如 +9)1Zp1I9L ， 则 上 面 的 公式 中 就 不 再 有 什么 你 数 。 运 十 种 定义 法 
目前 都 同时 通用 。 我 们 在 本 书 就 厅 持 使 用 原先 的 定义 。 


名 题 4.3.1 起 证 公设 人 统一 了 下 列 向 量 分 析 中 的 公式 : 


(a) grad 8g) = g grad f + f grad g. 
(b) curl (f9) = gradf x 0 + feurl 6. 
(c) div (f8) = grad f-9 + fdiv 6. 

(dj div (8 x 7) = curl .7 一 0.curlr. 


提示 : 使 用 下 列 关 傈 式 9 x r= *(06A7T) 及 0.7=*(x06 入 7)=*(6 八 #*r) 


管 题 4.3.2 起 登 公 珊 (3) 可 立即 葵 出 : 
(a) curl grad f = 0. 
(bj div curlf = 0. 
必 题 4.3.3 fa) 试 程 通常 作用 於 瑞 数 上 的 Laplace 算 子 可 以 写成 : 
V= div grad = *d*d. 
to， 贺 柱 面 座 标 ” , 9 ，z 的 座 标 疝 重 0,, 606,60, 人 彼此 正 交 而 且 其 余 度 分 


别 篇 1,~，1!1。 因 此 对 藉 哩 形 而 言 dr,r 40,qdz 是 一 租 互 想 正 交 的 时 元 怖 要 
基 , 而 且 有 具有 正 屿 。 因 此 崎 从 Hodge 算 子 的 圆柱 面 座 标 公式 可 窟 短 : 


*adr =r dbo dz, sa0 = 7 dz dr, *dz = +drdob, *(dr db dz) = = 


评 使 用 时 些 资 料 以 求 得 Laplace 算 子 *dard 的 圆柱 面 座 标 公式 。 
C) 起 以 类 似 作法 求 出 x*a*da 在 球面 座 标 中 的 表达 式 。 


避 题 4.3.4 他 使 用 R' 中 的 卡 氏 座 标 来 计算 dra - *dwd 踪 算 子 如 
何 作用 惟 单 形 之 上 。 
中 ”使 用 过 千 果 以 导 引 玉 " 上 作用 艾 向 量 场 之 Laplace 算 于 的 公式 坑 : 
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V20 = graddv 9 — curl curl 4. 


(cl 试 证 对 擒 R'* 上 的 Pp 形 而 言 ,Laplace 算 子 旺 dwdx 一 #d*d] 肚 多 
只 相差 一 个 符号 。 注 意 d 作用 从 3 形 杰 成 0， 因 此 对 於 9 形 而 首 ，adrwdx* 
作用 的 千 果 镶 零 ， 而 使 得 只 剩 下 一 《* dxd 过 项 ,过 与 上 题 的 结果 一 致 。 


4.4 内 疹 积 


和 定 一 个 向 量 易 半 ， 我 们 可 以 对 任意 P 形 考 处 其 典 关 的 内 消 积 ( in- 
terior product ) 。 过 就 是 对 pb 形 施加 一 个 洒 算 或 算 子 i( 半 ) 以 得 出 一 个 
(pp 一 1) 形 , 其 作用 法 基本 上 就 是 取 六 做 骗 9 的 第 一 个 驾 数 ,而 使 其 他 ( 
Pp 一 1) 个 变数 作 筷 (Pp 一 1) 形 i (XX)8 的 沟 数 。 因 此 对 伶 任 亚 (pp 一 1 ) 
个 向 量 场 二 ，，…… ,故我 们 定义 


[CC)6]( .Xs_) = pOX, Yi,..., Xp-1). 
如 果 8 是 0 形 , 则 特别 定义 i (X)f=0。 
宣 例 现在 来 计算 i(63,) 对 Pp 形 之 磊 dx" …… dx '” 的 作用 ， 其 中 假设 


过 些 指标 是 屠 增 的 : i < …… << fp 。 
(第 一 种 情形 假 届 1 关 1， 过 时 对 有 论 任 意 一 组 六 < <7-ub 部 有 


(ai)(dxi trxpien 0 ) = pdx'i.. -dx'r(0, 9 9) 


-1 
= 人 0 


请 参看 匀 题 4.2.1 。 可 兄 既 然 所 有 的 成 分 均 篇 湖 ,内 此 必定 
i(9.)M(dxii:. .dx's)=0 


(b) 接 下 来 假设 y ， 一 1 。 如 果 (r2，. ， “3 ip) 天 ( " .1p -1) 种 当 然 


p dx dxa .dxir(61,0;,...,0;,.,) =0 


吕 是 如 果 (PP) = (jp 的话， 那 夺 上 式 的 人 号 靠 於 p/p! = 
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U(P 一 1)! 。 可 是 过 些 值 就 是 ( 户 ~ 1) 形 dx2...dxs 在 同样 过 组 (8 … 
8。,) 之 上 所 有 取 的 值 ,可见 我 们 有 : 


i(01)(dx’ dxa .dx!ir) = dx!2.. .dxir. 


使 用 i (93, ) 遂 运算 所 具有 的 狠 性 性质 我 们 就 可 得 出 它 作 用 於 任何 人 微分 形 之 
时 启 能 得 到 的 结果 。 


定理 4.4,1 i(X) 是 作用 於 微分 形 的 一 个 尊 运 算 ， 此 即 对 於 任意 形 5 
与 4g 形 r ,下 列 髓 保 式 都 能 潇 足 : 


i(XMOAT) = i(X)OAT + (I?9Ai(X). 


副 样 我 们 就 于 外 半数 4 是 信 ~ 一 阶 的 注 刘 算 ,而 说 i ( 广 ) 饥 一 个 负 一 障 的 导 
运算 。 


证 明 ”由 定义 显然 i (XX)8 在 某 点 之 值 只 跟 藉 与 6 在 旋 点 所 指定 之 值 
有 关 。 因 此 如 朱 关 在 设 点 乙 值 需 0 ， 则 上 面 公 式 之 左右 南 超 均 镶 等 丽 目 然 
相等 。 只 剩 下 需要 考 外 XX 关 0 的 情况 , 过时 可 以 滴 当 如 取 座 标 系 坑 使 得 侠 
=D，。 

和 将 2 及 zz 塌 成 过 租 座 标的 表 带 式 ， 使 用 人 邹 积 运算 的 分 配 人 性 质 以 及 
za) 的 绿 性 性质 立即 可 看 出 我 们 只 需 就 4 与 + 分 别 坊 户 形 基 和 与 9 形 基 
dx dx 及 dx dx 之 有 蛙 ， 熏 明 此 式 坊 坚 就 够 。 但 是 带 时 可 以 优 照 前 
面 实例 中 的 做 法 ,分 别 就 i 与 7 是否 等 於 1 而 分 成 四 种 情况 来 考虑 。 其 
做 六 十 分 简单 ， 所 以 就 留 纶 读者 自行 验证 了 。 口 


内 消 积 运算 的 合成 运算 具有 反对 称 人 性 ， 此 即 : 
i(XN(Y) = -i(YN(Y) 
因 篇 


i(XN(Y)0::-) = (p11 ) FY,...) 
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pp 一 1 ¥,...) 
一 PCP — 1)0(X, Y,...) 
—i(Y)i(X)0(:...). 


hh 


针 然 如 此 可见 合成 运算 让 ( 半 ) i (了 ) 跟 世人 三 有关 。 央 此 我 们 可 以 定义 : 
i(X 和 人 了) =5YCY) 。 然 后 藉 著 要 求 闯 足 线 任 的 条件 来 把 过 定义 推广 到 任 
何 反 对 称 的 二 次 凶 逆 线 量 4 ， 使 得 1(4) 都 有 巧 义 。 过 个 运算 工 (4) 当 欠 
是 把 户 形 映射 成 一 个 (如 一 2) 形 。 以 类 似 方法 ， 对 於 任何 一 个 了 次 的 反对 
称 谤 虹 张 量 B ,我 们 能 定 闵 内 消 积 i(B) ,是 把 p 形 映射 成 一 侦 (pP 一 ?) 
形 。 

刚才 已 性 明 工 ( 必 ) 是 个 汗 运 算 ， 所 以 可 以 完全 由 其 对 於 0 形 及 浓 形 之 
作用 来 得 到 决定 。 因 人 镶 对 於 任何 p 形 , 我们 可 以 特 其 写成 一 些 0 形 及 昌 形 
之 外 积 和 ， 因 此 重复 使 用 导 漂 算 之 规则 就 能 完全 决定 54) 对 此 总 形 忆 作 
用 圭 困 。 

电 蕉 李 洒 数 在 作用 苍 向 量 雹 时 就 是 李 乘 积 ,而且 在 第 4.3 季 ,外 下 
数 渤 算 d 可 用 李 乘 积 以 及 微分 形 在 向 量 场 所 取 的 值 来 加 以 表 过 ,内 此 我 们 
预 罗 所 有 通 些 作用 从 微分 形 上 的 泽 算 Lx ,ii(X) 与 d 彼此 之 问 会 其 有 某 些 
髓 连 ， 送 就 是 : 


定理 4.4.2 避 角 微分 形 上 的 运算 ， 李 半数 可 表 坑 如 下 的 运算 方程 式 : 
x = i(X)d + di(¥). 
篇 高 世上 一 id+di。， 
证 明 由 第 3.6 斯 我 们 已 知 过 r 是 个 于 阶 的 尊 泽 算 ,把 原来 一 个 2 形 
仍 驶 射 太 一 条 Pp 形 。 下面 精 先 证 明 i (XX)d + di(X) 也 是 一 个 基 过 前 : 
DO dd + AXIMO A 7) = i(XNMdd Ar + (~—I)*0A dd?) 


二 QQ(X)0A 入 T 十 (—1)0 Ai(X)T) 
= i(X)}dOAT + (—1)?' dA i(X)r 
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十 《一 JP Adr + (—1)70AiX) dr 
+ di(X)0 Ar+ (1 li(X) A dr 
+ (~—1)? ad8 Ai(X)7 二 (一 112209 A di(X)r 
= (i(X)d + di(X)OAT + OA(iX)d + di(X)r. 


因此 只 需 证 明 对 於 0 形 及 单 形 作用 起 来 Lx 及 i(X)ad + di(X) 具 有 相 
局 的 征 未 ， 央 必 定 他 们 对 任 车 形 作用 的 智 果 也 相同 , 而 必须 相等 。 
号 0 形 而 吕 Lrf=XXf ,但 是 


i((X) Adf + dX = i(XY) df +d0= df(X)= YX 


所 以 了 肌 者 结果 相等 。 
就 蛙 形 df 而 阁 , 我 们 由 LxkY df》= XCY, df》= XX(Yf)，, 坟 久 
可 得 
《<Y,Lxd>=Y (Xf)= (Y, ad(Xf)> 


换言之 已 证 明 Lrdf =a (Xf/)。 
男方 面 立 即 也 有 : 


[OU + dX)] af = i(X) df + di(X) df 
= 0 + dx). 


所 以 过 南 个 运算 对 df 作用 的 结果 也 相同 。 由 於 他 们 都 满足 乘法 规则， 所 
以 他 们 对 gdf 或 任 划 的 单 形 6 作用 的 结果 都 相同 。 运 样 已 性 明 这 两 运算 彼 
此 相等 。 口 ] 


系 对 於 微 分 形 作 用 时 & 与 L; 是 互相 可 交换 的 。 此 即 对 任 疾 p 形 0 都 有 
dLi0=Lzra0 。 


葡 明 ”运用 上 定理 及 Cd = 0 可 得 雨 过 都 等 於 di(X)ab ， 因 此 当然 可 
区 换 。[] 
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把 上 面 定 理 改 写成 如 下 的 形式 : 
(p+ 11) ado,. )= (Lx.0 — d(CXYON...), 


我 们 就 看 出 要 决定 外 导数 运算 4 如 何 作用 锥 户 形 ,我们 只 需 知道 李 亲 数 如 
何 作用 以 及 4a 如何 作用 猴 (pp 一 【) 形 就 可 以 。 换 襄 之 ,如果 我 们 已 释 知 道 
了 李 导 数 的 某 些 任 质 而 想 要 发 展 出 外 导数 & 的 相应 性 质 时 ,我们 可 以 试 著 
就 所 涉及 微分 形 的 次 数 使 用 鼻 狗 法 来 进行 。 


因 题 4.4.1 (a 已 知 Lx 能 狗 跟 收 稿 运 算 互 相交 换 ， 试 如 明 下 列 蒜 人 性质: 
(1) 假设 8 篇 单 形 : (LxO)(Y) = XOY) 一 0[X, Y), 
2) 假设 8 篇 2 形 : (Lx0XY,2Z)= XHUY,2)— HX, Y),2) 一 
0 Y, [X, Z1]). 
(b) ”使 用 公式 (p + ld = Lx0(...) -- d0(X)0)(...) 试 滞 明 第 
4 .3 他 侣 中 的 第 二 式 恰 第 三 式 。 


4.5 Poincaré 引 理 之 洲 
者 处 忌 的 向 量 分 析 中 过 些 熟知 的 结果 : 


(la) 如 果 grad f=0， 则 了 必定 是 个 常数 。 

tb) 如 果 caurl1 和 =0， 则 存在 一 个 画 数 了 满足 X= grady 。 
(CC) 如 果 div X= 0 ，, 则 存在 一 个 向 量 场 了 满足 curl 了 =X。 
(d) 对 於 每 个 范 数 / , 炮 存 在 一 个 向 量 场 X 靖 足 divX= 和 三 。 


上 面 所 葵 的 遭 四 人 条 代 述 都 没有 保 得 很 完全 。 对 从 引 来 薄 我 们 只 需 加 入 
不 梁 性 的 假设 而 要 求 f 镶 C”” 画 数 ， 那 床 过 结果 粮 是 对 。 可 是 对 於 @OC) 
而 阁 音 单 加 入 平滑 性 的 条 件 仍然 无 法 费 衫 其 缺陷 ， 因 人 镶 关 时 /或 对 所 定 闵 
从 其 上 的 定 闵 域 之 拓 模 性质 跟 近 些 千 果 能 否 成 立 具 有 密切 的 央 保 。 可 是 在 
我 们 的 钥 可 中 生 完 全 忽略 了 这些 拓 楼 性 质 之 假设 。 下 面 我 们 要 和 给 出 一 些 兰 
於 @， 旬 及 人 的 反例 来 对 明 要 是 定义 域 的 拓 楼 人 性 里 不 金 好 ， 那 麻吉 些 精 果 
就 不 能 成 立 。 事 实 上 过 些 拓 杰 人 条件 企 g 中 是 要 求 /的 定义 域 需 过 通 集合 ， 
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在 名 中 是 要 求 革 的 定 闵 域 镶 音 连通 的 (simply connected ) ， 此 即 其 中 任 
莫 单 乔 封 明 曲 绿 都 可 以 一 萤 在 此 定 闵 域 中 箱 小 而 成 角 一 点 。 至 锥 在 @) 中 则 要 
求 在 忒 的 定义 域 中 的 每 一 侦 竖 缴 曲 面 必 需 是 定义 域 中 某 一 有 界 妊 城 的 过 办 
或 拉 {boundary ) 。 

本 和 节 主 要 的 目标 就 是 设法 杭 一 匡 扒 广 (@) ,tb ,GO 及 向 的 正厅 的 写法 。 
因此 我 们 把 他 们 全 邵 换 成 佑 作用 於 必 形 之 外 导数 运算 的 性 质 来 考虑 。 至 从 
加 葵 定 义 域 的 拓 楼 条件 我 们 则 考虑 此 定义 域 是 某 一 座 标 系 坏 中 的 座 标 方志 
( coordinate cube ) ， 因 和 坊 过 要 求 能 得 出 所 有 前 面 所 列举 的 各 种 特殊 条件 。 

区 完 先 分 别 就 (8) ,， (b) 及 来 答 出 反例 ， 以 膏 明 拓 模 人 条件 的 重要 人 性 。 不 
过 念 了 方便 起 见 我 们 考虑 相应 其 四 ,由 及 (0 的 有 天 微分 形 的 肢 题 。 


实例 四 在 Ra-{o,bc)1bcesR) 这 两 个 半空 间 之 上 定义 画 数 : 


1 若 x> 0， 
/oy d= {I 闫 x < 0， 


则 了 是 个 平滑 画 数 而 且 df = 0 。 但 是 带 肝 了 基 非 常数 。 吉 是 因 和 储 了 的 定 
义 域 艺 非 过 通 所 洛 成 的 。 
由 在 R -00clcesRl 之 上 我 们 定义 如 下 的 单 形 : 


一 dx 十 xday 
了 一 。 
X2 十 》 


过 时 dr = 0 。 在 局 部 上 + = 4d6 ， 其 中 4 代表 周 柱 面 的 角 环 标 。 可 是 在 束 
个 + 的 定义 域 上 我 们 和 不 可 能 找到 一 个 画 数 了 满足 4f = + 。 因 坑 假 设 过 
事 可 能 ， 则 对 任 悉 曲 入 7， 以 娟 ,和 岛 起 点 ,以 如 坑 纵 点 ， 我 们 都 有 | aqf 
= fp! 一 fpo。 因 此 如 果 7 是 条 封 阴 曲 粮草 [df = 0 。 可 是 我 们 知道 在 目 
前 如 实例 中 如 果 挨 和 储 xy 平面 上 反 时 狂 方 向 的 一 个 单位 图 曲 粮 ， 则 能 证 
明 上 7 一 2mr 。 因 此 看 出 7 不 可 能 表 角 df 。 过 种 反例 之 所 以 可 能 力 是 由 
於 + 的 定义 域 花 非 单 违 通 所 致 。 

C) 碑 上 =G2+ 轨 十 z922 而 在 R 一 10ji 之 上 定义 如 下 的 2 形 : 
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7 = -scdr sd- yadzdr t+ 7 dy ay). 
了 


容易 壮 肝 这 个 2 形 满 是 Qr = 一 0 oo 本 是 在 其 记 义 域 R 一 01} 之 上 小 可 能 在 
在 任何 单 形 “满足 da ~ - 。 央 外 根 据 Stokes 定理 ,对 从 任意 的 单 形 a ， 
我 全 条 有 jd 如 =0， 其 中 3 代表 以 原点 品 中 心 的 单位 球面 而 且 外 向 的 
法 糙 久 其 符号 。 林 是 另 方 面 党 我 们 把 * 局 限 扒 S 时 ,这个 r 就 是 S* 上 
的 而 积 元 素 ， 因 此 有 : j;: += 47 = S* 之 面积 。 所 以 有 过 个 反例 的 原因 
在 人 S: 是 侦 聚 币 的 曲面 ， 可 是 它 全 不 是 + 之 定义 域 中 的 某 个 有 界 领域 之 
滥 界 。 健 管 过 时 的 定义 域 是 单 违 通 的 。 


我 们 在 后 面 第 八 节 与 第 九 节 会 正式 使 用 微分 形 来 答 出 粮 积 分 及 曲面 积 
分 的 定 芒 兹 狼 述 S tokes 定理 。 过 名 我 们 提前 使 用 过 些 资料 以 证 实 过 些 反 
网 的 存在 。 如 果 表 需 通 常 向 量 分 析 中 的 写法 ， 则 在 四 及 外 中 可 以 分 别 改 寓 
成 

= 2 (一 正二 汉 : 在 


忆 到 
上 ”一 上 由 rr . do.) 


如 果 思 形 7 满足 dr = 0 ， 央 贫 z 是 封 阴 的 。 当 2 二 0 而 且 如 果 存 在 
一 锁 (P 一 1) 形 9 满足 49 = ，, 央 襄 7 是 恰当 的 ( exact ) 。 至於 一 个 0 
形 车 其 仿 凋 数 . 则 也 谨 是 恰当 的 。 如 果 在 ?+ 的 定 闵 域 中 的 每 点 mw 她 存在 一 
人 馏 卷 城 UV ， 使 得 * 局 限 到 UW 上 时 的 rio 宁 久 恰当 的 , 则 识 7 是 个 局 部 恰当 
的 (iocally exact ) 微分 形 。 疆 然 妇 果 = 坊 恰 党 , 则 必定 亦 入 局 部 愉 党 。 
从 运算 4 之 公 屋 (3 所 提 到 的 Poincare 引 理 就 指明 一 个 局 部 恰当 的 微分 形 必 
定 具有 封 阴 人 性。 事实 上 上 ,如果 rv = dl 有 姑 drlv = dr = dg =0。 
出 苓 避 件 礁 对 每 点 区 之 某 郑 域 i 都 成 立 ,因此 dr = 0 。 运 咒 我 们 想来 语 
明 Puincare 引 理 的 一 个 局 部 逆 定 理 ， 


4.5 Poincark 引 青 之 闻 “27， 


定 到 4.5.1 乱 六 + 是 个 对 月 的 p 形 ，p= 1,，…… ,4 ， 则 对 多 > 之 定 孝 
起 中 的 每 个 亡 霹 速 标 着 域 C= fm i a < xim 上 而 刘 ， 粮 是 下 六 刀 上 
一 个 人 -1) 开 9 本 足 d8 = -io 。 至 蕉 U 上 的 一 个 封 别 的 0 形 一 定 在 如 
上 篇 常数 。 囚 此， 每 个 封 末 的 pp 形 痢 是 局 部 恰当 的 。 


线 明 对 从 0 形 + ,条 件 dr =0 的 秋思 就 是 在 乙 囊 全 部 的 9,r =0， 
1 = 1 ,4 。 因 此 沿 车 UV 中 随便 一作 平 滑 曲 粮 * 炉 是 个 常数 。 但 是 已 
是 连通 的 ， 因 此 在 整个 UU 上 角 常 数 。 

我 们 不 妨 禽 设 在 座 标 映射 (x ，…… ,x") 之 下 ,R" 中 的 原点 对 应 到 
U 中 之 甘 巾 ,因此 假 肌 4<0<Pi=l.. dd 

镶 了 完成 定理 之 柱 明 ,我们 扒 琅 来 构造 出 定义 於 ( 以上 之 ) 微分 形 上 
并 的 外 洲 数 4 之 代数 同 偷 映射 ( algebraic homotopy ) 日 。 此 即 对 所 有 的 
P=0,1, ;4 ,如 把 一 个 形 映 射 成 一 个 (p-- 1) 形 ,而 能 满足 如 
下 人 条件 : 

Hdr + dHr = 7: 


换言之 ,Had+ ad8 是 个 作用 基 微 分 形 上 的 便 等 喘 射 。 只 要 得 到 了 进 榜 的 
一 侦 局 偷 瑞 射 忌 ， 则 立 却 可 以 找到 所 锯 用 的 $ 。 因 钥 由 休 件 dr = 0 我 们 
立 中 得 到 dHr = rt ,内 此 只 害 潜 最 8 = 上 + 就 能 满足 d2 = rr 。 

对 认 其 形状 人 怖 : as =f(x xd dx (其 中 让 < < 
) 的 微分 形 我 们 定 闵 已 筷 : 


和 
He = {| f0, 0 anal we) dir} dx due 
be 


如 果 a 是 个 0 形 ， 则 定 闵 Ha =0 。 然 全 表 藉 弛 人 性 来 迭 广 右 的 定 闵 到 任何 
微分 形 之 上 , 在 遂 定义 之 下 超星 一 些 计 算 能 隆 明 da + de w= a 。 人 在 过 
些 针 算 遇 程 中 大 楚 只 需 注 总 下 列 模 件 事 : 第 一 ， 求 外 导 笋 会 章 涉 到 对 一代 
被 积分 量 中 所 合 的 参数 求 其 人 塌 半数 。 根 据 高 等 徽 履 分 中 典型 的 定理 ,我们 
可 以 把 求 偏 澡 数 之 订 算 测 到 积分 符 屿 之 内 来 进行 。 第 二 ,我们 有 下 列 等 式 
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x Bf(0, ,0 xh, xitl, .xe) = $f(0,...,0, x, tl, xd) 


以 及 : 


tx 8.f(0,..., 0, 1x, x+ .Ad + /0,..., 0, txt, x+) 
本 4 [tf(0,..., 0, 1x', x'+1,..., xX°)] 


其 中 并 设 有 就 工友 和 。 至 铃 计算 的 组 季 就 留 做 习题 了 。 口 


实例 过 儿 实 际 来 示范 上面 的 bd 之 结果 如 何 透 过 忌 的 操作 来 取得 。 
(bb 假设 =fdx 二 gdy++hdz,dr 二 0 而 且 7r 是 定义 在 一 个 尺 的 
方块 扬 域 之 上 。 由 dr = 0 之 条 件 可 得 偏 尊 数 问 如 下 的 等 式 : 


A 一 gx J2 一 大 <， DReg. 一 h,, 


上 则 8 =Hr 是 个 0 形 , 由 下 式 所 给 定 : 
1 1 1 
O(x,y,2) = x| fltx,y, zdt+y | g(0, ty, 2) dt + 2 | h(0, 0, 1z) di. 
0 0 0 


因此 到 过 计算 可 得 : 


46 = (f [fix, 》, z) 十 Xtf (ix， ), z)] dr) dx 
+ ( | [Defy (tx, y, 2) + g(0, 1y, z) + yrg8y(0, 1y, 2)] 4) dy 
十 ( 「 [xf.C1x, y, 2) + yg8a(0, 1y, z) + h(O, 0, 12) + zth.(0, 0, 1zj] dj dz 
0 
= ([ Wt jd) a + (ee (t z) + (0, 1 a)d 
0 dt 二 x 0 Sx\iX, y, at BY, 1y, , jd 


+ (小 Pops(tx y, 2) + ph,(0, 1y, 2) + 4 (hl0, 0, !z))] dt) dz 
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一 (f(x, ys z) 0) dx 十 ([g(x, y, z) 一 8(0， )， z)] 十 [g(0, 》， z) 一 0]) dy 
十 (Ih(x, y, 2) h(0, J), z)] 十 [hk(O, 小 z) 和 A(0， 0， 2)] 于 [A(0, 0， 2) 一 0]) dz 


(Cj 人 如 果 + 二 fdxay 二 gdxdz 十 hdydz，, 盎 条 件 4r = 0 知 击 
ff: 一 处 十 hh =0, 历 此 就 9= 玖 rz 我 们 可 高 成 : 


0 = (Ff flix, y, z) dr)x dy 十 (Ff g(tx, y, 2) dt)x dz 十 (Ff A(0, ty, 2) dt)y dz. 


使 用 类 似 的 技巧 能 验证 49 = + ， 因此 就 不 再 腾 泛 了 。 
(dd) 人 各 过 + 二 fdxdydz 而 上 肥 : 


了 
0 = ( f(tx, y, 2) dr )x dy dz, 
0 
唱 旺 然 CO = 


主 : 介 上面 所 提 和 到 的 方块 座 标 郑 域 中 a! 及 5' 有 时 可 版 镶 一 o 及 
+ % 。 特 别 有 有 时 可 考虑 整个 R“ 篇 此 座 标 像 域 。 

tb 除非 c 是 个 单 形 ,否则 的 话 潇 足 人 条 件 49 = + 之 解 9 显然 冰 非 唯 
一 。 事 实 上 假设 a 角 随 便 一 个 (p-2) 形 , 划 : 


d(8 + da) = 4d0 + dx = 7. 


此 外 适 儿 所 提 到 的 各 种 同 偷 映射 邵东 不 见得 有 什么 特别 之 处 。 事 实 上 过 个 
忌 的 定义 逮 跟 座 标 之 排列 秩序 有 需 。 关 人 於 过 种 同 偷 映射 更 一 般 人 性 的 构造 法 
可 以 参考 H .Flanders 所 高 的 Differential Forms ,Academic Press ， 
1963 过 本 说 。 

QQ ”部 面 男 外 也 已 提 及 镶 了 保证 一 个 封 阴 的 p 形 炉 能 锡 也 是 恰当 的 ， 
那 凰 就 得 对 此 bp 形 的 定义 域 加 入 某 些 要 求 。 而 症 些 要 求 是 随 著 上 2 而 缀 化 的 
。 例 如 当 饭 坑 0 时 只 要 求 定义 域 局 连通 就 可 ， 可 是 若 卢 = 1 慰 你 件 是 带 强 
的 单 速 通 住 。 至 从 p = 2 了 时, 更 需要 求 任何 此 定义 域 中 的 球形 曲面 能 钢 在 
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定义 域 中 被 收缩 成 一 点 等 等 。 在 一 般 的 情形 ，de Rham 证 明 一 个 定理 指 
出 一 候 流 形 上 大 域 定义 的 ， 又 是 互相 独立 的 封闭 而 且 非 恰 营 户 形 的 个 数 正 
好 等 於 此 流 形 的 第 广 个 Betti 数 巨 。。 运 儿 的 Betti 考 就 是 我 们 在 第 3.10 
季 讨 论 摩 斯 理论 时 就 已 遭 过 过 的 那些 拓 杰 不 变量 。 由 这 定理 , 合 B= B,， 
我 们 可 以 在 流 形 上 找 出 8 个 封 末 的 PP 形 7,，,…… ,za 满 电 如 下 出 个 人 条件 : 

(1) 常 傈 数 2 ' 的 线性 组 合生 ar: 若 储 恰当 则 必定 所 有 的 4 此 和 镶 需 。 

(2) 对 於 任何 封闭 的 如 形 * ， 一定 存在 一 些 常数 a ' 使 得 (rt 一 a'r,) 
是 个 恰当 的 志 形 。 

例如 RR 一 {0} 的 第 一 个 Betti 数 储 已 ,= 1， 而 过 时 的 封闭 盟 形 (x dy 
一 ydx)/r? = ri 就 是 唯一 的 独立 单 形 。 事实 上 ,假设 r+ 是 任何 其 他 在 R? 一 
(01 之 上 的 封闭 单 形 ,而 到 c = (27)-! jy , 旧 r 一 cr, 是 个 恰当 的 微 
分 形 ,其 中 S ”当然 代表 反 时 独 方 向 的 单位 友 。 事 实 上 由 ce 的 愤 用 显然 有 
jar 一 cr = 0 ,因此 根据 Green 定理 , 对 蕉 每 条 封闭 曲线 7 也 都 有 
一 cr! = 0。 而 知 各 积分 1(r 一 cr,) 与 路 径 无 天 ,因此 一 个 不 定 积分 就 有 
芒 义 而 葵 出 一 个 0 形 卫 满足 dj =r cr,。 

这 狗 关於 de Rham 的 过 个 定理 我 们 其 实 两 方向 都 可 以 应 用 。 如 果 我 
们 已 烃 从 别 的 来 源 知 道 了 所 考虑 流 形 上 Betti 数 的 资料 ， 则 我 们 就 可 以 申 
述 此 流 形 上 存在 站 麻 多 个 独立 的 封冻 微分 形 。 反 过 来 ， 假 如 我 们 已 烃 在 流 
形 上 找到 了 克 侦 独立 的 封闭 微分 形 ， 那 麻 我 们 就 知道 Betti 数 至 少 谭 大 於 
过 数目 。 


实例 取 A 计 角 环 面 , 而今 及 9 分 别 代表 沿 著 环 面 璀 个 方向 的 转动 角度 。 
过时 2 及 9 都 只 定义 到 2x 的 倍数 。 但 是 无 论 9 及 9 怎 麻 肥 ， 所 得 的 7 ,= 
4d0 及 r+,= 49 都 是 一 样 。 因 此 过 两 个 埋 形 都 是 在 整个 WM 上 有 定义 的 ,而 不 
像 2 与 ?无 法 定义 於 整 个 凡 之 上 。 现 在 运 责 个 r, 及 *:, 和 此 希 局 各 恰当 ， 央 
此 他 们 都 具 封 阴性 。r ,与 +, 治 堵 曲线 上 的 往 分 就 测量 出 2 与 2 沿 著 此 曲 
午 的 平滑 的 变化 量 。 由於 任 何 怡 党 微分 形 沿 车 一 条 封 阴 曲 续 的 积分 肯定 饥 
雳 ， 毁 此 委 是 ar + 4a,7r，, 角 恰当 的 话 ， 那 床 就 得 到 : 

fy airi + aasra = 2ral = 0, 

j di71 十 Ga7ya = 2mda = 0, 
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Yi 


中 了 4 


其 中 7Y, 及 7, 人 惊 上 面 芭 14 中 代表 更 面 之 正方 形 被 认同 的 两 租 对 滥 。 可 见 
tr ,及 7 ,互相 独立 无关 而 知 脸 之 Betti 数 已 ,至 少 必 须 等 於 2 。 另 外 使 用 
一 便 只 具有 两 个 遂 昧 的 合适 摩 斯 郊 数 我 们 也 能 全 明 在 一面 上 8, 三 2 ， 因 
此 决定 各 时 马 ,= 2 ,而 知性 上 已 私 没 有 其 他 独立 的 封 阴 单 形 了 。 


害 题 4.5.1 就 求 向 量 场 卫 满 足 curl 天 = 六 十 相 [十 性 . 


普 题 4.5.2 请 把 定理 4.5.1 中 所 述 在 p = 2 时 存在 局 部 解 之 偏 微 分 方程 
式 以 座 标 的 形式 锅 出 来 。 试 闭 这 肝 约 可 积分 人 条件 镶 何 。 


性 题 4.5.3 在 尺 *- {10 } 中 试 找 出 一 个 径 向 对 稀 的 (radially symme- 
tric )(d 一 1) 形 具有 封 了 缘 性 可 是 件 不 是 恰当 的 。 使 用 这 微分 形 试 推广 实 
例 阳 及 (到 高 类 的 空间 。 


4-6 方 体 链 


通常 我 们 考 上 处 在 其 上 对 p 形 加 以 积分 的 东西 是 要 比 p 和 炊具 号 的 子 流 形 
更 一 般 的 。 因 和 需 我 们 是 在 具 号 的 平滑 肩 方 志 (六 -cubes ) 以 及 他 们 的 形式 
和 ( formal sam) ,就 是 所 性 方 体 纯 ( chain) 之 上 进行 积分 。 另 方面 出 现 
苓 一 个 赔 用 奖 题 中 的 积分 颌 域 通 常 也 六 非 直接 就 给 仿 方 体 链 ,因此 角 了 将 
此 积分 理论 叭 用 淮 来 ， 就 需 熟 生 如 何 将 一 个 积分 镭 域 参数 化 而 将 其 表 过 成 
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方 苯 链 的 技巧 。 话 又 襄 回来 ,在 数学 的 应 用 中 我 们 很 少 特别 对 某 余 域 进行 
参数 化 ， 我 们 御 喜 欢 指 明 对 蕉 相当 广泛 的 一 类 僻 域 ， 我 们 都 有 方法 将 其 参 
数 化 ， 因 此 底 然 所 处理 的 领域 是 可 参数 化 的 ,所 以 我 们 就 可 以 有 一 租 参 数 
来 将 其 表 过 成 方 体 链 ,而 得 以 把 积分 理论 运用 上 来 。 
在 RR”( 罗 >> 0 ) 中 的 一 个 方块 U 就 是 在 卡 氏 座 标 中 如 下 的 封 了 朋 方 块 
形 郑 域 : 
U= {Wu,...,w) bh < <bit+e,i= 1,...,p), 


其 中 54 及 c' 此 需 输 定 的 一 些 常数 , 而 c >.0,i = 1 ...,R.。 过 儿 我 们 都 
假 届 进 些 常数 含有 限 的 ,因此 尽 需 封闭 有 界 ， 因 此 自然 是 个 纶 极 集 合 。 

在 流 形 必 中 的 一 个 C” 方块 a 的 管 思 就 是 一 个 在 滑 映射 < :过 一 ， 
其 中 U0 是 个 R* 中 的 8 方块 。 这 儿 < 在 于 集合 w 上 的 平滑 性 匡 指 a 可 以 猎 
。 拓 成 一 个 定 闵 伶 包含 0 之 开 集 合 U + 之 上 的 C” 喘 射 。 

如 果 « 是 个 Pp 方块 而 是 R* 上 的 一 侦 符 号 , 我们 就 把 ( a, 。% ) 称 入 
一 候 具 号 的 方块 。 按 照 附 钱 三 C 所 答 的 定 闵 ，。 可 窜 镶 R? 中 的 一 个 图 
云集 ,其 中 任何 雨 倡 加 表 之 间 的 页 氏 方 障 行 列 式 值 此 角 正 数 。 可 是 在 本 草 


的 用 法 我 们 御 以 名 形 来 表 汗 过 符号 w 坟 信 方便 : 假设 座 标 x! ，…… ,zx 与 
7 ，…… ,y” 之 间 的 页 氏 行 列 式 角 J = det (3x'/6y/)， 央 由 定理 2.19.2 我 
们 知道 : 


dx . -dx? = J dyY:. .dyr 


因此 只 要 计 际 比较 座 标 体积 元 素 lx: …… dx? 及 dy! …… dy? 我 们 就 可 以 
立即 腹 六 是否 道 些 座 标 都 具有 相同 的 符号 。 钙 然 在 R? 的 两 个 大 域 的 座 标 
对 巧 w，…… az 及 一 zi2,...,i 之 中 必定 有 一 个 其 符号 奥 w 的 符号 相 
网， 因此 我 们 不 妨 和 将。 迟 同 坑 下 面 过 两 个 体积 元 素 当 中 的 某 一 个 : 


Cl -du? 或 者 d( 一 U1) Ga2. .dp = 一 到 1. dp. 


和 如果 一 w 代表 与 w 相 反 的 符号 ， 则 导 (c, -oj) 是 (ss，oe) 的 负 号 方块 。 
镶 了 使 上 面 定义 过 到 完全 ， 我 们 也 定义 当 p= 0 时 中 一 个 0 方块 就 是 型 
中 的 一 点 m。 至 於 一 个 具 驴 的 等 方志 就 是 故 中 之 一 点 闫 再 配 上 正 一 或 负 一 
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, 此 即 (m,+1) 或 (m, 一 1)。 注 间 意 两 个 具 屿 零 方块 一 者 角 另 一 之 负 屿 
方 境 。 z 

假 识 U 就 是 前 面 定 闵 中 双方 块 a 之 定 闵 域 ， 草 定 闵 (p 一 1) 方块 : 
ca 一 1,...,p,e = 0,1, 


as(bL PN) = vl, 0, bt + sct, vt,..., -1), 


久 a 的 (Pp 一 1) 耐 ( face ) 。 其 中 楼 数 准 j=1,...,i 一 1 时 Wgsvsg 
jj +cf ,而 於 j =...p-1 肝 H+1<y gbri+ etl ,因此 a 具有 
2 访 个 过 种 ( 户 - 工 ) 面 。 至 於 a 的 其 他 人 面 , 大 = 0，1 ，…… ， 上 一 2 等 等 


则 分 别 逐 次 定义 角 a 之 (大 + 1) 面 的 大 面 。 我 们 可 简单 用 caoetaea te 来 
加 以 表示 9 其 中 h = p— 天 赴 高 法 算是 三 有 写法 (:- ‘(oe hh 384 je 之 
简 高 。 特别 a 的 需 面 也 姥 做 顶点 ,他 们 是 点 ' 


a(b! + ec!, -.. .BF 十 spCP)， 


因此 一 共有 2 ”个 顶点 。 

假设 (<*，。) 是 个 具 号 的 P 方块， 则 我 们 可 以 对 a 的 (Pp 一 1) 面 a 
加 得 一 个 符号 we 。 由 基 我 们 希 肇 (一 wj = 一 (wwe) ， 因 此 我 们 就 把 间伐 
件 当做 定义 的 一 部 分 耐 单 只 注 匡 w = dd 。 通 时 了 了 


we = (2e ~ IMA) -1 doi. -dor -1. 


在 UV 上 满足 w'=b'+ ec' 的 (p 一 1) 面 之 上 , 座 标 (2 一 1)w' 的 
座 标 向 量 是 从 忌 的 内 面 指向 外 方 。 如 果 在 关 个 (2e 一 1 )u' 之 后 跟 入 另外 
(8 一 1) 个 座 标 (2e 一 以 一 D 2 史 . .zz 1 ， 划 所 得 到 的 座 标 系 雹 与 
同 符号 ， 因 角 道 时 (- 1 ): 正好 抵消 掉 w' 换 位 所 产生 的 融化 。 因 此 对 - 
於 V 之 赵 界 面 之 符号 的 愤 择 ， 我 们 是 探 用 通常 所 疆 外 指法 向 量 (outward 
pointing normal ) 的 惯用 法 ,和 如 图 15 所 示 。 

过 时 一 个 具 屿 的 1 方块 ( ,du' ) 的 零 面 分 别 定 闵 角 (a ( 5") ,一 1 ) 
坟 及 (a(b! + cy), +1). 

可 是 对 於 具 号 p 方块 的 (2 一 2) 面 ， 我 伯 企 无 法 和 输出 完全 一 致 的 符 对 
。 事 实 上 我 们 有 如 下 的 : 


最 15 


定理 4.86.1 假 训 z 是 侦 上 了 方 境 (p>>1) ,，w 是 a 的 一 个 符 呈 ,而 1 之 
<j<Zp。 居 (pp 一 2) 面 cd-bne 四 ore 其 实 角 a 的 同一 个 (六 一 2) 面 。 
可 是 了 由 w 租 过 wz 与 wx 所 和 栓 的 符号 御 正 好 彼此 相反 。 此 好 : wo-ix 


= yes-: 


旋 明 夺 然 osu-ve 及 cn 都 是 从 we 藉 著 限制 & 及 ww’ 分别 篇 b'+ 
dc" 及 5b’'+ ec ' ,在 剩 下 来 的 座 樟 中 指定 答 第 一 个 座 标 的 符号 分 别 岛 : 
(28 一 1X 一 和 2 一 区 一 U 以 及 人 ee 一 1 一 77125 一 2( 一 1 。 但 是 
退 符 号 在 = dx” ……du? 竺 就 决定 了 站 (一 2) 面 上 的 符号 %4w0-ve 及 
wis 。 注 热 伍 们 正 相 差 一 个 负 屿 ， 可见 他 们 彼此 符 贱 相反 。 口 


售 :< “与 6 仿效 上 的 南 侦 方块。 役 坟 及 『 了 分别 筷 他 们 的 定义 域 。 假 
设 在 包 合 着 些 定义 域 的 开 和 集合 之 们 存在 一 个 可 微 问 胚 映射 把 0 的 每 一 个 
面 (大 一 8 ，1: :  ) 映 射 到 六 的 一 个 上 面 之 上 , 而 且 使 下 园 可 交换 : 


V+ 


此 即使 得 8。v = a, 则 说 a 与 8 这 雨 个 p 方 块 互相 等 价 。 显然 两 个 互相 等 
价 的 bp 方块 会 在 履 中 具有 相同 的 像 域 。 若 定 一 个 p 方 赴 6 ,我们 若 取 y 马 
R? 中 的 一 个 平移 ， 或 者 以 非 需 常 数 乘 各 座 标 ， 或 者 对 座 标 加 以 重新 排列 
,或 者 上 面 泛 些 的 组 合 , 而 取 a = po , 则 = 与 6 互相 等 价 。 
假设 透 电 ”十 个 绢 方块 互相 等 价 而 w 是 2 的 一 徊 符号 ， 则 度 然 9 是 

R* 上 的 一 个 座 标 映 射 , 因此 其 符号 或 与 (w' ，…… , wx”) 相合 或 与 ( 一 x’ 
,MY ,az ) 相合 。 在 前 者 我 们 就 定义 (“,w ) 女 (8,。w ) 相等 价 ， 
而 在 后 者 我 们 定义 (a ,ww ) 与 (6 , -w) 相等 价 。 能 斑 明 过 样 的 定义 硅 实 
答 出 等 价 关 祭 。 


定理 4.6.2 假设 (a,e) 和 与 (6, 5w), 6 = +1 互 相等 价 , 则 (a,w) 之 具 
号 的 (pp 一 1 ) 面 按 秩 序 会 与 ( 6 , 6% ) 之 具 号 的 (PP 一 1) 面 互相 等 价 。 


价 衣 C, 是 一 些 具 号 的 方块 而 7; 是 些 实数 ， 则 一 侦 有 限 项 的 形式 和 
之 r Ci 就 称 镶 一 个 Dp 链 。 一 个 户 链 过 >:C， 等 伟 撩 另 般 六 和 链 之 s , 九 ,的 定义 
是 : 就 每 一 侦 具 号 的 方块 (a,w) 而 言 ,我 们 都 有 : 


> {ri | C, 等 价 众 (&, wj 
一 {ri | Ci 等 价 认 (a, 一 四 
= > fsy | DD; 等 价 丛 (x, w)} 
一 {sj | DD) 等 价 从 (c, 一 w)}. 


男 外 我 们 又 襄 一 偶 上 2p 链 和 tiE, 是 不 可 化 秋 的 (irreducibie ) ,如 果 
就 其 中 任何 两 项 已 ,与 已 ,来 考虑 ，E, 殷 不 会 跟 E, 或 一 上 ,等 价 。 因 此 任 
何 纠 链 都 可 以 注 党 加 以 化 简 而 莉 其 等 从 人 锥 某 个 不 可 化 简 的 户 链 ， 对 於 任 巧 
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p ,我 们 容许 考虑 空 和 ,就 是 连 一 项 也 没有 的 情形 , 而 称 之 篇 第 链 或 办 
链 , 以 0 记 之 。 容 易 在 雨 个 链 之 问 引 入 加 法 以 及 实 集 数 乘法 的 运算 。 进 些 
运算 奥 等 价 因 你 是 彼此 相 锅 的 (compatible ) 。 

如 果 p = 0 ,我 们 就 把 零 方块 的 符号 跟 保 数 合 在 一 境 而 直接 把 零 链 帘 
成 一 些 点 乘 以 一 些 保 数 的 和 : Zr ms。 对 从 每 个 记 我 们 容易 验 梧 所 有 的 记 
链 合 在 一 起 构成 一 个 实 傈 数 的 向 量 空间 。 

假设 方块 « 的 定义 域 坊 U0, 以 0' 代表 UV 之 内 点 的 集合 。 如 果 as 在 x 
EU' 入 非 奇 县 ,那么 就 定义 x 是 a 的 一 个 正则 上 巾 。 现 在 以 UV" 来 代表 a 的 
所 有 正则 点 的 集合 

思 链 的 下 六 可 以 从 竺 其 志 久 p 款 具 叶子 流 形 衣 中 的 某 一 一 区 域 来 看 出 。 


道 儿 只 来 考虑 不 可 化 简 的 p 粤 ，, 而且 其 保 数 此 篇 :=1 。 假设 (a ,wm) 是 
个 具 屿 的 p 方块 ,而 S 是 子 流 形 信 中 属於 a 的 像 域 S = al ,假设 a 在 
U" 上 角 铸 射 ， 而且 如 果 a， 在 x 点 饥 非 奇 暴 ， 则 车 2， ，…… ,2 局 Ra 中 


一 组 与 。 同 符号 的 基 ， 则 sp .. ., aspp 就 是 Na- 中 一 组 与 入 之 符号 相同 的 
基 。 当 所 有 站 些 杀 件 都 满足 ,我们 就 说 方块 答 出 S 的 一 种 参数 化 。 如 果 
某 个 户 方块 始 出 S 的 参数 化 , 则 任何 等 价 的 方块 照样 答 出 S 的 参数 化 。 

现在 我 们 识 一 个 不 可 化 简 的 p 链 (a, ， ws ) 给 出 人 中 某 区 域 S 的 一 种 
参数 化 . 如 果 下 列 休 件 满足 : 


(a) 每 个 (a,,o, ) 答 予 N 中 基 区 域 S, 的 参数 化 。 

tb 5S 角 所 有 通 些 S, 的 联 集 。 

”对 愉 每 相 i 关 了， 必定 “tt 与 “yt 没有 任何 交点 ,过 儿 避 ， 就 是 
a 的 定 闵 域 。 


注 营 在 道 儿 的 定义 中 我 们 站 没有 要 求 半 些 p 方块 在 他 们 的 (fp 一 1) 面 
之 章 要 满足 什么 互相 能 匹配 的 条 件 。 当 以 后 考 砷 具有 边界 的 流 形 ( 参考 定 
理 4.6.6 ) ， 我 们 会 适当 的 加 入 一 些 合理 的 在 过 界 互相 匹配 的 正则 人 性 条 件 
。 但 是 在 目前 我 们 暂时 不 管 。 

如 果 跟 一 念 可 化 简 zp 链 相等 价 的 不 可 化 简 p 链 能 钢 对 S 葵 予 一 种 参数 
化 , 虽 也 襄 道 个 可 化 简 的 p 链 也 对 S 给予 参数 化 。 当 然 任 乱 其 他 不 可 化 简 
”的 户 钾 和 匈 申 权 抢 S 一 种 参数 化 。 
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实例 ‘a 常数 映射 a:U 一 屠 槐 是 一 个 户 方块 。 吉 时 由 於 对 任何 名 > 0 
都 有 c( .2) 二 (一 Ww ..., WU?) 因此 (ao) 煽 是 与 其 负 号 方块 (ea ， 
一 ws ) 相等 。 

(b) 三 角形 ,金字塔 形 ( tetrahedran ) 以 及 高 厅 的 户 单 体 (A- sim- 
plex ) 都 可 以 使 用 户 方 顽 来 如 以 参数 化 。 例 如 ,以 (0，…… ，0) 及 单位 
点 (1, 0, . . ., 0)，(0, 1, 0,..., 0)，...，(0,...,0, 1) 和 角 贰 点 的 pp 单 体 可 以 看 
如 下 面 所 定义 的 过 个 ”中 的 Pp 方块 a 的 像 域 。 取 VU:0<w' 达 1 而 


ow 1) = (efl 一 由] — al — 2),..., 
ur[l — ui]{l ~ uw2]: . -[! — wu -1)). 


所 有 < 之 定义 域 中 的 内 点 苦 需 正则 点 。 由 於 同样 过 定义 式 可 以 廷 拓 兹 滴 用 
於 包含 U 的 并 集合 之 上 ( 事实 上 可 以 定 闵 於 整个 RR?)， 央 此 显然 a 是 平滑 
的 方块 。 

由 到 个 实例 ， 再 加 上 我 们 也 知道 任何 户 方 二 都 可 以 被 分 解 成 一 些 户 户 
通 ， 我们 可 以 看 出 把 我 们 的 积分 理论 建立 礁 2 方 境 上 跟 建 立 侠 pb 香 体 上 其 
实 六 没有 什么 基本 上 的 差别 。 

ki 考虑 极 座 标 上 映射 c(r, 由 = (r cos 9,r sin 8) 。 这 个 映射 就 使 用 一 个 
定 闵 放 0<r<1,0<8<2r 之 上 的 2 方块 来 给 出 封 阴 单位 辜 锰 的 一 个 


Wl 


- 


届 16 
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从 张 化 ,如 滴 16 记 示 。 表 时 所 有 的 内 点 每 需 正 则 可 ， 而 四 个 面 分 别 粕 罗 : 
dog = (0 vs 90,0 sin 0) = (0, 人, 因此 ai 是 倘 常 数 1 方块 。 
oi = (cos 2 sin 四,， 央 此 = 答 出 单位 网 的 参数 化 。 
czor 二 cr 二 (7,0), 因此 au 办 ac， 彼此 等 俐 ,他 们 都 给 出 x 吉 
上 单位 缚 段 的 参数 化 。 可 是 应 注 古 的 是 不 管 使 用 “的 那 一 个 符号 w ,所 得 
到 的 有 具 驴 面 (cao, wzo) 及 (ca wo) 彼此 的 符号 正好 相反 。 
dj 接 下 来 我 们 把 实例 @) 推 广 成 玉 " 中 以 单位 球面 3 俘 其 边界 之 单 
位 款 如 何 透 过 一 个 方块 来 加 以 参数 化 。 有 取 : 
car, 01,..., O51) = (7 Cos 1,r sin 0) cos 9,, r sin 0, sin 0 cos 0,,..., 
rsin 0 st .SiN 0,.2 0s 8, _1, 7 Sin 6;.. .sin 8,.;), 


其 中 0<r<1l0<z6b<z7 若 i=1,...,p 一 2, 而 0<0.),<27 
。 间 时 的 a 面 上 ?+ 抱 等 於 1 ,而 成 含 R? 中 (2 一 1) 灯 子 流 形 3” ”的 一 
种 参数 化 。 至 从 a 曾 之 上 r=0 ,所 以 根本 整个 面 只 贸 一 点 而 久 常 数 。 
就 2 二 i<(P~1) 有 时 面 ave 就 9， ，…… ,0 5- ， 而 于是 个 常数 , 因此 如 
果 葵 予 一 个 符号 ， 则 他 们 刁 其 委 号 者 相等 价 。 最 后 在 而 ar。 与 ar， 之 上 
09。- , 分别 等 从 0 四 2r ,因此 他 们 镶 同 一 个 面 。 可 是 对 於 a 的 任 一 符号 
来 著 ，wyc 与 or 正好 符号 相反 。 


如题 4.6.1 就 金字 培 形 之 窗 数 化 来 革 ,在 实例 他 於 户 坑 3 时 ，,， 试 证 明 每 
一 假 2 面 或 者 入 一 倘 三 角形 的 参数 化 或 者 党 和 给予 符号 时 会 外 其 鱼 号 者 等 价 
。 此 外 , 过 金字 塔 形 的 每 一 个 三 多 形 面 都 仅 由 x 的 单 猎 一 个 2 面 来 加 以 斧 
数 化 ， 


一 个 上 共 号 的 方块 (a ,ww ) 之 兆 界 就 是 由 所 有 其 具 号 的 (2 一 1) 耐 取 
和 和 所 得 的 {Pp 一 1) 链 :Zs ,pcs01(lie Wi) ， 而 以 5 (aow)j 刘 之 。 至 
蕉 一 傅 户 征 之 边界 则 定义 坊 各 租 成 绢 方志 之 边界 以 原 傈 数 记 租 成 的 (42 一 ! 
) 链 : 937C, = Zr 9C。 办 此 我 个 可 以 将 兆 界 9 的 作用 看 成 病 从 户 链 的 
向 量 空间 到 ( bp 一 1) 链 的 向 量 空间 的 一 个 粽 人 性 运算 ， 就 称 局 址 不 还 并 ( 
boeundary orerator ) 。 让 运算 是 与 等 食 员 应 相 谐 的 ， 此 外 : 如 果 妨 穗 ( 
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更 户 链 也 等 仅 ， 则 必定 ?5C 也 会 中 7 已 等 从 。 
定理 4.6.3 对 於 任何 -个 p >>1 的 bp 链 C 而 骨 , 我 们 都 有 : 08C = 0 。 


谢 明 如 果 单 只 考虑 -- 个 具 号 的 方块 (a ,w))，, 央 由 定理 4.6.1 六 
即 可 得 390 (a ,w )= 0 ,内 饥 这 些 (p 一 2) 面 彼 此 成 对 的 互相 抵消 。 由 此 
我 们 对 从 随便 一 个 2p 键 就 有 : 


86C = 80 > nC = 2 ne00, = 7 20 = 0. 0 


如 果 (a ,ww ) 是 个 1 方块 , 则 其 跟 界 由 黎 点 减 去 起 点 所 和 组 成 。 央 此 
9(a,w) 之 佚 数 和 镶 才 。 一般 情形 假设 C= 之 rim: 是 个 0 鳃 ， 则 定义 其 
指数 1C = 有 Zr = ZX 镶 全 部 的 保 数 和 。 因 此 对 於 任何 1 链 D 来 落 ， 
委 有 3D= 0 这 人 性质 之 逆 不 见得 成 立 。 我 们 舌 要 加 入 得 当 的 拓 措 亿 件 才 
能 保证 其 逆 售 中 。 提 就 纵 我 们 看 出 方 钵 链 之 代数 与 拓 杰 之 剖 所 上 共有 的 一 些 
关 任 了。 而 有 : 


定理 4.6.4 流 形 村 镶 连 通 的 充 要 休 件 是 如上 的 每 一 个 专 链 C 若 满足 1C 
= 0 ， 日 必定 天 在 一 个 链 忆 氏 足 dD=C 0 


证 明 假 屋 录 是 过 通 的 . 而 且 C 是 个 0 链 其 指数 储 零 ，IC= 0 。 则 
有 C= 之 rmt .其 中 和 r= 0 。 在 计 中 尼 肥 -~- 点 mm。。 对 锥 链 中 的 每 点 
,Mm ， 我 们 都 可 以 渤 出 一 笨 忆 曲 铬 as 连接 和 。 与 各 ， 央 和 需 好 是 连通 的 。 
我 们 不 妨 假 役 a: 是 从 0 到 上 工 取 其 参数 ,， 央 由 ae 是 个 定 闵 外 [0,1] 之 上 
的 1 方志 。 考 虑 1 链 :=Qrcoa0 ， 则 其 边界 镶 : 


ap = 2 ri Ba du) = 2, re.(1) — ai(0)) 
一 > rim, — (> rijmo = 2 rmi = C. 


及 近来， 假设 好 东非 连通 ， 则 对 於 虹 的 每 一 个 连通 的 成 分 Me 我 们 者 
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可 以 定义 一 个 假 指数 了- 如 下 : 对 人 於 任意 0 链 Zr :mm ,考虑 所 有 落 在 这 成 
分 朵 - 中 之 点 ms 而 定义 (Zr om ) 伪 逼 些 z: 之 保 数 的 和 。 由於 一 个 1 
方块 或 许 全 部 汞 在 放 + 之 中 ,或 许 全 部 落 在 放 : 之 外 ,我 们 对 於 每 个 1 链 D 
仍然 会 有 roD= 0 。 现在 如 果 设 村 。 与 邓 , 坑 中 南 个 不 相同 的 连通 成 分 
, 而 取 和 ,会 MW. 及 ME 导 。 则 CC = 次 :一 各。 是 个 0 链 满 足 7C= 0 。 但 
是 7, (和 ;一 ms ) = 1， 可见 和 ,一 加 不 可 能 成 储 某 1 链 的 泪 界 。 口 


有 相当 广 疙 的 一 些 镇 域 都 可 以 由 方 钵 链 来 加 以 参数 化 。 我 们 过 儿 预 备 
答 出 侈 个 过 方面 的 定理 , 但 是 般 直 加 以 证 明 , 因 贷 吉 儿 所 需 系 及 的 扰 榜 技 
巧 超越 本 书 的 范围 。 


定理 4.6.5 假设 放 是 个 4 雁 紧 征 而 又 具 号 的 流 形 。 旭 在 训 中 存在 一 个 da 
链 C 9 一 方面 能 使 整个 好 参数 化 另 方面 其 9C 又 能 等 价 於 0 © 


因此 紧 级 具 号 的 流 形 都 是 可 参数 化 的 流 形 。 另 外 还 有 一 类 可 以 参数 化 
的 波形 就 是 紧 帮 的 所 有 湿 界 的 具 号 流 形 。 依 设 放 镶 流 形 , N =NUB 坟 其 
中 的 子 集 满足 如 下 休 件 : 

QB) 六 是 杂 中 革 一 三 礁 子 流 形 人 + 当中 的 开 子 流 形 。 

bb) B 是 N+ 中 的 一 个 (bp 一 1) 准 的 子 流 形 。 

CC) 对 於 和 N+ 中 的 拓 杰 而 言 ，B 是 和 的 沉 界 。 

机 在 每 一 点 bEB3, 存 在 b 於 N+ 中 的 座 标 部 域 U ,使 得 其 上 的 局 
部 座 标 x,i= 1,...,p 洪 足 : 


BNU= {nixn=0 MRKNANAU =:{n|zxin < 0 


如 果 所 有 过 些 条 件 都 满 是 , 剧 褒 NN = 和 NU B 是 个 以 B 镶 泛 界 的 Pp 夫子 流 形 。 

如 果 入 具有 符号 , 则 8B 也 就 有 一 个 相应 和 的 符号 。 此 即 如 果 如 项 所 述 
的 座 橡 了 条 坑 轩 入 的 符号 柜 合 ,上 则 把 *”,…… ，,*” 局限 於 所 得 到 BB 上 的 座 
标 系 硫 就 应 与 已 的 符号 相合 。 


定理 4.6.6 假设 六 -是 个 肾 敏 的 具 号 流 形 而 且 以 妃 储 其 过 界 , 则 存在 一 
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个 Pp 链 C 能 钛 将 NN” 全 条 加 坟 参 数 化 。 同 时 使 得 3C 正好 和 给予 已 一 种 参数 
化 。 注意 壹 儿 B 的 符号 是 取 角 轴 入 所 对 让 的 符 吴 ,如 上 所 述 。 


我 们 可 以 把 定理 4.6.5 看 饲 定 理 4.6.6 於 8 馈 空 集合 时 的 特别 情形 。 
他 伽 的 发 明 都 要 涉及 SS.Cairas 的 流 形 三 角 化 定理 ( triangulation ) 。 遂 
时 害 理 主要 所 表 建 的 只 不 过 是 提 到 NN 一 定 可 以 窜 分 解 成 一 些 恰 单 钵 可 微 
同 肚 的 许多 部 分 ， 同 上 时 过 些 部 分 之 关 又 可 以 很 漳 切 地 互相 衡 接 藻 衫 起 水 。 
最 后 再 使 用 实例 名 中 万 考虑 的 映射 就 可 以 得 出 六 -的 参数 化 方 体 链 了 。 

接 下 来 悉 棱 讨论 体积 元 素 。 假 设计 是 个 a 条 的 具 号 流 形 ， 则 记 少 4 上 
的 一 个 朵 策 元 素 就 是 一 个 定义 怜 整 个 MM 上 的 d 微分 形 Q , 它 在 每 点 都 不 等 
从 寺 ,而 且 跟 用 的 符号 相合 ,此 即 : 对 於 村 上 的 每 个 座 标 采 烷 x', 如果 授 
座 标 系 碗 输 及 的 符号 相合 , 期 这 定 8 可 表 坟 如 下 的 座 标 形式 : 


Q = fdxi...dxt 


其 中 三 是 个 正 值 的 平滑 画 数 * 因 此 任 取 定义 於 闭 个 上 的 正 值 画 数 & ， 若 
0 需 体 苇 元 素 ， 则 必定 8Q 也 是 个体 积 元 来 。 反 过 来 任 取 用 上 的 十 个 体征 
元 素 ， 则 必定 存在 一 个 正 值 平 滑 丽 数 g ， 使 得 其 一 仿 另 一 的 g 贷 。 此 外 任 
备 的 4 微分 形 当然 都 是 Q 的 某 个 平滑 画 数 僧 。 

我 们 可 以 使 用 单元 分 市 (Partition of unity ) 的 技巧 , 夭 著 将 各 个 
库 标 体积 元 素 dx' …… dx 在 滑 地 夭 补 在 一 起 而 得 出 一 个 大 域 定义 的 体积 
元 素 以 诗 明 在 任何 共 号 的 流 形 上 条 存在 有 体积 元 来 。 另 方面 假设 M 上 具有 
歼 曼 涧 距 ， 则 过 测 距 就 在 a 形 间 定 闵 了 内 鞭 运算， 可 是 在 一 点 的 4 形 租 成 
的 向 量 空间 只 需 一 礁 ， 央 此 只 可 能 有 两 个 4 形 是 具有 单位 长 。 其 中 只 有 一 
个 与 杂 的 符号 相合 。 哇 取 过 个 单元 4 形 所 租 成 的 向 量 场 ， 就 可 将 此 a 形 称 
角 歼 坚 苯 积 元 素 。 假 设 0,,…… ,94 过 租 单 形 是 一 组 正 交 单元 基 , 则 0 之 
局 甫 表示 可 以 写成 : Q = 9, 入 ... 人 9，。 例 如 在 E* 上 其 黎 曼 体 积 元 素 角 
drxdydz 。 

假设 8 是 用 上 的 体积 元 素 , 而 (a , o ) 过 个 < 方块 葵 出 开 中 某所 域 的 
参数 化 ， 则 由 於 在 正则 点 * 所 答 出 的 方向 应 设 与 MM 之 符号 相合 ， 可 知 我 们 
有 a*Q = fw 。 其 中 了 过 0， 而且 在 正则 点 了 > 0 。 


实例 ‘8 碌 4 一 RR ”而 今 N- 代 并 封闭 的 地 柱 面 : 
N° 一 人 本 天 0<S2zS 计 


各 上 时 A -是 一 男 二 灯 的 子 东 形 ， 其 毛 界 由 两 个 网 辐 所 和 组 成 。 我 们 可 以 考 外 
蓝 个 无 壤 延 伸 的 暗 柱 面 {(x,y,2)| 台 十 玫 二 让 来 做 多 入 + 考古 ,而 NN- 
可 以 藉 洲 如 下 定义 的 单独 一 个 2 方块 来 参数 化 : 


af v0) = 《cos u, sin & ph 0<x<2r Ov<1. 


人 8” 在 变 例 他 中 a 的 像 域 ,就 是 R” 中 封 阴 的 圈 球 NN- 而 镶 一 个 条 
的 子 流 形 ， 其 渴 界 仿 S”-: 。 我 们 可 以 季 和 N+ 就 等 伶 整 偶 R?。 假设 。 是 
R? 的 一 偶 符 号 , 则 (a ,。) 是 N- 的 一 种 参数 化 使 得 3(a ,a) 也 给 出 移 
界 S?-， 的 参数 化 , 因 骗 他们 的 符号 相合 。 镶 证 明 遂 事 , 如 果 在 a 之 像 域 
中 所 最 的 符号 w 可 表 久 w= du …… du* , 则 过 符号 也 同样 可 表 坊 o' = 
dr d0.…d9,-! ,这 就 充分 的 运用 “的 定义 域 而 立即 看 出 在 进 界 上 所 痊 的 
符号 相 会 。 ( 产 一 1 ) 链 9(a,w) 是 可 化 笨 的 > 因 集 azo wi0) 以 及 (ar, tis 
), i = 2,....p -1 都 对 一 个 或 多 个 法 数 而 于 家常 数 。 因 此 会 与 其 奥 号 方块 
相等 价 ,因此 应 该 等 於 需 。 另 外 (cro wpo) 与 (ca wp1) 彼此 相等 但 是 符号 想 
反 。 可 见 9(&,w) 等 价 共 一 个 单单 由 (Pp 一 1) 方块 (a ,w,) 所 组成 的 
不 可 化 篇 链 。 当 然 过 仿 (Pp 一 1) 方块 就 给 出 S: 的 参数 化 了 。 过 时 3 1( 

os) 等 价 认 393 4a,w)=0 ,因此 (a ,wu) 正 是 十 理 4.6.5 中 慷 
提 及 的 那 种 类 型 的 在 3-!' 之 上 的 参数 化 。 


去 拖 我们 十 分 简单 的 然 志 一 下 存在 估 妃 链 所 构成 的 代数 与 第 3. 10 部 
与 第 4,5 角 折 言论 困 Betti 数 之 膨 风 一些 舌 祭 。 如 果 一 俩 2 链 恤 满足 32Z 
等 价 於 胡 ,用 卉 和 是 个 请 输 (A- ycls ) 。 和 如 果 对 太 键 B88 存在 … 调 ( 2 
+ ) 鲜 C 使 主 已 组 9C 等 让 ， 划 半 妈 是 个 烷 。M 上 第 户 个 ( 实 傈 数 的 
) Betti 数 就 是 误 坚 已。 芋 得 衣 在 3 了 3， 侈 户 畏 Z， ,2 民 i 能 药 猜 趾 如 上 
你 件 : 

(8) 唯一 的 牧人 性 租 合 过 r+Q ， 能 锡 成 灌 睛 称 的 就 是 当 所 有 的 低 数 闪 
露 ，r,=0 的 情形 。 
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(对 从 每 一 个 bp 输 Z , 丰 在 一 个 适当 的 线性 组合 Zr 2, 合 得 2 一 
Zr,Z， 正 好 是 一 个 妃 录 。 注 意 如 果 M 不 是 紧 御 的 应 ,有 可 能 没 闪 法 存在 
有 限 个 Z, 满足 人 条件， 过时 就 说 B,= ~ 。 

党 我们 对 定理 4.6.4 之 证 明 仔 类 加 以 分 析 不 座 看 出 8。 其 实 正 好 代表 
M 的 连通 成 分 的 个 数 。 此 外 如 果 对 人 坑 昔 连通 ， 那 麻 刀 ,=0 。 可 是 反 沁 来 车 
B,=0 M 半 不 见得 镶 单 连通 。 另 外 设 M 之 雁 数 念 @ ,有 对 钛 力 > gd ,我们 
都 旋 有 已 ,= 0 。 如 果 M 以 角 紧 征 又 是 可 具 号 的 ， 那 魔 Betti 数 具 有 很 好 的 对 
称 性 ， 些 即 所 性 Poincare 对 侦 人 性 : B,=B._,。 


4.7 欧 氏 空间 上 的 积分 

本 节 押 讨 狂 的 材料 ,至 少 对 人 於 二 条 或 三 厅 的 情形 ， 都 可 以 在 高 等 微 种 
分 的 任何 一 本 数 材 里 技 得 到 。 

对 於 一 个 线性 的 尺 方 志 : 


= {(u,..., uw’) ia < wt < ob 


其 ( 标准 的 ) 测度 坑 ppV = 人 一 a1)(5? 一 4).…(b? 一 a?) 。 内 此 我 们 可 
以 把 西数 “看 成 对 R? 中 的 过 些 方 笨 形 的 子 集合 指定 一 个 实数 。 一 个 定 压 
於 凡 上 讲 值 画 数 了 的 歼 爱 积分 ( Riemann integral ) (如 果 友 在 的 新 ) ， 
就 是 取 吉 和 杯 限 值 : 


N 
du, = lim . 
人 7 jo = lim 之 ceD 


其 中 UV 惟 分 解 成 随便 凡 侦 喜 小 的 p 方 赴 U，， 然后 我 们 在 每 个 U0, 中 任 愤 一 
站 。 如 果 了 是 仍 连 炉 诛 数 ， 久 性 明 过 鞭 分 一 定 存在 。 

从 呵 用 的 观点 来 看 , 过 个 定义 和 给 得 十 分 自然 ， 因 坑 吉 定义 就 推广 了 7 
壤 常 数 之 时 的 情形 。 例 如 ， 当 某 雹 里 纺 密 度 ( density ,全 全 全 则 质量 
和 1 让 中 坟 中 大 醒 牙 六 蓉 草 常数， 生 只 镶 一 个 连 


的 概 数 。 ,内 起 通风， 是 一 此 外 小 的 廊 红 ,因此 我 们 不 坊 把 / 乔 成 在 0， 
上 其 值 篇 常数 f(x), xyE LU 。5 见 黎 友 积分 /了 dx， 就 答 出 UV 中 质量 的 很 
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合理 的 定义 。 大 部 分 有 关闭 分 的 物理 应 用 都 是 从 定 闵 一 个 退 样 的 枉 恨 数量 
来 开始 的 。 

可 是 通常 壮 些 和 的 极限 信 差 不 见得 容易 求 ， 因 此 常常 实际 的 做 法 就 是 
将 遂 黎 受 积 分 连 过 到 一 些 完 全 不 局 的 东西 : 就 是 求 单 本 数 之 积分 ， 外 后 重 
徐 之 而 得 多 重 积分 。 由 伶 道 种 多 重 积分 法 非常 的 普 温 ， 因此 对 从 多 损 画 数 
而 习 有 了 时 根本 就 直接 以 其 多 重 积分 来 当做 其 黎 曼 积分 的 定 闵 。 所 以 通 些 事 
可 行 , 因 和 钥 我 从 有 下 面 基本 的 Fubini 定理 : 


Fubini 定理 。 候 坝 了 是 避 上 的 违 态 西数 ， 则 定 著 分 
， 
jc 


是 参数 '，…… , u”-! 的 韦 贰 画 数 。 而 了 的 黎 达 积分 可 以 答 含 ， 
[fa = | 万 da 
UD Up-1 


其 中 的 UV,- ,是 侦 (Pp 一 11) 方块 : UU ={,...,1 la<sus<shi= 
1,...,p 一 上。 当 我 们 重复 退 过 程 可 得 : 


f/m (: 人 (人 flu,. de] ae 如 


我 们 另外 也 可 以 任 郑 普 倒 积 分 的 秩序 ,而 得 出 相同 的 桔 果 来 。 

在 上 面 息 闵 中 只 查 到 精 性 方 体 块 上 的 西数 之 积分 , 如 果 f 的 定 闵 域 
是 随便 的 一 个 有 界 的 集合 必 ， 那 床 我 们 可 以 先 将 刀 包 含 共 一 个 较 大 的 粮 人 性 
方 笨 过 之 中 ， 然 后 取 : 


[fap = | sordm 


壮 儿 多 , 是 了 的 特 微 巴 数 ( characteri stic funmction ) , 此 即 定 闵 镶 : 
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加 -{ 若 xe 姜 ， 
To 若 X& 门 . 


道 假定 六 对 於 实际 计算 区 不 方便 ,比较 方便 的 做 法 是 求 得 一 个 从 某 个 线性 
方 钵 到 DD 的 一 对 一 可 微分 映射 , 然 化 运用 下 面 有 关 歼 曼 积 分 的 : 


醋 数 释 换 定理 。 假设 E 及 DD 此 岛 R? 中 的 谷 域 , 又 假设 yp :5 一 DD 是 个 一 
对 一 的 C: 映射 ,而 了 = [fdx。 存 在。 则 必定 积分 Jf 0 op 是 Je | dys 也 
照样 存在 而 且 正好 等 外 7 ,其 中 Jp 代表 9 的 机 氏 行 列 式 。 如 果 之 方程 
式 篇 术 = 二 Fi ..., 09),1=1,,..,p ,其 中 ' 代表 上 的 卡 拓 座 标 而 91 
代表 EE 上 的 卡 针 座 标 ， 册 


Jet ..., V7?) = det (OF (0, ..., v0)), 6 = 0/6v. 


注意 如 果 在 9， 不 镶 奇 办 之 点 p 此 能 保持 符号 不 机， 则 有 : Jp 之 0， 
因此 可 以 在 上 面积 分 式 中 不 用 取 息 对 值 。 另 外 也 注意 在 9 的 奇 民 点 之 处 
1* =0， 氏 此 我 们 可 以 单 只 注意 ?的 正则 点 集 , 就 是 ps 在 其 上 镶 非 奇 轩 
的 地 方 ， 而 要 求 y 在 其 正则 点 集 上 篇 一 对 一 。 

现在 我 们 就 p = 2 的 情形 来 示范 道 个 释 数 轰 换 定理 。 假 设 : 


D = {x, 有 |a < x < bb， 其 中 就 每 个 x, h(x) < y < k(x)), 


过 多 史 与 上 都 是 C 看 数 ,而 对 所 有 4 过 xx 科 5 都 满足 有 xX) 扩 上 GZz) 。 
接警 我 们 可 以 取 长 方形 E= {u,v)jlazuz<6b,0<v 5 1, 然后 考 碟 如 下 
定 闵 的 映射 9 :EE 一 DD:X= 下 一 DO 二 (一 DA ,如 加 17 所 示 。 
过 时 I。 = 1 KK0O 一 A200) 一 00.0) = kK(2) 一 有 Ww) = 0 ,因此 使 用 各 数 沁 
换 定 理 然后 再 用 Fubini 定理 可 得 : 


| flx, 用 ds = | Je ok(u) + (1 — DG — MD) dpa 
= (fo fe ea) + Q ~ oA)(w) 一 ha) do) hu 
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* 
rumb 


一 


地 荆 7 


在 上 式 中 对 蕉 每 个 z 值 我 们 都 可 进行 狂 数 性 换 y= vk(w) + (1 ~ hn ， 
而 得 dp = (KJ 一 AD) 如， 同时 党"=0 时 7=A(x) ,而 当 如 = 工时 
y= 上 (nw) ,因此 里 面 的 那 示 积分 歼 成 镶 iw f(w 力 dy 。 然 后 只 名 以 < 
取代 ww， 则 可 得 在 D 上 的 Fubini 定 素 篇 : 


[en 人 en 


4.8 微分 形 之 积分 


当 我 们 转 而 考虑 向 分 形 之 祺 分 上 时， 我 们 就 必须 把 符号 的 问题 考虑 进来 
。 在 实 牙 的 运 罗 中 遥 事 出 现 得 十 分 自然 。 例 如 ,在 一 从 重力 场 的 影响 之 下 
我 们 穿行 一 休 曲 狠 的 路 公所 作 光 功 (work ) 就 会 跟 带 册 儿 所 进行 的 方向 有 
髓 。 如 果 沿 著 相 反 的 方向 走 完 同 一 条 路 笃 , 则 所 做 的 功 正 好 相差 一 侦 符 号 
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,从 物理 的 观 目 在 曲 秒 上 和 巷 分 我 们 仍 底 特 其 定 闵 给 角 某 一 和 之 极限 才 显 得 
最 往 自然 ,可 是 症 时 要 处理 这 样 的 和 以 及 其 极限 御驾 得 非常 困 雁 。 央 此 过 
多 我 们 就 不 再 去 车 半 些 赢 灶 ,而 下 接 以 黎 曼 积分 来 表 迷 此 定 闵 ， 弟 以 驾 数 
泥 谢 定 旦 及 Rubini 定理 来 求 其 信 。 

考 说 一 侦 具 号 的 方块 (4,w) ,其 中 a:0 一 计 而 用 角 一 个 流 形 。 
考虑 0 是 个 5 形 ,其 定 闵 域 包 各 a (0) 。 过 时 可 以 使 用 映射 = 来 把 4 拉 回 
到 必 之 上 而 得 出 定义 於 忆 的 户 形 a*9 。 记得 在 第 3.9 季 中 我 们 已 经 学 吉 了 
如 何 求 得 a*6 的 座 标 麦 示 。 其 做 法 非常 简单 ， 只 需 在 原来 2 的 座 标 玫 速 式 
中 把 «的 座 标 方程 式 代 入 计算 即 可 。 由 於 所 考 莘 的 符号 可 以 袁 馈 p 形 
+ qu: …… du” ,从 此 w 是 R? 上 所 有 户 形 的 一 租 基 。 而 知 a*0 = fw . 
其 中 了 是 辟 上 的 革 个 实 值 不 请 画 数 。 按 上 面 用 法 ， 假 设 我 们 在 R? 的 户 形 
间 定 义 一 个 内 积 运 算 < ，> ,而 要 求 w 具有 单位 长 <w ,wo>，= 1 ， 则 得 
=< asg,w>，。 央 此 我 们 定义 9 在 方块 (a , 。 ) 之 上 的 积分 仿 : 


| 0 = | Ca*0, ww> cp， 
{rr, wm) Jr 


在 特别 的 情形 ,我们 定义 0 形 6 在 0 方块 mw 上 的 积分 饥 9 在 加之 值 
9 。 至 片上 形 了 3 在 一 个 PP 链 和 Xr 1C i 之 上 的 积分 显然 可 以 亩 接 定义 成 8 在 
每 个 方块 上 之 积分 的 和 : 


| = Bn 0. 


ENO 


实例 @ 我 们 可 以 把 具有 反 上 时针 方向 的 单位 周 

Si = {x | + = 
厌 获 1 方 境 (a ,da ) 来 缚 笋 化 ,其 中 a 定 闵 人 锥 [9,2r] 之 上 ,而 答 入 
eu) = 二 《cos 4, sin K) .因此 a 的 座 樟 方程 式 篇 x = cos Uy = sin4 。 如 
果 考 感 单 形 9 = (x dy 一 yadx)j? 二 + y2), 则 : 
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a*0 = [cos ud(sin u) — sin u d(cos jjfcos u + sin? wu] 
= COs2u du + sin? u du = du. 


但 是 Cr ,due>,，=1 上 ,所 以 


| 5= | 1d = | du = 27. 
‘a, du) [0, 2x} 0 


(b) 在 第 4.6 季 我 们 已 经 看 到 SS” 可 以 藉 著 一 个 定义 於 UV = [0, x] x 
[0, 2z] 之 上 的 2 方块 a 来 加 以 参数 化 ， 其 中 a 的 方程 式 霹 : 


(x, ) 2) = (cos u, sin wu cos v, Sin u sin v) 
= a(u, v). 


事实 上 在 那 完 实例 中 的 高 法 是 : p=3,a= 二 ,人 =u0 =v,r=1 
。 我 们 定义 3 上 的 正 符号 就 是 使 得 在 (1,0,0) 表 点 附近 当 我 们 把 斌 标 
7? ，z 局 限 於 S 考虑 时 ,其 符号 正好 与 3 -之 正 号 相合 。 过 种 愤 法 跟 通 常 
的 外 指法 向 量 惯用 法 一 致 。 因 坊 x, 7，z 答 出 RR” 上 的 正 符号 ,而 3。 就 
是 一 个 在 (1 ,0 ,0) 间 点 的 部 域 指向 S” 过 圆 球 之 外 的 法 向 量 。 因 此 只 号 
的 二 方块 (a , dudv ) 就 给 出 具 正 号 的 S 的 一 种 参数 化 。 

在 第 4. 5 创 实 例 C) 我 们 另外 四 考 处 了 一 个 定义 於 R" 一 {0 |} 之 上 的 2 
形 7= (xdydz 十 ydzdx ++zZdx dy)/r? 。 使 用 下 列 资料 我 们 立即 能 算出 


ayr : 
cz dx = — sinu du, 
a* dy = COs u cosv du — sin u sin vad, 
a* dz = COS u sinv du + sin u cosv dv, 
csr 3 = ]， 
we*(dx dy) = a* dx A a* dy = sin? wu sinv du di, 
a*(dy dz) = cos u sin u cos? v du dv — sin u cos u sin? v dv du 
一 COS USIn KK du dt., 
a*(dz dx) = Sin2 u cos vt du dv, 
a*7 = [coOs2 1 sin wu + Sin? wu cos?v + sin? u sin? v] du dv 
= Sin u du dv. 
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因此 r 在 正 号 球面 ( a, dx dv ) 之 上 的 面积 分 立即 可 算得 久 : 


其 产生 天 
| r= | sinuans = | Sin wi dv di = 47. 
{a, du dr) U DO so0 


C) 能 兔 代 表 图 18 中 所 守 的 金字 霸 形 之 三 储 面 的 2 链 可 窟 人 坊 C = 
C: + Cs + Cs ,其 中 C = (co du dv) 是 由 下 列 资料 所 答 定 : 
afz 9) = (0, 4, (1 — wo), aolu, 0) = (1 — Wo, 0, 2), 及 oli, t) = (u, (1 — &)v,0), 
其 中 0<us1,0<v<1 代表 他 们 共同 的 定 问 域 VU 。 考 不 微分 形 : 
9 = dydz + dxdy 


则 有 : 
cg = du A dl(l -io = (1 ~ w) du do, 
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a#0 =0 (each term has a 40 = 0), 
as = duAdl(il 一 切中 = (1 — w dude. 


因此 可 得 : 


fo= a-wast ods t+), 0 


二 
=2| | QO-Wddo=l. 
如 0 


在 向 量 分 析 中 处理 忆 "及 巨 " 上 具 号 的 积分 轩 所 使 用 的 向 量 写法 。 其 富 
可 以 不 太 困 准 就 翻 邵 成 微分 形 的 窟 法 。 就 录 续 分 ( line integral ) 而 言 ， 
通常 同 量 的 写法 是 : 


feF'dr = 人 ff ETdr 


其 中 王 是 一 个 向 量 场 ，r 是 位 我 向 量 ( displacement vector ) ,而 了 是 沿 
车 曲线 上 C 的 昔 位 切 向 量 声 。 双 和 坊 CC 的 强 有 长 。 如 果 使 用 微分 形 的 窟 法 , 则 
取 F'dr=EFidr+ Pa 内 +Fdz， 其 中 严 ,天 及 瑟 " 构 成 中 的 三 假 成 分 ， 
dx , dy ,dz 则 代表 dr 的 三 个 成 分 。 因 此 示 箱 窟 法 也 是 十 分 常见 的 。 

如 果 特 别 考 虑 平面 上 的 禾 棱 分 , 我 个 还 会 潭 观 到 下 列 的 情况 。 过 时 的 
纺 积 分 能 代表 某 一 向 量 场 穿 过 一 条 曲 禄 的 流量 ( fiux ) 。 假设 穿 过 曲 穆 C 
的 正 号 上 的 单位 法 同 量 声优 六 ,， 则 过 流量 可 到 人 岩 1oF. N ds 。 在 平面 EE' 
中 的 Hodge 算 子 等 其 将 一 个 向 量 旋 转 90 许 ,因此 aN= 下 。 而 男方 面 
RN = esN ,因此 可 得 人 ENd = 人 -机 

如 果 考 重 已 : 中 的 面积 分 ,使 用 向 量 分 析 的 应 于 可 写 怖 : JJ。F -do - 
ffsF .Ndo ,其 中 入 是 具 号 的 单位 法 向 量 塌 ,而 do 是 面 竹 元 素 ( area 
element )。 假 股 E， ,及 ， 是 S 的 切 空间 中 的 一 租 正 交 单 元 花 ,其 符 久 与 
5 的 芝 号 相合 ,出 在 Hodge 算 子 之 下 w*NN 正 好 等 淮 尼 ,和信 EE，。 间 时 也 六 下 
加 以 并 odse 算 子 而 得 出 SS 于 的 秆 分 


人 ERN dc 到 人 Rdcdy 妇 十 2 edx 十 Fs dx dv, 
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其 中 由 於 4: “0D) 一 0 3 所 以 三 ; 可 表 镶 已 5 三 下， 9 办 此 我 们 所 使 用 水 
积分 的 微分 形 是 由 *F 得 来 ， 而 近 * 避 是 藉 著 测 距 来 将 指标 降下 来 的 。 

当 我 们 考虑 体 和 碎 分 的 时 候 ， 由 於 炉 是 选 取 正 号 dx dydz ， 因 此 运 时 的 
符号 通常 就 不 再 提 了 。 芝 时 通常 的 高 法 跟 我 们 的 写法 攀 乎 没 什 条 差别 : 


J /a a = 有 rar = ,fa 


注 伙 道 时 */ = /dxrqdydz 。 因 此 Hodge 算 子 在 过 儿 仍 很 有 用 。 特 别 寺 时 
我 们 知道 Hodge 算 子 奥 外 微分 运算 千 合 时 就 给 出 散 旗 div 的 有 运算 。 

需 了 催 保 我 们 所 定义 的 积分 具有 闪 何 的 伙 义 ,我 们 必须 对 蕉 此 定 闵 与 
参数 化 的 无 天性 建立 下 列 两 项 结果 : 第 一 ,一 侦 形 9 在 互相 等 价 的 户 方 
块 之 上 的 积分 必须 相同 。 第 二 ，0 在 具 屿 的 子 集合 之 参数 化 少 链 上 的 积分 
必须 跟 过 个 参数 化 的 泗 择 无 天 。 有 了 第 一 项 结果 ， 我 们 就 可 以 在 过 积分 理 
论 中 不 去 区 状 相 互 等 价 的 户 链 。 有 了 第 二 项 结果 ， 我们 定义 在 具 号 子 集合 
上 的 积分 才 算 有 莫 闵 。 特 别 我 们 可 以 考虑 具有 滤 界 的 具 号 于 流 形 之 上 的 入 
分 。 


定理 4.8.1 优 设 (a,w) 人 与 (8,5w),565= 土 1 角 互 相等 价 的 pp 方块 ， 
则 对 耸 任 得 一 个 定义 於 a 及 8 之 像 域 上 的 志 形 9 都 有 : 


| 8 = | g. 
(a,.w) (8.8680) 


部 明 由於 (a,w) 及. ,6%) 等 价 , 和 存在 一 个 可 微 同 卡 映 射 p :如 
一 天 清 足 Pog=a， 其 中 :7 一 好 ，8:7 一 1 。 由 连 镇 法 则 有 ep = 
xx 《参看 名 题 1.8.2 ) 以 及 9 的 定义 ( 参看 定理 3,9,4) 立即 可 得 
”op* 一 ay 。 因 此 若 今 wa*0= fo 及 B*9= giw，, 虽 有 : 


fo = p*(B*0) 一 PASSw) 一 (opj9 so 


可 是 9 必须 把 上 和 与 5w 之 符号 相合 的 座 标 映射 成 UU 上 与 w 之 符号 相合 的 
座 标 ， 央 此 p 之 磋 氏 行列 式 的 符号 必须 与 5 相间 。 若 令 p 之 方程 式 角 : 
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7 = (al . . .，MP) i = ],..., p, 


其 中 !' 及 v' 分别 代表 U 与 V 上 的 卡 氏 座 标 采 祝 , 则 车 设 jw 就 是 do: -… 
dv” ,也 设 w 久 du du ……du2 ， 则 有 : 
P (3o) = dp*(dv’... dv?) 
= bp* dviA-..-.Agp* dv 
= 8D FY dui)A .-..A (OF? du's) 
= 6 det (QF) di - .dur 


= Oeow. 


和 如果 在 上 面 是 假设 w= 一 du ”…… du” ,我 们 只 和 需 在 中 间 过 程 中 都 加 入 身 
号 而 知 仍 得 相同 的 志保 式 ?“(yw)= 67pw 。 由 於 Jo 与 5 的 符号 相同 ， 因 
此 得 : 一 


fo = (8。9)p*(iw) = (8。9) | yo | ww 


此 项 已 惟 得 : 
/=(g°9)|7, | 


因此 由 变数 破 换 定理 有 : 


[oo=f sds= | (enimlds = | /a= 0 
《二 40) V UvU U (a.w) 癌 


系 假设 C 及 DD 是 雨 个 互相 等 价 的 p 链 , 则 /.9= /#6. 
证 明 ”注音 关 保 式 上 ,9 = 一 J/。。, 9，， 则 立即 可 由 上 面 定理 得 证。 


定理 4.8.2 假设 雨 个 p 链 C 与 DD 同 时 答 出 一 个 灯具 戏子 流 形 N 中 某 俐 
域 S 的 参数 化 ,而 0 是 个 定 闵 於 S 之 上 的 少 形 ， 则 必定 : 
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jo 4 = 上 IR 9 
施 明 略 述 根据 上 面 的 系 ， 可 以 使 用 与 5 或 已 等 价 之 4 全 全 全 1 从 
所 以 不 妨 假 设 C 和 与 DD 都 已 久 是 不 可 化 篇 有 的 户 链 而 分 别 表 需 : C = 2 (wu 


wi) 及 D = >fs1(By v1) 。 其 中 分 别 定义 於 避 ,又 8， 分 别 定 款 拓 了， 之 之 
上 。 假设 Vt 及 ;分别 代表 其 中 的 正则 点 集 。 我们 只 需 证 骨 在 5S 中 正 肌 点 
集 的 交集 上 

(at (BF = WY (oUt) BV 


炽 分 值 相同 就 可 以 ， 因 骗 在 S 的 其 儿 部 分 ， 其 测度 只 能 驴 零 ， 因 此 狮 些 不 
正则 的 点 集 对 於 S 上 的 积分 疫 有 什么 页 献 。 至 於 边 界 点 ,我们 也 可 以 使 书 
一 个 其 测度 坑 无 第 小 的 郑 域 来 加 以 包含 ,因此 对 S 上 上 的 积分 都 次 页 献 而 可 
加 以 省 略 ,， 央 此 和 仍 慎 明 本 定理 ， 只 需 计 算 : 


je- 3 
a 


一 > | Kar” 6, cut7p dk 
Us 
二 之 | , Cau*0, wp dp 
(oy 07yV 人 mn Us 


-Z|, ， 《8 ay 1 0, wp dip 
VN By aU 


= 5 |, 810, oy, de 


-Le 


其 中 的 第 四 个 等 式 我 们 使 用 疾 数 变换 定理 , 只 不 过 对 兄 的 可 微 间 胚 是 
a7' 686，， 因此 使 用 了 86;ar'” 的 眉 氏 行列 式 。 由 於 假 设 a, 在 Ui 上 是 一 对 
, 而 且 ai 篆 彼 此 不 相交 ,可见 ar 都 有 定义 。 另 外 由 6, ,7 相间 
的 假设 67 和 芷 有 定义 ,而且 所 有 的 xceVrInpY = 天 7 
一 上， ,大 篆 互 不 相交 ,因此 在 上 面 计 算 取 和 时 不 致 从 出 任何 问题 。 
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广 : 如 果 一 个 子 集合 3 可 以 藉 著 某 一 个 少 链 来 加 以 参数 化 ,， 则 嗲 S 是 
个 可 谷 数 化 的 兵 号 于 集合 。 上 面 的 定理 4.8.2 就 使 我 们 可 以 在 一 个 具 号 的 
可 参数 化 的 子 集合 S 上 定义 一 俩 p 形 的 积分 。 浊 时 若 C 是 S 的 一 个 参数 化 
, 只 需 定 闵 ; 人 9 = j 9 就 可 。 


希 题 4.8.1 ( 假设 9 是 放 上 的 户 形 满足 对 於 M 上 的 每 一 个 上 力 方块 C 都 
有 j。9 = 0。 试 访 6 便 等 於 零 。 提 示 : 现 局 部 座 标 而 在 其 中 的 座 标记 不 面 
上 构造 小 的 方块。 

tm) 假设 9 及 +r 是 MM 上 的 bp 形 满足 对 伶 任 奋 必 上 的 p 方 境 C 箔 有 ||.9 


= J。7。 斌 区 9 二 + ? 


4.9 Stokes 定理 


我 们 可 以 把 微 积 分 的 者 本 定理 推广 成 偷 党 的 请 形 在 户 链 上 之 积分 的 定 
理 。 过 熏 推 广 定 理 就 统一 了 末 个 重要 的 定理 ,其 中 包含 : 微 积分 之 基本 定 
理 ，E! 及 E'* 中 的 散 度 定理 ,以 及 面积 分 之 Stokes 定理 等 等 。 浊 种 推广 
的 定理 通常 就 称 镶 广 闵 的 Stokes 定理 或 简 克 入 Stokes 定理 。 和 针 扮 遂 个 
定理 的 一 种 常用 的 蘑 法 就 是 从 使 用 送 夺 的 反对 称 张 量 场 之 外 ， 漫 使 用 一 个 
黎 曼 测 距 ,因此 由 过 测 距 记 衍 生 的 Hodge 算 子 就 派 上 了 用 场 ,而 锥 已 或 
已 :的 情形 来 把 二 次 或 三 次 的 张 量 场 全 都 消除 掉 ， 使 得 我 们 只 需 考 虑 傈 数 
场 及 向 量 场 就 兔 。 因 此 过 种 凑 法 看 来 非常 交 何 化 。 可 是 在 过 种 蕉 法 于 赣 汉 
有 明白 的 讨论 到 Hodge 算 子 ， 而 只 将 其 隐藏 锥 旋 度 及 散 度 算 子 的 定义 之 中 
。 事实 上 我 们 发 现 遂 种 莫 法 中 所 涉及 的 艇 曼 千 适 对 从 Stokes 定理 之 证 明 
薄 不 是 必要 的 ， 而 且 在 高 维度 空 间 时 过 种 黎 曼 千 构 反而 带 来 较 窗 杂 的 公式 
计算 。 在 贤 正 区 到 Stokes 定理 之 前 我 们 需要 引用 下 列 重 要 的 : 


定理 4.39.1 假设 v :M 一 入 吓 侦 焉 溢 映 射 而 9 是 和 N 上 的 Pp 形 ,期 有: 
dy*8 = pg*40 。 因 此 外 微分 运算 4 与 回 拉 映射 2* 互相 可 交换 。 


证 明 由 怜 & 及 o* 这 雨 个 妈 算 都 是 局 部 的 ,因此 我 们 可 以 潭 用 局 部 


4.9 Stokes 定 理 了 


瞩 一 有 系 芍 。 愉 外 适 晴 圈 违 并 入 衫 竹 束 基 ， 所 以 只 需 共 朋党 9 仿 利 项 多 攻 
形 峙 此 定理 成 并 就 锡 。 内 此 若 xX ,x ，…,X” 鲁 必 的 一 般 座 嫩 系 徐 ， 注 
讶 86= fadxi. dx” 。W do = dAdil..-dxr ,Mm pg* dO = g* ef Ap* dx! 
人 :Ag* dx”, 因 久 根 据 定理 3.9.4 zz” 是 ~ 个 Grassmann 代数 同 储 映 应 
。 但 是 由 同样 设 定理 后面 的 附 社 我 们 知道 拓 共 任何 人 入 上 的 保 数 场 g 都 有 
vo* dg = dy*g ,因此 


gp*d0 = dp*f A dp*xliA-.. Adop*x? 
可 是 男方 面 我 们 也 有 : 


qp*09 p*f op* eax A... 和 人 gp Ca 


9* 厂 dp*x A... A dqp*x?. 


由 於 d 是 个 着 译 算 又 满足 4 =0， 所 以 


dqp*0 = dp*f Adp*xl A... Adp*x? = op* dO. 1] 


定理 4.9.2 (Stokes 定理 ) 假设 p>0, 而 C 久 bp 链 。 肥 6 和 优 -- 售 定 
义 猴 上 之 所 有 BP 方块 之 像 域 之 上 的 (Pp 一 1) 形 。 则 有 : 


上 d0 = je 0. 


证 明 ”由 线性 我 们 只 需 就 C 等 於 单独 一 个 方块 (a ,。 ) 的 情形 来 沪 
明 遂 定理 储 可 。 因 此 分 : 


a0 = > (~— Df du du? dut+?.. .dur. 


则 de*6 = a* d0 = (31 dul. edit 。 我 们 不 站 假设 w= di- du? 不 
然 的 是 只 需 在 而 浊 都 同时 改 贺 符号 俩 可 。 假设 a 的 定 闵 域 篇 UW:b: 4 

bi 二 ci, 而 oe 的 定 闵 域 岛 VU，。 如 果 我 们 对 U ,指定 其 第 i 个 座 标 和 全 

5 + ec ， 则 它 可 以 看 成 心 的 一 个 面 , 而 基本 FE ate 就 是 等 其 申 局 跟头 
过 和 倍 岂 来 考 谭 而 得 妇 。 运 尘 所 引入 的 入 屿 人 需 : 
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= (2e — DD(~—1) ~ dut. .dut-! dui+1.. .dur. 


藉 著 要 求 道 些 a,, 构成 正 交 单 元 的 (p 一 ! ) 形 我 们 可 以 把 内 积 <，> 。_， 
推广 而 定义 於 R? 之 (pp 一 1 ) 形 。 过 时 : 


《cte 0, Wie) pl 一 <a*0, Ce>y -1 一 (2e ™ 1)f 


因此 可 得 : 
hh.,? 二 2). mn 
= | Ce DF, do- 
= Df fl do- 
可 是 另 方面 我 们 也 有 : 


人 《ar” db, w> dip, = 2 人 Du dip: 
对 从 有 3 do 我 们 将 第 了 个 属 数 考虑 仿 Fubini 定理 第 一 步 逐 中 的 积分 
网 数 可 得 : 
+ect 
| auUiau = | | Off, .2 .UP) du ds 1 
_ [ [Fa b! + cy) 


-Ga .bt un) dp .1s 


其 中 的 第 二 个 等 式 趴 当然 我 们 使 用 了 微 积分 的 基本 定理 。 过 烙 果 厄 然 与 稍 
前 和 8 的 结果 相同 。 站 


下 面 的 采 可 用 以 得 到 E" 或" 中 的 Green 公式 。 
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对 1( 部 分 积分 ) 在 定理 中 同样 的 假设 之 下 假设 了 是 个 定义 於 0 之 定 
闵 域 上 面 的 实 值 画 数 ， 则 有 : 


| df A0 = [8 _ | fae. 


更 一 般 而 言 , 着 0 角形 , ?人 久 9 形 而 C 是 一 个 (p++1) 链 , 则 有 : 


| donr=| or-(-D | Adr. 
如 ac © 


望 明 只 需 注 悉 4 是 个 六 有 运算 而 注 当 移 项 立即 得 性 。 


系 2 ”假设 M 是 个 d 条 的 肾 币 具 号 流 形 而 9 是 M 上 的 一 个 (d 一 1) 形 。 则 
必定 | dg = 0 ,而 db 必定 在 某 点 震 需 。 


声明 ”根据 定理 4.6.5 在 M 中 存在 一 个 4 链 C 能 锡 输 出 并 的 做 数 化 ， 
而 且 遭 时 的 3C 会 等 价 於 鹤 。 因 此 立即 有 : 
jd0=|.d= jh.0=/0=0. 


而 仿 发 虹 定 理 的 后 一 部 分 ， 我 们 不 妨 假设 好 是 过 通 的 ， 不 然 的 兹 只 和 希 科 6 
限制 到 对 的 一 个 连通 的 成 分 来 考 感 就 是 。 皮 2 坊 政 上 的 体积 元 素 ， 则 dp 
=JQ ,其 中 是 前 上 的 一 个 实 值 的 平滑 两 数 。 对 於 C 中 任何 一 个 方块 ( 


rt ,Ws ) 而 车 » 
(ae* dO, wa = f° mo* (), wi7a 


在 “t+ 的 正则 点 zx 的 符号 女 了 (aex ) 的 符 锋 相 同 。 由 从 


之 | 《ct db, wa dpa = 0, 
‘ 《G4 0 ) 


可 见 了 或 者 便 等 於 宕 ,或 者 不 在 所 有 地 方 都 具有 同样 的 符号 ， 因此 由 通常 


让 例 Stegess 定理 常 作 隧 著 一 僻 黎 最 结 稀 来 加 以 偿 用 。 在 一 个 具 急 的 非 
育 币 的 歼 最 流 形 上 有 上 时候 可 以 找 得 到 一 个 (Z -1) 形 8 使 得 其 a9 正好 是 
欣 部 瞧 午 元 素 。 带 时 由 Stokes 定理 可 知 运 个 4 在 某 僻 域 之 过 界 上 的 积分 
正好 等 钛 过 侦 颌 坡 的 gd 礁 后 积 。 和 在 "我们 可 以 考研 : 


8 = Xdy, 一 yy dx, 或 者 ax dy -bydx,a+b=i 


他 们 都 有 上 述 性 搓 ,在 上 萌 可 考 感 : 
9 =xdydz .ydz dx 或 者 2z dx dy 等 等 


也 均 有 上 上述 人 性 质 。 因 此 当 我 们 把 x dy 疝 著 一 修 E 中 的 单纯 封 角 由 稼 的 正 
方向 如 以 和 祝 分 ， 那 厌 就 得 出 过 井 栋 所 包含 做 域 的 面积 。 同 样 当 我 全 把 

* dydz 在 中 某 氢 域 的 中 办 上 加 以 毯 分 所 得 的 结果 就 等 长 间 领域 的 体 
积 。 

我 们 可 以 把 上 & 上 通常 的 Laplace 算 子 2 + 383 + 062, 推广 成 歼 曼 流 形 
上 的 Laplace ~Beltrami 算 于 Vf 了 =*ad*df 。 对 从 这 种 水 及 VY 的 德国 癸 
微分 方程 式 . 我 们 就 可 以 运用 S tokes 定理 来 证 明 其 崔 一 性 方面 的 定理 。 
例如 考虑 Poissoa 方程 式 : Y = op ， 则 在 一 个 紧 纹 具 号 速 通 的 波形 上 若 
寺 方 程式 有 解 , 则 除了 一 个 任 血 常数 项 之 外 ,此 解 仿 唯一 的 。 特别 Vf = 
0 之 解 , 就 是 调和 册 数 ,只 可 耗 角 常 数 。 要 证 明 通 些 结 果 我 们 考 讶 第 形 8 
， 则 《入 *9 是 卜 积 元 素 的 非 负 低 数 。 过 倍数 只 在 8 = 0 之 点 才 等 於 零 。 
弄 在 假 坛 万 , 广 品 Y7=0 之 解 , 划 8= 三 -和 坑 油 和 区 数 ， 或 即 @s 
dg = 9 。 以 部 分 积分 法 对 0=gl(ad(*dg)) 加 以 计算 ,而 由 於 0M 等 价 蕉 
0 链 . 而 有 : 

0 三 fg dx dg = --- fo dg A * dg. 


但 是 dg 八 *dg 过 个 体 祺 元 素 的 非 负 供 数 之 积分 坑 零 的 必要 条件 需 ag 人 
dg 入 等 座 零 9 因 睹 dg = DD ， 而 知 g 在 半 的 连通 成 分 上 必须 篇 常数 。 [ 


4.9 Stokes 定 开 3 人 3 


可 是 4.9.1 武 避 人 徽 奔 分 的 基本 定理 是 Stokes 定理 的 特殊 傅 形 。 


党 题 4.9.2 哉 在 五 * 上 找 岂 一 个 径 身 送 称 的 (x 一 1) 形 0 满 足 d2 =du 


蔡 题 4.9.3 将 Poisson 方 程式 之 唯一 性 定理 推广 到 一 货 具 有 边界 之 流 形 
上 之 效 数 的 情形 ,过 时 我 们 预先 指定 此 丙 数 在 过 界 上 之 什 。 所 得 的 定理 是 
解 垮 难 一 的 ， 而 不 再 能 自由 加 入 一 个 常数 。 由 长 (Z -1) 形 ed&g 在 和 过错 
上 的 信 基 本 上 只 不 遇 是 g 在 过 界 艳 沿 著 法 贸 方 向 的 半数 ,因此 如 果 我 们 指 
定 过 些 在 进 界 的 法 入 方向 的 注 数 第 , 也 能 得 出 叭 一 性 的 定理 。 


区 是 4.9.4 假设 6 是 M 上 的 bp 形 潇 足 对 於 避 中 的 每 一 个 (P+ 1) 方块 C 
都 有 ,6 = 0 ， 试 酚 6 必定 是 封 阴 的 。 提 示 : 请 参考 居 题 4.8.1 。 


如 是 1.9.5 记得 对 每 个 少 而 言 ,所 有 户 链 的 集合 都 构成 一 个 实 保 数 向 量 
空间 多 ， 。 我 个 把 其 对 偶 空 间 多 * 中 的 元 素 称 角 Pp 欠 刍 (PpP-cochain ) 。 
而 定义 父 纤 运 筑 (coboundary operator ) : 2+: 和 ?一 多 如 下 : 


(9* 方 Cy +1 一 f(9C» +1). 


天 个 ( p + 1) 除 链 0" 试 称 角 原 来 p 链 了 的 除 样 。 试 证 明 9” 是 个 根性 的 
运算 ,而且 0"90* = 0， 此 即 对 於 任意 了 都 有 2 9 1 =0 。 


荞 是 4.9.6 对 众 定 闵 冷 以 之 上 的 每 一 个 p 形 r 存在 如 下 相应 的 映射 太 : 
@, -> R 定 闵 镶 : 


fc = | 7 


Cp 


起 性 各个 /j- 是 个 尺 能 链 ， 而 且 试 证 将 * 指定 到 f+: 的 映射 是 个 穆 性 映射 。 


如题 4.9.7 除 链 若 满足 9 了 = 0， 则 称 需 尹 输 ( cocycle ) 试 证 去 r 起 
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封 阴 的 上 形 , 则 fr 角 能 输 。 


屠 竹 4.9.8 考虑 能 链 ， 和 如 果 存 在 另 个 儿 链 g 使 得 : f= 3*g , 则 襄 / 
是 个 角 放 。 斌 荡 若 + 是 恰 常 的， 则 必定 f 是 个 角 克 。 


4.10 微分 系 碗 


有 疾 多 的 偶 微 分 方程 式 系 坊 可 以 透 过 微分 形 来 给 出 克 何 式 的 避 法 。 其 
原因 届 穿 了 其 实 非 常 简 单 。 恬 如 襄 ,在 R' 中 假 役 x,y,z,b ,9 馈 座 标 
， 又 到 S 人 坟 一 个 二 准 的 子 流 形 ,在 其 上 x 与 ?可 以 取 仿 其 座机 ( 荡 即 独立 
的 半数 ) 。 风 在 S 上 p= 9z/9x 以 及 g= 02z/0y 的 条件 距 可 以 志 成 微分 
形 dz 一 pdx 一 9g dy 在 S 上 等 於 署 。 

现在 一 个 一 弹 的 从 数 分 方程 式 可 以 由 方程 式 : 


F(x, y, z, p, 9) = 0. 


来 给 出 。 壮 方程 式 就 决定 了 R' 中 的 一 个 四 灯 的 超 曲 面 N 。 至 伶 道 偏 微 分 
方程 式 的 一 个 解 , 例如 z = / (x, y )， 就 决定 了 N 上 的 一 个 二 条 的 参数 化 
的 于 流 形 S : 


z = f(x,y), p = (ac g = (ac 只 


如 果 我 们 在 Y 上 考 目 由 方程 式 中 一 p dx 一 g 加 = 0 所 答 出 的 三 末 切 子 束 
DD ， 则 我 们 可 以 将 S 看 成 是 忆 的 一 个 积分 子 流 形 。 因 入 刀 的 定 闭 式 可 换 寅 
坊 对 於 所 有 入 中 之 #， 刀 指定 的 切 空间 满足 


Dn = (tteN, URC dz — pdx — gdy> = 0). 


当然 适时 可 能 过 到 赵 偶 困 交 ， 是 由 於 退 化 性 的 确 故 。 所 以 我 们 必须 先 把 使 
得 上 与 dF 同时 角 零 之 熙 除外 ， 因 驴 在 这 种 点 的 部 城 入 不 见得 是 个 流 形 。 
另外 如 果 在 W 中 的 某 点 #* 正 好 dF 与 必 一 pax 一 gq dy 成 比例 , 虽 D(n) 
就 等 於 整个 切 空间 入 ,, 而 知 切 子 束 人 DD 不 是 在 每 点 都 指定 三 条 的 于 空间 。 最 
后， 我 们 必需 适当 的 于 择 解 曲面 > 使 得 x 跟 y 可 以 取 久 其 上 的 座 标 。 则 时 
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一 般 而 言 道 史 的 切 于 束 D 也 不 见得 骗 完 全 可 积分 。 

在 目前 对 於 俩 微分 方程 式 的 研究 工作 中 上 面 过 种 薪 法 以 及 其 推广 的 万 
理 法 区 没 有 和 共 广 泛 的 加 以 使 用 。 可 是 如 果 所 上 处理 的 偏 微 分 方程 式 是 解析 的 
， 则 了 .Cartan 就 使 用 吉方 法 得 出 了 一 些 辕 果 。 我 们 就 坊 对 仿 微 分 方程 式 
吉 逢 埃 何 式 的 蒂 法 催 能 对 於 此 假 微 分 方程 式 之 解 的 脓 解 答 出 和 授 微 而 直击 的 
认 训 ,因此 在 下 面 我 们 预 仅 将 上 面 表 实例 加 以 抽象 化 ， 而 葵 出 一 些 与 场子 
束 互相 对 侦 的 千 柳 。 特 别 我 们 要 六 引出 Frobenius 定理 的 对 侦 菏 法 。 请 允 
考 第 3. 11 和 节 及 3.12 季 。 

假 疫 好 是 个 流 形 ,如 果 对 於 每 点 mmE UV C M 我 们 都 指定 除 切 空间 M* 
中 的 一 个 大 稚 的 子 空间 4A(m) , 则 襄 我 们 在 必 上 考虑 了 一 个 条 的 角 切 于 
束 4 。 如 果 A 之 定义 域 0 镶 开 集合 ,而且 对 於 其 中 每 一 点 x 都 存在 一 个 郑 
域 不 以 及 了 上 的 微分 形 w",，…… ,4 “使 得 就 Y 中 的 每 一 点 2 ， 我 们 的 余 切 
子 束 4 记 指定 的 子 空间 4A(#) 正好 都 是 由 w (wxCoD) 所 生成 ， 则 褒 A 
是 平 诵 的。 显然 任意 检 出 一 个 上 秦 的 角 切 子 束 4 ,就 可 以 相应 的 考虑 一 个 
d 一 上 稚 的 急于 东 如， 葵 镶 D(m) = {1f|te Mn pay = 0 对 所 有 ww 七 A(zm) 
成 立 }】。 反 过 来 任 辣 答 出 一 个 (4d -大 ) 蕉 的 切 子 束 了 我 们 就 可 以 考虑 其 相 
应 的 上 灯 余 切 子 东 4A 定义 和 俘 : 


AGm) = {w | we Ma*, <t, w> = 0 对 所 有 的 ff ED(sm)} 


由 坦 定 闵 立 即 看 出 若 九 相应 外 A ， 剧 必定 A 相 厢 於 D 。 迁 杰 彼 此 相应 的 一 
租 忆 与 4 就 褒 彼 此 素 相 消 泪 ( annihilate ) 对 方 。 如 果 其 一 售 平 滑 ， 则 另 
一 自然 也 是 平滑 的 。 

MM 中 的 于 流 形 NN 称 镶 是 某 个 徐 急 子 东 4 的 积分 子 流 形 , 如 果 间 个 入 是 
其 相应 的 切 于 东 DD 之 积分 于 流 形 。 因 此 我 们 也 膏 A 是 完全 可 积分 的 仿 若 其 
相 三 的 忆 是 完全 可 积分 的 。 

在 定理 3,12.,1 的 Frobenius 定 悍 中 我 们 已 烃 知 道 如 果 忆 是 个 完全 可 
积分 的 切 子 东 ， 那 育 就 会 存在 一 和 组 座 标 系 未 x ' 使 得 D(m) 正好 可 以 由 
9,(m)，….… ,6、(m) 所 臣 肝 ,而 且 忆 之 有 = (d 一 上 ) 雁 的 积分 子 流 形 
正好 就 是 那些 座 栋 切片 ie= cr,a = 有 十 1,...,4d。 从 这 结果 我 们 看 出 置 D 
相 巍 的 余 切 子 束 4 在 进 座 标 半 坡 中 正好 就 由 才 人 个 dx ,， a= ht+1,… 
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，d 所 张 并 而 得 。 因 角 xs = ca 的 人 条件 与 dxa := 0 的 人 条件 实 际 上 优 速 了 相 
同和 意思 。 在 历史 上 人 们 在 表 速 切 子 束 了 时 常 站 接 就 使 用 得 种 对 侦 的 高 渤 
: 车 w* 是 其 相应 余 切 子 昌 4A 的 一 租 局 部 基 ， 则 就 以 “= 0 来 记过 个 切 子 
束 D 。 由 让 人 们 常 把 单 形 看 成 是 余 切 空间 囊 的 天 辟 小 位 移 ， 因 此 w“*=0 表 
示 我 们 只 容许 过 些 无 镶 小 的 位 移 落 在 切 子 束 了 的 各 方向 上 。 至 英 属 其 4 的 
任何 单 形 若 可 表 垮 w= fadx* , 其 中 a 是 代 h+ 1 到 的 取 和 指标 。 其 外 
半数 do= df 人 dxze 可 以 看 如 dx 以 哩 形 的 傈 数 zaru 所 答 的 『 售 性 」 租 
合 。 假 设 eg 是 4 的 另外 一 棚 局 部 基 ,上 则 有 dx = gws, 其 中 (88 ) 是 由 
下 滑 画 数 所 组成 的 x 上 非 奇 界 方 阱 。 而 有 : 


dw = df, Adx” = (g3 dfo) \ ws, 


因此 dw 也 照样 表示 成 w8 的 【牧人 性 4 租 合 ， 其 中 的 傈 数 储 单 形 。 过 样 已 列 
薄 明 了 4 坑 完 全 可 积分 的 必要 人 条件 是 对 伶 4 中 的 每 个 单 形 w 而 言 其 do 必 
定 可 以 表 成 一 组 局 部 基 w。 的 穆 性 和 组合。 在 下 面 的 定理 我 们 预备 座 明 道 休 
件 也 是 个 充分 条件， 着 就 是 下 robenius 定理 的 对 偶 定 理 。 


定理 4.10.1 平 靖 条 切 子 束 4 坊 完 全 可 积分 的 充 要 人 条件 是 : 对 擒 4 中 的 
每 一 个 单 形 ww , 其 外 微分 形 dw 过 个 2 形 在 局 部 上 移 可 以 表 成 A 之 局 副 莽 
os 的 焰 性 租 合 Co= ra 人 wa ， 其 中 ?a 是 一 些 单 形 的 作 数 。 


盖 明 我们 已 程 证 明了 当 A 是 完全 可 积分 的 ,那麽 dw 询 芒 可 以 写成 
这 条 篇 性 组合。 

现在 反 过 来 假设 对 礁 任 音 单 形 。E 4 ,其 dw 继 可 玫 人 坑 吉 种 穆 人 性 组 合 
。 特别 考虑 w” 念 A 的 一 租 局 部 基 , 旭 有 dus 二 区 入 w ,其 中 18 是 一 
些 单 形 。 若 忆 坑 其 相 麻 的 切 子 束 ,而 天 ,了 人 久 吕 中 任意 的 向 量 场 , 则 有 : 


2 dus(¥, Y) = TY)os(7) — ra TA(X) = 0. 
但 是 柜 琴 第 4,3 饥 中 有 关 4 的 公式 ,我们 准 有 : 


2 dw (XK, YT) = Yo(Y) ~— Yar(X)— LX, YY, = 一 人 [和 YY, wy, 
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镶 w'!{X) 让 (7 冰岛 压 .过 样 看 出 关 与 了 的 李 乘 种: |X, 了 | 也 和合 
说 A 的 -由 基 “< 所 消减 ,而 知 [ 和 ,了 ] ED 。 这 芒 明 了 六 是 对 合 的 。 网 
此 根据 Frobenius 定理 已 磋 设 是 完全 可 千 分 的 . 或 凤 人 是 个 完全 可 入 他 的 
众 转 十 束 2 i 


轩 述 定 埋 4 10,1 之 可 积分 性 妈 件 的 另 一 秆 写法 就 是 要 求 对 蕉 所 有 的 
可 量 场 王 , 工 合 蕊 ， 部 满足 dr 了) 一 0 ,此 有 妈 避 能 消减 ze 。 更 一 般 
而 言 ,任意 条 数 之 积分 地 流 形 信 之 切 空 草 都 能 消减 dw , 只 要 w 落 在 4 引 
。 事实 上 上 , 织 果 了 :AN 一 MM 代 下 包含 映射 ， 则 几时 种 分 于 流 形 瑟 表 六 wo = 
0 对 所 有 wo 所 4A 部 能 应 立 。 内 此 dU*w) = 1*(dw) = 0 ， 或 即 对 於 所 有 切 
并 六 的 向量 媒 三 扯 了 都 有 co(X:Y)=0 。 过 些 考 店 就 促使 我 们 奖 一 个 向 
量 声 局限 伶 某 个 入 分 子 饭 形 人 入 的 切 空 间 来 考 庶 ,以便 得 出 某 些 能 切 於 Ne8i 
癌 量 场 , 小 如 下 面 定理 中 所 做 的 : 


定理 4.10.4 使 纪 是 个 平滑 的 甬 切 于 束 ,而 皮 六 是 落 在 相交 的 切 子 束 D 
中 的 一 假 平 滑 的 向 量 场 。 则 装 并 每 个 能 和 与 从 相 切 的 积分 子 流 形 尽 而 间 :着 
4 全 AAA， 几 履 人 分形)dCe 妈 能 消减 六 的 切 空 间 。 特 别 ， 如果 存在 菜 倘 六 
三 DD 及 EL 能 便 得 1( 半 )dw 不 沙 在 & 之 中 ， 央 必定 间 侦 4 不 是 完全 可 积 


弃 明 对 共和 NN 上 和 任何 其 他 的 问 量 娥 了 ,从 上 面 我 们 已 知 dw (X,Y )= 
0 ,因此 《<Y XX) dw》 = 2 do(X 了 = 0 < 所 以 1 (X)dw 能 硼 泪 入 的 切 空 
润 。 现在 如 集 存在 一 个 XED 坟 及 -- 个 wh 使 得 i( 尺 )dw 不 在 罗 之 中 ， 
卉 风 通 过 天 些 使 得 i (Xjdw 和 3 之 目 斌 不 可 能 存在 司 的 6 厅 税 分 子 流 形 必 
» 不 然 的 珊 ， 攻 如 得 昭和 相 切 % 因 此 根据 第 一 项 类 果 人 忆 就 赔 裔 是 由 A 以 及 
i ( 久 }dw 所 幅 央 的 (+ !1) 雄 艇 团子 昌 的 生 分 子 流 形 ,因此 六 的 杂 数 癌 成 
小 锥 或 等 於 人 下 一 1) > 


注 : - 且 2 形 du 已 元 懂得 了 ,我 们 可 以 代数 地 将 其 局 限 欠 一 个 午 分 
流 形 的 切 空 间 上 。 闪 此 吾 以 识 点 名 以 考虑 。 进 样 我 们 可 以 把 上 面 的 定 于 
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改 成 对 於 在 某 点 % 之 切 疝 量 x EN、 来 做 述 ， 我们 也 可 以 将 其 改 成 对 於 N 
中 某 作曲 狠 的 切 向 量 场 来 考 钻 。 壹 些 事实 可 以 解释 成 : 当 我 们 葵 定 了 始 值 
( initial value ) 或 者 下 界 什 (boundary value) , 则 解 曲面 之 切 空 间 可 
能 就 筱 限制 在 各 些 值 。 事 实 上 如 果 某 些 方 向 疫 有 有 皖 到 足 锡 的 限制 ， 那 床 志 
些 方向 就 是 例外 的 ， 而 不 可 能 切 於 浊 界 侍 于 流 形 。 他 们 特别 伞 磊 需 过 了 系统 
的 特 微 向 量 (characteristics ) 。 
接 下 来 我 们 考虑 具有 一 个 非 独立 楼 数 z 以 及?# 个 狂 立 药 数 z ，…… 

,x" 的 一 除 偏 微分 方程 式 。 爸 p= 90:z ， 则 过 种 方程 式 可 以 精 著 民 ”: 
上 的 焉 洛 画 数 严 来 给 出 如 下 : 


F(x,, .XP1s -1 +s Dn z) 一 0. 


事实 上 我 们 如 果 考 虑 方程 式 严 =c ，c 坑 常数 盎 东 没 有 上 比较 困 肉 。 送 方 
程式 的 一 个 解 画 数 z= 卫 (xz ，…… ,XT") ， 再 加 上 其 所 满足 的 关外 方程 式 : 
Pi = 0f(X,...,X") ,就 决定 了 民 + 空间 中 的 一 个 关 厅 的 子 流 形 。 如 果 
我 伯 考 虑 由 : 

w =dF 以 及 ol 一 由 一 PdGxL 


所 张 开 的 二 雁 铬 切 子 束 A , 则 过 个 * 条 的 于 流 形 当 然 是 4 的 一 个 积分 子 流 
形 。 当 然 在 过 些 考虑 中 必须 限制 於 已 "+ :中 的 开 子 流 形 M ,使 得 在 其 上 
o 及 w! 彼此 禾 性 无 天 。 反 过 来 ，A 的 任何 一 个 以 xz: ,…… , 冯 坑 座 标的 
#* 厅 积分 流 形 都 能 答 出 我 们 偏 微 分 方程 式 的 一 个 解 画 数 。 角 说 明 过 事 , 今 
刀 坑 相应 共 A 的 切 子 束 。 

由 从 do" = d :FF = 0 ,我 们 只 需 使 用 do: = dx'dp, 来 给 出 定理 4.10.2 
中 对 秆 分 于 流 形 之 切 空 间 所 需 加 进来 的 限制 条 件 。 因 此 我 们 只 需 等 求 那些 
能 使 得 i (X)dosEA 的 向 量 声 六 , 通 些 向 量 场 称 角 4 的 特征 向 量 场 。 若 
以 8,,P' 及 9, 分 别 代表 座 标 x':,p， 及 z 的 座 标 向 量 场 , 则 可 将 XX 玫 成 
X= Xi + QiP4+ X90.。 这 儿 是 假设 关 关 0 ,XED ,而 且 存在 平滑 画 
数 广 ,& 满足 i(X) dw! = fw? + gw 。 从 过 些 休 件 我 们 得 : 


wu) = wi(X) =0 
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以 及 
Xiadp — Qidx!: = f(F dx! + G' dp + F, dz) + g(dz — pi dx'), 其 中 G'=p'F 
因此 羡 的 成 分 关 ' , 64 以 及 羡 , 以 及 f 与 g 之 间 满 足 如 下 的 修 件 : 
FX!+ GQ+ YX.F, = 0, 


— piX! 十 和 一 0, 
QO: 一 -fF 二 ED 


过 儿 的 第 一 个 条件 可 以 由 其 他 四 休 得 出 。 而 实际 解 后 面 四 个 休 件 可 得 : 
X= Ga — [F, + pF]P' + piG'0,). 

关于 果 使 我 们 得 出 如 下 才 个 结论 : 第 一 , 特 微 向 量 场 除 了 一 侦 伯 数 颂 数 

乒 之 外 是 唯一 决定 的 。 第 二 ,我 们 可 以 遗 择 任何 一 个 全 都 不 需 需 的 函数 了 


天 0 。 有 目的 就 是 使 天 不 在 任何 点 人 需 雳 向 量 。 因 念 如 果 在 某 点 愉 = 0 ， 则 
G0, — [Ri + pFs]P' + p.G'0, = 0 ,因此 : 


G!'!= 0 六 £: = 一 PE 
过 就 使 得 : 


w = dF = F{(—pD dx! 十 dz) = F.w,, 


因此 显明 在 人 = 0 之 点 w" 及 四 就 现成 笋 性 相 央 了 » 过 是 矛盾 的 四 最 后 我 
们 葵 出 第 三 个 和 结论 ,就 是 单 微分 形 


i(X) dw! = /oo — Fw!) 


除了 一 个 实 保 数 们 数 之 外 镶 夫 一 的 。 我 们 把 这些 灶 果 租 合 起 来 而 成 访 下 面 
让 个 定理 : 


定理 4.10.3 人 一 候 一 障 偏 微分 方程 式 的 二 蕉 余 切 子 束 : 
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A = {dF,w! = dz ~ pid!) 


具有 一 个 香 独 的 由 特 第 名 量 场 : 开 组 成 的 一 雁 的 切 了 于 来 多 。 

(0 温 候 切 子 东 外 是 由 向 重启 Y= G10, 一 [Fi 二 pFJP' + piG'9。。 所 
生成 , 其中: dF = Fde + G'av, + 0,. 

(c) 如果 卫 是 相 砍 於 A 的 切 于 束 ， 则 禄 件 映 射 


并 co 人 一 T*Ar 


是 个 非 奇 刁 的 观 射 , 而 且 其 侵 坛 与 3 之 交集 是 一 个 一 种 的 通 切 子 束 ， 永 羡 
@ 在 i1(: )dw' 之 下 的 影 你 。 

中 假设 EGxm) 是 D(m) 中 的 -个 上 条 的 子 空间 , 诗 其 中 不 含 @Ume; 
中 任何 非 雳 的 向 量 ， 则 上 (mr) 与 i(E(m))qdw! 合 在 一 起 张 卢 从 。* 中 一 个 
(上 + 2 ) 烘 的 子 空间 。 

el) 如果 入 是 4 的 一 个 条 积分 子 流 形 , 则 对 其 每 一 点 加 EEN ,入 中 
必 包 合 一 条 么 过 % 点 的 特 微 由 牧 ,此 即 @ 的 一 个 各 分子 流 形 。 


忘 明 (a) ,多 及 人 @ 间 三 部 分 已 於 前 面 证 晕 。 鞋 英 井 出 立即 可 由 个 得 出 
; 因 久 i( 如 (m))dw 是 及 ”中 的 一 个 上 礁 子 空间 ,而 只 跟 4( 因 ) 相交 从 
0 。 

现在 假如 祥 是 4 的 一 个 * 礁 的 惩 分子 流 形 ， 而 且 其 中 存在 点 办 算 入 满 
足 祥 ( 关 ) 攻 和 N。。 关 时 可 以 麻 用 人 项 的 硅 果 到 EE{m) 一 六 。， 苇 下 大 = 将 
的 情形 。 朴 掺 定 理 4.10.2 A 入。 会 放 A(m) + i(Ns) du 所 消减 。 可 是 A(m) 
二 i(Nw) :iw 之 厅 数 久 x -+ 2 ， 央 此 只 能 销 茂 一 -个 其 维 数 估 2 十 1 一 4 
二 = 一 1 的 子 空间 ,这 产生 了 一 个 巴 盾 。 因 此 精 论 是 对 於 每 一 点 区 EE 
N ,全 部 有 (4m) 全 N。。 若 7 :N 一 MM 代表 包含 映射 ， 则 这 表示 XX 话 与 一 
偶 在 入 上 的 向 量 轧 六 互相 7 相关 。 关 Xx 的 积分 曲 糠 在 1 之 下 窜 上 映射 成 下 
的 积分 曲 绢 , 而 六 的 积分 曲 急 的 绚 域 就 是 一 条 特 微 曲 绍 ,如 此 证 界 G@ . 口 


广 : 定理 4.10.3 的 人 @ 基 本 上 是 一 个 唯一 狂 的 定理 , 但 是 就 重 一 般 的 
唯一 性 定理 , 这 定 理 也 自然 的 熔 出 有 山 解 的 存在 性 方面 的 资料 。 特别 , 如 
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果 我 们 有 办 法 投 到 一 个 在 了 互 租 横 截 相交 的 (2 一 上) 灯 积 分 子 流 形 ， 那 感 
我 们 把 台子 流 形 沿 营 特 微 曲 入 推动 就 得 出 一 个 x 革 的 积分 于 流 形 了 。 党 ” 
= 2 时 情形 特别 简 馈 ,着 灶 只 莫 找 出 一 个 与 文人 无 舌 的 向 量 场 :了 了 ED, 市 
取 其 积分 曲 粮 ,我们 就 立即 得 出 能 与 中 横 截 相交 的 一 雁 积 分 于 流 形 了 。 


定理 4.10.4 假设 是 4A 的 -~ 佰 (% 一 1) 厅 的 积分 子 流 形 满足 圣 於 每 点 
加 忆 忆 都 有 XUm) FP。。 全 {4 局 久 的 流 委 。 则 对 从 所 有 有 定 闵 的 点 
kip ， 其 全 钵 入 = [ap 和 已] 就 梅 成 4 的 一 个 w 杂 的 积分 子 流 形 。 


请 明 首先 我 们 先 来 询 明 局 什么 尽 是 一 个 子 流 形 。 如 果 pp, 有 定 闵 ， 
副 存 在 一 个 上 点 在 个 中 的 座 标 部 域 以 及 。 > 0 ,使 得 只 要 gg 全 VV 以 及 
(上 -ss< <+e， 则 Ai9 多 有 定义 。 过 时 我 们 就 皮 pz,9 的 比 标 篇 4 点 
的 闭 nn 一 1 个 座 模 以 及 了 。 

Au 中 任何 一 个 切 向 量 都 可 天 篇 福 (m) 以 及 一 个 形 如 pin 了 之 向 量 的 竺 
性 租 合 、 其 中 了 了 EP, 双 壤 = ,pp 由 失忆 有 XED ,我们 只 需 屋 明 圣 论 记 
有 过 种 了 ,都 有 jw 了 Ys Dlm)。 换 放 之 ,要 证 明 wxY 了 ) = wi(jw 了 ) = 0。 
现在 固定 一 个 YY ,而 全 : 


fi=w (pT)R gt = wp ). 


由 於 呈 篇 4 之 积分 子 流 形 . 我 们 知道 J0 = 80= 0 。 现 在 想 要 使 用 wm "与 
w' 对 蕉 于 的 李 导 数 来 把 了 与 的 半数 窟 出 来 。 事 实 上 我 们 有 : 


Lroa = d/di(ONpe* wr°). 


因此 得 到 : 


fs = © Of + 9) = $F Oerlpnton ¥)) 


5 (Or*w (pe Y)) = Lx (pn Y ), 


同样 也 有 : g's = Lxw'(kse 了) 。 但 是 根据 定理 4.4.2 我们 有 公式 : 
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由 w =dF , 立即 得 : 
Lxw? = i(X) dF + di(X)w =0+ 4d0= 0, 


这 表明 = 0 ,因此 是 个 常数 ,而 知 f/=0。 
另 方面 以 前 已 得 到 i(X) dw' = wo -- 下:wl, 因此 有 : 
Lxw' = i(X) dw + di(X)w! = i(X) dw = wo — Fowl. 
将 进香 形 作 用 於 向 量 声 ,syY 就 看 出 & 应 衣 满 足 如 下 的 入 性 一 障 常 微分 方 
程式 : 
g's = fs — Flwp)gs = 一 Fep)85. 


可 是 我 们 知道 e&(0) = 90 是 始 什 条件 , 因此 必须 g 本 身 就 等 从 零 才 可 。! 


如 题 4. 10.1 假设 4 和 与 XX 如 上 所 述 , 喜 证 存在 4 的 局 部 基 2”, 2 : 满足 
i(X) dP =0 以 及 imdb =0。 


术 题 4. 10. 2 ”起 姓 在 每 点 mm ，4 的 一 个 积分 子 流 形 的 切 空间 可 以 有 多 种 
可 能 的 计 法 。 特 别 我 们 可 以 兆 取 如 下 的 一 组 基 , 邻 X。=X(mw) , 取 X, 入 


D(m) 中 能 被 ,ee :消减 的 向 量 ,又 对 每 一 个 上 = 1 ，…… ,2 一 1 ， 泪 
XX: ED(m ) 要 能 共 wow, 1 do .1 人 -dl 所 消 茂 。 

第 四 章 君 题 提示 
4.2.1 (a) 对 了 了， ，…… ,js 做 任 碍 排列 成 上 ，，…… ,大 。， 而 使 其 不 再 通 截 时 所 


算出 的 项 dx (094, )…… dx'?(9s ) 一 定 等 於 轮 。 因 此 在 全 部 p1 种 算法 
中 只 能 留 下 一 项 来 ， 正如 所 示 。 
4《.3.1 gral =d , curl = wd , div = sds , %# = id 
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(dj div(0Xr) =nd#(#(0Ar)) 
= #d(0 和 人 rt) 
= (dAr—9ANdr) 
二 关 ( Rn00 AT) 一 由 (OA 人 ar) 
一 s 关 (CUIOANAr) 一 aa(OAN 人 CUrir) 
=( curllg) .rz 一 0.(curlr) 


4.3.3 (0) V7 = 太太 
(cj) dr,rsingad9? ，r do 局 一 组 正 交 单元 基 , 因此 有 : 


dyr 一 SinpdOdep ;scb = ns dP dr ; #dp = sinp dr do0 


1 
dr CO 一 ~ 一 一 
本 de r' Singv 


2 | 
一 - pF __ > 十 一 一 一 一 一 一 
V/ = 了 + 了 7 rsinzy 


《4.3.4 订单 形 0= adxzx+Tegedy+Aczz ， 刚 能 计算 得 


(duadnw— ¥#adsd)o0 


= (frzt fyyt+ fa)dr+ (gee + Byyt Ess)dy 
+ (his i hyv it hs) adz 


| 
fo0 tr fopt+ 


办 此 就 是 作用 於 单 形 之 Laplace 算 子 V 0O ,而 可 离 饥 : 


V0=d(eds0)— #d(d0) 
= grad div2 一 curl curl 9 


4.4.1 (2) (Lro0)(Y,Z)=i(X)d0(Y,Z) + di(X)0(Y,2) 
-34d0(X,Y,Z) + (Yi(X)0(Z) Zi(X)0(Y) 


— (XX)0([EY ,2Z])) 
=X0(Y,Z)-YO(X,Z) +Z0(X,Y)— 09([(X,Y],Z) 
+ 0([X,Z1,Y) -0({Y,Z]X)+Y0(X,Z) 
~—Z0{(X,Y)—-0(X,[Y,2]1) 
=X0(Y,Z)-0([X,Y],Z]—- 9(Y,TX,2]) 
= XO(Y,Z)-0(L1Y,Z2)-~-0(Y,L12) 
此 式 可 以 解释 成 : 


7 
人 


A 2: 
7 =ydyadz + drart+ Xordy 


旭 立 即 可 知 Qr = 9 。 闵 此 取 9 = 如 > 而 震 : 


| ， | ， 1, 
-~ 2 dr -x dy+ vy d2 
2 2 2 


{21+ 7 ryk! 


el 
2 


六 :个 汪 确 能 满 四 所 求 。 
4.5,5 在 有 RR" 中 考 起， 葵 定 z=: 1dvdz +8 dzdx+ hdrxdy， 李 求 得 3?- 
padx++ jdy+ 7dz 满 由 d8=rt ,或 即 : 


gp 


才 时 的 可 和 鳍 分 几 件 局 dr = 二 9 ,或 即 和 +gy+AHA 一 0。 
4.5.3 届 (xz ，…… ,xj) 旨 其 座 李 ，F ?= Yi 十 …… XD 


4.9.1 没 户 (xX) =f(x) , 则 有 df = fdx ,因此 若 C= [0 j 局 一 条 的 
方块 , 则 有 


f fixjdr= P(t) -Fl 0) 


1 
4.9.2 性 二 三 (2 人 [| dw 十 A 


二 {一 1)"” "ww"*dw* … wu" “') 就 能 满足 dr = du da …… du”，, 而且 
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遵 个 r+ 是 径 向 对 稳 的 。 


例如 党?= 2 时 ,就 是 了 (x dy 一 y dx ) = 了 rd ， 当 及 二 3 了 时 就 


是 了 (xdydz+yeadzdx+2zdrdy)= 一 一 ”Sinopadeodp ,因此 全 都 是 


(| 一 


径 向 对 称 的 微分 形 。 
4.9.7 Ofe(Cp+) =fr(0C05+1) = for=| oar=joo=o 
这 是 对 於 任意 (十 1 ) 链 全 都 成 立 的 ,大 此 ”fr =0 而 知 太 -是 佰 挫 输 。 
4.9.8 设 + 这 上 形 是 恰当 的 ， 则 存在 (pp 1 ) 形 0 使 得 + = qd6，, 关 时 对 任意 


的 DP 妾 C ,都 有 : 
fe(C,) = 人 r = 人 db = d= fo(0C,) = (0*f,)(C,) 
F P 好 


可 昂 三- = 2 » 和 和 知 f+ 是 个 儿 笠 。 


第 五 章 
歼 曙 与 半 黎 映 流 形 


5.1 灌 论 


给 定 一 个 流 形 ，, 我们 最 盼 向 的 就 是 能 钢 在 其 上 州 述 站 构造 出 仪 多 的 我 
们 通常 各 验 正 所 熟知 的 各 种 构 念 。 过 些 可 以 被 推广 闫 谈论 的 概念 可 能 包 含 
像 距 风 ， 角度， 不 行 秒 ， 直 入， 涝 有 沿 著 一 条 曲 牧 的 在 行 位 移 ( 近 观 合 在 
欧 氏 空间 里根 本 是 无 聊 的 ) 等 等 。 至於 要 半 的 讽 择 那 一 些 特 别 的 人 性质 来 推 
广 到 我 们 和 过渡 形 上 , 大 覆 其 主要 的 依据 是 决定 从 各 些 枚 念 必须 要 能 希 在 环 
面 上 ， 在 蛋 形 琅 图 曲 面 上 ,以 及 在 一 些 或 许 更 不 规则 的 曲面 上 也 都 能 落得 
通 。 可 是 在 过 从 个 基本 的 流 形 上 , 像 平 行 线 的 概念 ， 以 及 有 肛 站 和 绿 的 某 些 
性 质 看 来 就 好 像 毫 无 意义 可 首 ,不 过 另 方面 像 角 度 ，, 距 肉 ， 长 度 以 及 雨点 
闻 最 短 的 速 接线 等 等 概念 钾 好 像 仍 具 杰 义 。 我 们 会 发 现 沿 著 一 条 曲 线 将 切 
向 量 加 以 焉 行 位 移 的 概念 四 成 一 种 非常 基本 而 有 用 的 概念 , 而且 发 现 汗 一 
覆 念 十 分 自然 的 跟 一 个 向 量 之 长 度 的 一 种 很 合理 的 想法 密切 速 紧 在 一 起 。 
蚁 看 得 更 清楚 ，, 我们 不 妨 在 EE: 中 随便 一 个 曲面 上 书 一 条 曲 纱 ,而且 在 此 
此 和 线 的 起 点 画 一 个 切 於 此 曲面 的 向 量 。 一 般 的 情况 下 痢 个 切 向 量 无 法 被 再 
行 的 沿 著 过 曲线 推移 ， 因 需要 是 在 E£ 中 他 们 是 平行 的 ， 则 有 可 能 就 好 得 
不 能 切 於 道 曲 面 了 ,但 是 我 们 是 要 求 吉 向 量 必 须 一 直 保 持 与 曲面 相 切 的 。 
可 是 有 一 种 变 通 的 办 法 就 是 容许 过 功 向 量 可 以 适度 的 改 缕 方向 ， 但 是 要 求 
任何 乔 样 的 方向 改 释 其 目的 只 是 需 了 使 和 向 量 保持 与 曲面 相 切 ; 换言之 ， 
在 任何 一 瞬间 , 间 种 方向 的 变动 率 必须 是 一 个 与 此 曲面 相 重 下 的 法 向 量 。 
这 样 我 们 就 可 以 得 出 如 何 将 一 个 切 向 量 治 著 一 条 昌 株 加 以 平移 的 概念 了 。 

与 上 述 平 行 位 移 密 切 相 关 的 一 种 秽 念 就 是 一 个 向 量 场 在 一 个 答 定 的 方 
向 或 者 涪 著 一 条 粘 定 曲 入 的 竹笋 半数 。 近 种 稻 沟 避 数 ( 或 称 篇 息 对 半数 ) 
的 枫 念 其实 就 是 用 来 测量 过 向 量 场 如 何 偏见 一 个 透 过 平 行 位 移 所 得 到 的 向 
量 声 。 在 £” 中 当 我 们 使 用 某 一 个 卡 氏 座 标 基 来 表示 某 向 量 场 的 成 分 时 ， 

—317— 


318 第 江 章 歼 电 与 后 歼 曼 流 形 


间 向 量 场 篇 平行 的 条 化 就 是 过 些 成 分 必须 镶 一 些 常数 。 而 篱 了 要 测量 一 个 
向 量 场 转动 和 色 枉 度 , 我 们 可 以 透 吉 求 过 些 成 分 之 半数 来 答 出 - 这些 导数 合 
在 一 起 也 桥 成 一 候 指 同 设 转 勒 方向 的 河 量 之 成 分 。 就 一 个 定义 於 某 曲 面 上 
的 向 量 场 而 言 ,我们 所 要 的 只 限 於 阔 在 此 曲面 之 上 的 旋转 或 握 动 之 避 分 ， 
因此 我 们 就 拭 导 数 阿 量 场 得 站 的 投射 到 运 曲 面 的 切 平 面 之 上 。 运 赚 只 有 和 泡 
运 问 量 场 的 转动 方向 是 在 法 比方 向 上 蛙 ， 其 投射 到 昼 平 面 之 邵 分 等 锥 需 ， 才 
就 符合 前 面 有 了 天 问 量 平行 位 移 的 概念 与 定义 了 。 

在 束 兵 空间 &“ 中 ,一 杀 直 儿 除 了 具有 使 距 座 板 小 化 的 性 守 之 外 ,只 
要 波 设 其 参数 与 距 购 成 比例 则 浑 商 穆 欣 速度 向 量 场 就 沿 甘 此 次 入 到 相 平行 
。 考 应 隧 僻 一 个 流 形 , 如 烷 其 上 的 平行 位 移 观 念 是 由 其 测 距 所 得 来 的 ， 则 
其 中 一 条 曲 稼 之 具有 使 距 洋 模 小 化 的 性 质 可 由 其 具有 平行 速 讼 向 量 场 之 性 
览 而 得 出 。 事实 上 除了 必要 的 参数 严 换 外 ，, 普 倒 过 来 一 个 曲 入 之 具有 平行 
速度 向 量 场 的 性 质 也 可 以 由 其 具有 使 距 难 极 小 化 之 性 质 而 得 出 。 在 流 形 .上 
当 我 们 不 考虑 距 葡 而 只 考虑 奉行 性 时 ， 念 了 要 得 出 一 个 相应 长 已 ”中 站 和 术 
的 者 念 ， 我 们 可 以 定义 一 人 条 此 委 若 具有 一 个 平行 的 速度 向 量 场 则 就 称 念 是 
一 条 测 地 和 塘 。 

下 面 所 答 的 简 玫 就 把 流 形 上 可 以 引入 的 各 种 概念 列举 区 贯 吕 起来， 其 
中 的 笨 央 表示 从 前 者 可 引出 后 者 。 


基本 的 多 搜 性 形 
向 量 之 长 度 
A 在 行 科 可 Wot 
距 型 地 和 粮 


可 是 有 些 例外 必须 加 以 留 车 : 就 像 在 相对 恰 中 所 考虑 的 ， 一 个 不 念 替 
的 向 量 其 长 度 世 不 见得 煽 是正 数 ， 道 时 角度 不 再 有 苞 闵 , 而 负 值 长 度 的 向 
最 也 不 易 想像 ， 在 过 些 例 外 的 情形 我 们 就 另外 引入 一 个 向 最 之 能 量 (energy 
) 的 概念 ， 坟 皮 代 不 合用 的 长 度 概念 。 
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5-2 黎 受 测 距 与 什 黎 如 测 焉 

本 际 要 并 始 使 四 和 殖 曼 的 做 法 在 流 形 上 发 展 一 套 测 距 的 末 何 学 。 因 念 在 
物理 异型 中 遭 种 测 距 千 构 会 很 自然 的 发 生 , 而 且 在 前 季 中 所 提 到 的 许多 概 
念 也 都 可 以 帮 著 道 个 测 耻 来 定义 出 来 。 过 榜 授 过 流 形 中 之 澳 距 所 建立 起 来 
乓 克 何 是 鹏 擒 近 流 形 内 在 的 性 质 ,是 这 流 形 自身 的 性 览 ， 而 与 此 流 形 外 界 
空间 的 性 质 无 拓 。 当 然 为 政 得 某 流 形 上 之 歼 曼 千 柳 有 一 种 通用 的 方法 就 是 
从 一 个 包含 站 个 流 形 的 外 界 流 形 , 例如 上 “中 的 歼 曙 和 纤 构 加 以 限制 诡 引 而 
来 ， 可 是 过 种 永 引 的 过 程 或 承 革 的 过 程 本 身 北 不 条 单 ， 可 以 好 坑 构 成 一 门 
专门 的 学 癌 ， 本 书 对 有 过 方面 范 不 预备 进一步 装 葵 。 

因此 我 们 单 直接 从 收 上 本 身 的 测 虐 著 手 ,而 合 必 是 一 侦 可 微 流 形 。 我 
们 说 屠 上 的 一 个 平滑 对 秋 (0 , 2 ) 型 张 量 场 5b 若 能 在 整个 M 上 有 定 闵 ,而 
旦 在 每 -- 点 此 篇 非 温 化 ,到 道 个 5 就 是 杂 上 的 一 个 测 距 (metric ) 或 者 基 
本 饥 久 性 有 ff( fundamental bilinear form) 。 


车 题 5.2.1 很 设计 是 回首 的 ， 试 属 在 M 上 省 测 距 5 的 指标 数 ( index ) 
是 个 常数， 


如 果 好 不 是 过 涌 的 ， 则 无 法 考 明 6 的 指 简 数 是 个 常数 ,因此 我 们 只 好 
假 屋 所 考虑 的 测 距 的 指标 数 粮 是 常数 。 如 果 适 指标 数 坊 0 或 坑 d (=dim 
M )， 虽 道 测 距 是 正定 的 或 是 久 定 的 ， 我 们 味 襄 壹 种 测 距 是 个 黎 受 测 距 。 
由 证 种 测 第 所 构造 出 来 的 徐 何 就 叶 艇 歼 强 友人 和 何 ， 避 时 (4 ,0 ) 合 在 一 起 就 
稳 镶 是 一 候 黎 学 流 形 。 可 是 如 果 6 的 指标 数 示 是 0 记 不 是 4 ， 则 汗 稳 测 重 
就 称 坊 半 黎 曼 油 距 。 特别 如 果 措 村 数 是 1 或 者 d -- 1 , 刚 道 测 距 得 角 一 个 
劳 偷 冀 测 距 ( Lorentz metric ，。 在 RR* 上 如 果 引 入 如 下 的 劳 偷 兹 测 距 : 


b = du! ® du: — du B di? ~ du’ ® dus. 
就 糙 角 一 个 敏 氏 空 间 {(Minkovski space )， 而 杞 坊 L' 。 如 果 我 们 忽略 重 


力 效 上 履 , 则 志 是 有 需 时 衬 的 -个 很 好 的 模型 。 对 过 向 乓 空间 之 柳 何 性 质 
的 狐 究 就 引出 一 些 深 浏 而 重要 沪 相 轩 论 更 象 , 就 如 Lorentz-Fitzgerald 
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收 荐 ,以 及 「 同 时 人 性 」 的 不 再 共有 任何 巧 闵 等 等 。 

有 时 候 我 们 也 喜 数 把 测 距 用 对 称 的 符号 < , > = 8( ，) 加 以 表示 。 
过 惩 写 法 常 骂 得 十 分 方便 。 

一 个 流 形 上 能 物 存 在 一 个 歼 受 测 距 的 充分 条件 就 是 要 求 但 流 形 具 有 仿 
肾 缴 :性 ( paracompactness ) ,请 允 开 第 0.17 季 。 斤 乎 所 有 通常 的 流 形 实 
例 都 具有 仿 紧 第 性 ,车 要 特意 造 出 一 个 不 是 念 紧 粗 的 流 形 也 不 那 诈 简 昌 。 
特别 在 物理 学 中 的 妇 多 实例 全 都 充斥 了 黎 曼 测 距 ( 参 开 第 六 章 ) 。 

至 於 劳 偷 兹 测 距 或 者 其 他 半 黎 曙 测 距 之 存在 性 则 需 涉 及 其 他 的 一 些 拓 
楼 人 性质 。 恬 如 襄 一 个 流 形 能 所 有 一 侦 和 劳 偷 兹 油 距 的 充 机 作 件 束 是 和 天 流 形 
具有 一 个 平滑 的 一 稚 切 子 束 。 而 另 方面 在 一 个 案 第 流 形 上 能 县 有 一 个 平滑 
的 一 条 切 子 东 的 充 要 条件 就 是 近 流 形 之 Euler-Poincaré 特征 数 角 和 震 。 如 
果 一 盆 琉 形 奎 具有 一 个 无 看 坊 老 的 平滑 问 量 场 ， 则 副 问 量 场 能 号 表 一 个 平 
滑 的 一 灯 切 子 束 ,因此 这 流 形 就 具有 一 个 和 劳 偷 兹 测 距 。 另 方面 我 们 知道 一 
个 偶数 礁 的 球面 之 Euler 特 徽 数 等 放 二 ， 因 此 在 这 流 形 上 不 可 能 人 存在 劳 丛 
效 油 距 。 可 是 着 考古 环 面 ,或 者 奇数 灯 的 球面 ， 则 都 有 和 盆 偷 冀 测 距 存 在 。 
高 炊 的 玛 面 上 存在 有 各 种 测 距 ,其 指标 数 可 以 是 0 到 4 中 的 任何 一 个 数目 
。 可 和 在 车 进一步 要 研究 在 一 般 的 情形 需要 怎 柑 的 流 形 地 能 具有 任意 指标 数 
的 渍 距 ， 则 过 及 题 瑟 得 十 分 困 交 。 


5.3 是 度 、 角 度 、 距 能 与 能 重 


由 於 只 有 在 黎 学 的 情形 所 有 长 度 , 角度 及 距 双 的 观念 才 具 有 明 厅 的 巧 
义 ， 央 此 我 倍 要 先 暂 行 假 坝 所 考 惠 的 测 距 是 在 好 上 的 一 侦 正 定 的 锅 距 。 
这 时 我 们 定 闵 切 向 量 + EM, 的 长 度 ( length ) 岛 jv〗 = 《wv,2v>Y2 又 定 闵 
南 人 好 .中 的 非 雾 向 量 > 及 w 之 间 的 角度 (angle) 0 和 任 介 从 0 让 xx 之 间 满 
足 : 
cos 9 = Cp, we/ 人 wh 
之 实数 。 根 毛 习 题 2.17.5 我 们 有 不 等 式 Ko w?| < 1olwi ,因此 上 面 


站 定义 式 是 合理 的 。 
现在 定 砂 一 条 曲 和 7 : [a , b] 一 必 的 长 肢 | 7 | 入 治 此 曲 焰 之 速度 向 
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车 之 长 度 的 各 分 : 


l= | hyd a 


定理 5.3.1 一 人 条 曲 穆 的 长 度 与 此 曲 粽 的 参数 化 卖 示 无 有 天 。 


证 明 ”首先 我 们 注 伙 到 对 从 任 何 a 所 尺 及 全 M。 我 们 都 有 |ao| : 
i a]|jjv 有 〗， 因 和 久 测 距 5 具有 馈线 性 的 燥 故 。 

合 f: [c,d -> [a, 5 名曲 各 YY: [a,5] -> M 的 一 个 新 的 参数 化 画 数 ,办 此 
厅 有 六 >0 ,而且 曲 禾 rr=yo 六 [cq 一 M 柳 成 一 个 原 曲 入 的 新 参数 表 
示 ( reparametrization ) 。 由 回 锁 法 则 有 r* = 二 yx。 ,因此 : 


本 = rl 


= hs) dt 


= [ Jyxtl a 
= 吕 


-- 榨 曲线 7 的 箱 化 际 长 参数 化 圾 示 ( parametrization by reduced 
arc length ) r 二 Yof 就 是 使 得 :sl 二 常数 而 且 使 其 定义 坡 镶 单位 区 间 
[0,1] 。 拓 各 参数 化 表示 要 是 存在 的 话 其 做 法 如 下 。 假 设 7 是 条 定 义 众 
”fa ,pb 之 上 的 平 涟 曲 精 而 有 | 7 | = 工 。 我 们 定义 各 > 的 简化 驱 长 画 数 & 


gt = -| lyenl di 
这 箔 8 的 导数 马上 7sl/ 工 稳 是 估 正 数 ,因此 8g 是 肯 格 避 增 的 两 数 ( 除非 过 


曲 和 禄 在 什么 地 方 其 速度 问 量 7r* 浊 雳 ) 。 过 就 使 得 8 是 个 馈 射 , 而 有 一 个 
逆 亢 数 了 10, 1 一 [eoljif 在 。 运 时 rzr=7ye/ 是 7 的 一 个 新 参数 化 
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表示 , 而 且 使 得 7 活 在 +z0 婴 rt 之 加 着 段 则 煌 的 蓄 最 仿 FL 。 一 般 情 演 下 
过 个 r 只 壤 连 枢 曲 穆 。 但 是 如 时 俱 设 ?yw 全 都 不 庶 圭 ， 邮 良 然 * 化 镶 平 背 
宁 曲 和 楼 。 

黎 部 省 形 (名 ,2 1) 中 任 敬 南 夭 下 居 天 之 问 的 滤 散 ! ss ) 记 管 
(了 ji. 站 ， 其 定义 中 是 序 让 入 大 到 天 划 之 做 数 化 井 绢 之 长 度 沼 中 的 让 六 
人 下限 (createst 1ower tound ; 、 因 此 扩 定 蒜 有 : 

B 针 太 任何 一 租 入 区 型 如 略 的 曲 神 7 和 者 有 #2 (多 和 | 7。 

(b) 存在 一 和 从 下 到 攻 类 本 其 呈 放 任 苞 授 近 问 或 管区 p (2%。，# 的 让 
济 。 此 到 对 於 每 个 : > 0? , 存在 一 条 曲 7 巡 接 吉 到 nn 而 县 漠 趾 |7! 一 : 
人 pp(m, 1)。( 如 果 计 是 不 速 通 护 ,而 目 各 与 1 分 别 蕊 在 不 涪 的 记分 下 . 
时 慑 有 人 竺 何 旭 中 的 此 狠 束 坊 科 强 姑 舟 。 渤 时 不 妨 卡 定 和 

副 天 个 距 凡 鹿 束 e 潇 信 一 些 很 好 的 狂 慎 


4 正 值 性 : pr 之 9. 

(9 对称 和 性: pp 区 -= Pt A 

6G 三 内 形 不 等 起 ;pls 四 < pl 有 十 ri 且 

(4 古怪 化 洗 : 仿 若 po (m2 = 0 罗 必 定 m 一 nn 。 


因此 按司 第 0.8 这 的 定 闵 就 使得 (过 ,po ) 成 宫 一 候 ( 拆 磁 说 ) 虐 中 合生 < 
上 面 的 性 质 (1 ， (2) 及 3) 证 起 宁都 章 常 和 全 易 - 至 了 怜 仁 村 (0 的 车 骨 世 符合 全 二 
均 过 焰 性 (全 在 车 压 空 间 中 下 知 能 基尼 ,以 及 村 所 有 具 和 在 构 Hoasdorfi 空 汕 | 
注 质 . 我 们 只 预备 丛 明 在 歌 所 空 朋 时 二 还 性 俏 放 和 能 锡 成 妆 1 定 王 
$s.4,.4 )》 。 

一 条 从 六 到 和 周 时 时 种 了 生 清 是 7 = 的 玉 ,天 ) 铀 议 是 一 媒 妈 十 的 
些 衬 。 过 种 最 和 的 此 这个 呈 谣 只 有 一 名 。 

好 果 现 在 加 来 海 隔 半 歼 到 耳 形 ， 届 上 关于 议 的 二 此 屿 全 去 半分 名 站 避 
都 合奏 失 抹 。 党 灶 我 们 时 5 人 一 种 贡 打 旦 二， 这 是 各 府 天 全 下 下 和 灶 庆 只 ‘ 
的 能 如 (energs ) , 任 服 2 局 针 , 出 定 凑 其 能 讨 代 5 2 人。 至 铃 一 候 此 
党 7 外 能 量 脂 定 有 以 坊 : 
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而 可 以 使 用 相对 论 中 的 术语 来 分 别 各 种 可 能 的 能 量 。 因 此 如 果 一 个 向 量 ? 
的 能 量 售 正 , 则 褒 过 向 量 是 时 间 闫 的 ( time-~like ) , 而 车 其 能 重 角 之， 
则 设 道 向 量 是 光 沽 的 ( light -like ) 或 零 长 的 ( null ) : 最 后 若 其 能 量 坑 
负 ， 央 说 间 向 量 是 空间 类 的 ( space-like ) 。 如 果 则 入 7 上 所 有 切 向 最 
rst 箔 镶 时 和 间 类 , 虽说 过 曲 社 是 由 时 间 类 的 曲 入 。 同样 若 其 切 向 量 些 篇 光 
类 ( 篆 希 空间 类 ) , 则 讼 道 曲 入 是 光 类 的 ( 是 空间 类 的 ) 曲 穆 ,在 芭 点 所 
有 光 儿 向 量 的 集合 构成 切 空间 好 。 中 的 一 个 超 光 维 ( hypercone ) , 见 第 
2.21 节 。 

能 量 护 槛 念 不 尺 在 半 黎 曼 流 形 土 有 用 ,也 在 黎 曼 流 形 上 很 有 用 不 。 而 
角 了 杭 一 全 部 的 概念 ， 我 们 有 必要 就 黎 曙 流 形 的 情形 来 考虑 下 建 立 能 量 与 
长 度 之 较 的 秽 你 . 这 舌 保 式 可 以 由 积分 的 Schwartz 不 等 式 得 来 : 


( 人 ikg?) dj < 人 C2 dt. | (g1)2 dr. 


其 中 /及 g 人 角 定 闵 伶 {4 ,3] 之 上 的 汇 值 束 可 丙 数 。 在 区 不 等 式 中 其 等 号 
成 立 党 量 唯 当 了 了 角 gg 的 一 个 常数 倍 。 考 碟 一 条 曲 入 7 : [a ,48] 一 MM ,我们 
把 Schwartz 不 等 式 应 用 从 = 1 及 g = 此 7 ,| 上 的 情形 , 立刻 就 得 到 : 


yg ~ DEW). (5.3.1) 


道 盘 煲 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条件 是 8 往 一 个 常数 ， 或 即 此 曲 穆 7 的 参数 能 
与 弧 长 成 比例 。 艇 定 一 条 旨 穆 ， 则 在 运 曲 线 所 有 的 参数 化 表示 当中 不 存在 
任何 一 休 是 能 兵 有 最 低能 量 的 ， 因 饥 我 们 可 以 肥 0 一 a 钥 任 合 大 。 可 是 如 
果 我 们 圈定 参数 的 区 闻 [La ,5] , 则 在 过 固定 Lae,2] 之 上 的 所 有 参数 去 
示 之 央 礁 能 存在 一 休 使 得 其 能 量 带 到 极 小 。 特 别 我 们 可 以 得 到 能 量 与 长 皮 
之 问 如 下 重要 的 静 你 : 


定理 5.3.2 (3 一 杂 曲 狠 车 上 取 其 简化 弧 长 的 参数 化 表示 ， 出 其 能 重 等 於 
法 长 庆 的 平方 。 

(考虑 曲 粮 7 定义 於 区 间 [o . 1] 之 上 的 所 有 新 参数 化 表示 , 则 上 
述 那 朵 简化 强 长 的 参数 化 表示 有 具有 最 低 的 能 量 。 
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fc) 从 入 到 站 存 在 一 条 最 短 的 曲 粮 之 充 要 条件 如 下 : 考虑 所 有 从 和 闫 到 
2# 的 曲 儿 其 参数 化 的 史 间 竺 镶 [0, 1] ， 则 在 所 有 还 些 曲 粮 当中 存在 一 人 条 
有 共有 最 小 的 能 量 。 


误 明 由 (5.3.1) 式 取 [4a,21 坟 [0,1] 则 立即 能 得 出 志 及 他 南 项 
人 性质 。 至 人 论 他 之 证明 , 我 们 假设 7 是 从 mw 到 ”的 最 短 的 曲 各 ,同时 假设 7 
是 表 角 简化 级 长 的 参数 化 麦 示 。 则 对 蕉 任 恶 从 加 到 关 而 以 [0,， 11 念 其 窗 
数 化 区 闻 的 典 线 = 而 可 ,由 (5.3.1) 式 及 | 7 | 需 极 小 的 性 质 可 得 : 


E(y) = |yl?” < Ir sg Et7). 


因此 在 所 有 运 些 他 和 缚 当中 ，7 的 能 量 坊 最 小 。 

肥 巡 来 假设 在 所 有 从 关 到 关 而 以 [0, 1 入 其 参数 化 区 间 的 曲线 当中 
7 具有 骤 低 的 能 量 。 任 版 随便 一 条 上 述 的 曲 稻 > ,而 合 *” 玫 示 * 以 简化 
吸 长 来 做 的 新 参数 玫 示 ， 则 有 : 


yl? = EO) < Er) = |7? = |7|®, 


可 见 在 所 有 运 些 曲线 当中 7 之 长 度 镶 最短。 个 


主 ; (a) 我 们 若 想 在 一 个 黎 曼 流 形 上 蘑 葵 其 最 短 曲 线 的 理论 , 我 们 其 
实 只 需 考 碟 所 有 以 [0, 1 人 坑 其 参数 化 区 间 的 曲 缚 之 最 低能 量 曲 稳 。 由 从 
能 量 过 抠 念 也 通用 於 半 黎 曼 波形 ,所 以 我 们 常 喜 获 考虑 最 低能 量 而 不 考虑 
更 上 共 丰 观 悉 何 伙 闵 的 取 短 长 度 。 

”如 果 在 略图 S′” 工 给 定 黎 曼 测 距 ， 则 党 我 们 考虑 随便 一 租 对 顶点 
时 , 达 接 芝 限 点 的 最 短 曲 入 有 出 人 条。 在 大 域 黎 曼 妈 何 中 , 过 逢 最 短 曲 季 的 
非 唯 一 人 性 时 常会 长 生 。 可 是 如 果 我 们 只 限 稚 考虑 局 部 的 歼 曼 多 何 ， 则 能 证 
明和 从 纵 定 一 点 到 充分 接近 的 另外 一 粘 只 可 能 有 唯一 的 一 条 最 短 的 则 入 。 

0 在 一 个 黎 冯 访 形 中 可 能 存在 南 咎 闫 时 % 使 得 不 存在 任何 一 条 从 m 
到 闫 的 曲 缚 是 能 具有 最 短 的 长 度 。 咒 算 吉 流 形 是 速 通 的 ， 我 们 仍然 可 以 给 
出 过 种 季 短 曲线 不 能 存在 的 实例 ， 请 参考 性 题 5.4.1 。 
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5.4 区 氏 空 间 

在 本 季 我 们 要 泡 明 其 著 距 赚 英 数 在 尺 ”中 所 引进 来 的 黎 曼 桔 构 萌 不 会 
违背 通常 我 们 所 熟悉 的 起 才 千 构 。 另 外 也 要 省 明 运 时 连接 丸 ” 中 琴 点 的 最 
短 曲 粮 就 是 一 休 让 综 ， 正 如 我 们 所 预期 的 。 

命 "人 钥 R" 中 的 卡 氏 座 模 。 在 每 一 点 mE R” ,9/6u'(%) = 90,(m) 
就 是 中 的 一 租 基 。 因 此 我 们 可 以 类 车 指定 其 成 分 坑 丸 ”上 的 实 值 画 数 来 
定 闵 测 距 5 。 而 合 6,, = 5,，。 对 从 任意 2 = v0.0m), mw = wid((m)e Ra 霹 
调 距 就 答 出 : 

Cb, W> = S Diw!, 

近 正 是 尺 s 中 通常 无 向 积 的 公式 。 

间 个 测 距 b 就 称 储 尺 < 上 的 标准 平 让 测 距 (standard flat metric ) ， 
而 已"=(R" ,6) 就 称 坑 (通常 的 ) 欧 氏 dd 稚 空 间 。 

尺 “中 的 一 条 平 请 曲线 可 以 和 藉 著 4 个 实 值 平滑 本 数 来 输出 而 可 训 和 个 

yy 二 (f/f 5,...,f/ 5)。 由於 三 =w er， 到 7 的 速度 向 量 场 应 储 ye= 三 ”. 
9,07 。 央 此 我 们 有 : 


lyesl = ( 立 oro9 


至 於 7 的 长 度 划 可 塌 成 : 


(Se 


站 式 子 正 是 E“ 中 一 条 和 从 m= ra 到 n= 76 点 的 曲 棵 了 之 长 度 的 古典 表示 
式 。 z 

假设 7 是 从 mm = (0 m9) 到 nt = (人 .90 的 一 条 刘 和 线 丢 段 ， 可 
以 和 将 其 参数 表示 写成 : 
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7YS 一 了 十 3 
= (mi + so,..., me 十 304)， 


其 中 0 < $ 到 1 一 天 一 扩 0° 则 对 六 每 偶 指 样 i = 1 ，….……- ,2 遵 数 ”= 
六 篆 坊 当 数 ， 因 此 Iyi = (ZZ (0) 。 这 正 是 从 淄 到 入 点 之 距 庆 的 通常 公 
式 , 鼻 o 之 定义 休 件 全 我 们 也 知道 : 


pOn, n) < jy| = (> (2)2) 12. 


下 面 的 定理 要 诈 明 p (m,%)=|]7| ,办 此 能 符合 p 之 定义 条件 则 。 证 明 
的 重点 在 於 指出 不 存在 从 mw 到 ”的 喝 短 的 曲 牺 。 结果 就 表示 这 兄 的 pp ( 
m, 有 # ) 就 是 E” 中 通常 的 距 骨 画 数 。 


定理 5.4.1 起 疏 7 是 己 ” 中 从 因 到 2 点 的 直 迷 粮 段 , 而 z 表 从 到 * 的 
任何 一 条 其 他 的 曲靖 ， 则 必定 | * | > | 7 | ， 其 中 等 式 成 立 当 且 唯 当 * 坑 
> 的 一 个 新 参数 化 表示 。 因 此 在 已 ”中 过 接 两 点 的 最 短 曲 术 就 是 过 接 尖 博 
此 的 直 稼 粮 段 。 


座 明 ”我们 把 *。 分解 成 与 7 息 直 以 及 平行 的 南部 分 。 然 后 我 人 证 明 
鳍 只 计算 平行 的 部 分 之 长度 的 积分 ,就 已 权 至 少 有 |7 | 的 长 度 了 ,可见 
会 比 7 更 长 , 人 物 车 + 的 季 下 成 分 不 在 每 点 皆 角 替 ,或 者 + 的 平行 成 分 没有 
檀 是 落 在 正 仙 的 方向 。 下 面 就 开始 关 种 构造 。 

7 方向 上 的 常数 单位 向 量 场 驴 XX= a'93，. 其 中 a'= v17| 以 及 
v= 二 其 一 Wo。 所 以 rs 的 平行 部 分 骗 《ro XX。7>X。7r , 其 长 度 是 8 = 
《rs: 车 oT》 ,内 镶 上 Xe = 1 。 现在 假设 6 岛 半 与 + 之 则 的 来 角 , 则 有 : 


lrel cos 8 = rel HX cos 8 = & < Hrall, 


其 中 等 中 成 立 当 且 唯 党 re = 8gXor 以 及 80。 

命 r9=( 人 (ns .fas<s3yspbp。 期 有 rw = (f"5)3i(73) 以 及 邓 = 
和 afr's 二 2(af')'s 。 青 由 ra= 贡 及 rb= 我 们 又 有 f'a=m' 及 fb = 
丸 ”。 因 此 可 得 : 


5.3 绢 分 及 长 方形 327 


of 二 ~ ay) 


盖 果 其 中 等 式 成 立 , 那 麻 rs* = 8gXo7 雪 及 gg 之 0。 这 就 使 得 :fs = css 
,所 以 fs= m+ eo 上 gtarf 二 mi 十 aifis (过 式 定义 了 ps )。 因此 证 朋 : 


rs=r+ (hs/|r|) 


或 即 * 头角 7 光一 个 新 傅 数 化 表示 。[ 上 ] 


司 题 9.4.1} 上 好 仍 从 忌 中 去 掉 人 党 (-1 ,0) 到 (1,.0) 点 的 直线 线段 。 
取 放 上 的 测 距 就 是 通常 六 歌 氏 浏 距 局 限 到 如 之 上 。 草 时 并 是 候 流 形 ， 而 其 
中 距 座 南 数 的 定 闵 域 不 含 [( 一 1 ,0),(1,90)] 台灯 封 半 的 粮 段 。 

(8) 试问 在 太 中 和 从 点 (0 ,1 ) 到 点 (一 1 ,一 1 ) 之 距 座 篇 若干 ?在 M 中 
存在 一 修 曲 笛 偶 的 以 赴 距 凡人 坑 其 长 麻 幅 ? 

t 在 旧 中 要 怎 靡 样 配置 的 网 点 其 间 的 距 肉 症 完全 等 於 间 两 点 在 原来 
& 中 的 距 屿 ? 


5.5 攀 分 及 最 方形 


在 前 季 已 坡 琴 明 E* 中 雨点 则 最 短 的 曲 粮 就 是 一 条 家 伯 贸 段 。 内 此 如 
果 考 诺 一 秽 单 驳 数 族 的 曲线 7,， 其 中 每 人 曲线 都 具有 相同 的 端点 以 及 相同 
的 定 闵 际 间 ,而 且 其 中 7。 是 一 条 资 委 和 贸 段 , 则 2(r, ) 共 上 = 0 有 时 应 设 只 
有 一 个 栎 小 。 因此 如 果 EE(7,) 是 般 於 ! 的 一 笨 可 微分 的 画 数 , 则 其 革 数 放 
t = 0 时 同等 佟 鼻 。 直 梢 的 迁 一 人 性质 可 以 蕉 拿 来 做 伪 在 一 个 斌 距 流 形 中 一 
般 的 了 『 直 稼 」 或 测 地 入 的 定 闵 。 可 是 应 下面 我 们 对 测 地 和 线 所 攀 答 的 定义 比 
校 接近 於 丰 机 所 具有 的 另 一 性 侦 ,就 是 波 粮 是 平 直 不 黎 曲 的 任 质 。 一 人 条 站 
谅 不 格 曲 的 意思 可 以 菏 成 其 速度 向 量 疡 是 -一 个 平行 的 向 量 妃 ( 参看 第 5.12 
节 ) 。 


328 第 五 章 黎 爱 与 个 黎 受 流 形 


pe 


(a,d) (s, d) (6,d) 


La 1 CD roo) 


凯 19 


我 们 如 匈 先 来 定义 平滑 的 单 参 数 曲 乏 族 的 观念 ， 我 们 下面 要 称呼 适 
在 滑 单 参数 曲 委 族 角 了 平 清 长 方形 (rectangle ) 。 

所 谢 一 个 平滑 的 长 方形 外 其 意思 就 是 一 个 把 R” 中 某 一 长方形 映射 到 
某 一 流 形 M 计 的 在 滑 瞎 射 。 因 此 @ 的 定 闵 域 是 个 长 方形 [a,281]x[c,al 
， 其 中 我 们 通常 都 服 c = 0 。( 见 图 19 ) 

党 我 们 固定 i 而 轰动 s 时 所 得 到 的 曲 和 7,s =@(s ,ft ) 称 久 到 平滑 
长 方形 @ 的 糠 牧 。 特 别 曲 入 7。 称 久 Q@ 的 底 和 (base curve ) 。 另 外 如 果 固 
定 :而 变动 1 ， 则 曲名 ‘7t =Q@(s ,+ ) 稳 坊 @ 的 模 截 乡 ( transverse 
curves ) ,因此 “7y 及 “7 分 别 坟 第 一 条 及 最 末 人 条 横 截 棕 。 

对 於 Q@ 之 底 和 7。 上 土 的 每 一 此 我 们 可 以 指定 通过 说 点 之 横 蕉 和 粮 在 喜 占 
的 切 向 量 , 过 就 构成 治 著 7。 的 一 介 疝 量 场 上 ， 称 需 伴 随 平 清 长 方形 驴 的 
向 量 场 。 因 此 上 朋 格 来 苹 ， 间 VV 正 不 是 一 仙 向 重 场 ， 而 只 是 一 个 映射 了 :1ac 
,56] 一 TM , 而 可 以 在 符号 上 窟 成 V(s) = :yxCc， 


定理 5.5.1 假设 7 是 一 休 再 滑 的 曲 绿 , 而 是 一 个 治 著 7 的 向 量 欧 ,市 
且 在 每 一 个 座 样 系 幸 中 假设 了 的 成 分 就 7 的 铸 数 言 些 坊 平 请 的 画 数 。 旭 存 


5.5 机 分 及 长 方形 329 


在 一 个 以 7 念 其 底线 的 平滑 长 方形 Q@ ,而 且 正 好 过 个 @ 的 件 随 向 量 场 篇 V 。 


我 们 过 儿 不 巴 备 杂 明 过 定理 。 可 是 如 果 整 条 7 全 都 落 在 某 一 个 座 标 系 
未 之 中 的 话 ，@ 可 以 很 容易 就 建造 出 来 。 而 另 方 面 由 座 7 具有 紧 征 性 , 记 
以 在 一 般 情况 可 以 大 着 有 限 个 座 标 系 坑 来 簿 塘 住 7 ， 然 后 把 在 每 个 座 标 条 
耕 中 所 构造 出 来 的 Q@ 蒂 党 的 拼 次 起 来 就 可 以 。 当 然 道 样 的 久 还 非 唯一 的 。 

有 了 时候 考 外 片断 的 (broken ) 平滑 长 方形 会 更 加 方便 。 过 是 R* 中 一 
个 长 方形 [Ta ,6]x [cd]j 上 的 平滑 画 数 ,其 中 [aa ,65 ] 被 分 裂 成 有 限 
段 fa, s1], fs 52j, kx-uoo ,而 且 当 我 们 把 这 映射 限制 到 每 一 个 子 长 方 
形 [sn_1 w] x [c,d] 之 时 此 篇 平 滑 长 方形 。 壹 狗 当 然 s,= 4 ， sb ,又 
有 = 1 ，…… ,大 。 过 个 片断 的 平滑 长 方形 的 伴随 向 量 场 就 称 坊 沿 著 底 线 7。 
的 一 候 片 斯 的 平滑 向 量 场 。 

如 果 对 於 每 个 上 来 统 ， 儿 的 第 一 人 条 及 最 末 人 条 横 截 篆 针 篇 常数 曲线 ， 
“Tt=m 及 "Tt 一 n ，, 则 过 个 Q 就 称 俯 是 从 因 到 关 的 曲线 当中 的 一 个 变 分 
( variation) 。 如 采 我 们 的 办 趣 是 在 比较 底 绿 跟 其 他 那些 从 mw 到 的 曲 夭 
， 则 所 也 可 以 称 仿 7。 的 一 个 驾 分 。 半 时 都 有 V(a)=0 及 V(b5)=0。 反 
过 来 ,如 果 了 是 一 个 说 车 曲线 7 的 向 量 场 ,满足 V(a) = 0 以 及 V(b) = 
0 ， 则 存在 7 的 一 个 释 分 , 而 且 其 件 随 的 向 量 凯 就 是 过 个 了 。 我 们 可 以 称 
呼 过 种 VV 镶 7 的 一 个 然 帘 小 变 分 (infinitesimal variation ) 。 

在 一 个 歼 曼 流 形 并 中 一 人 条 (片断 ) 平滑 的 曲 和 缚 7 如 果 满 足 对 於 每 个 淆 
分 ( 其 中 7 =7。,) 全 都 有 diy:|/4r(0) = 0 ， 则 褒 半 曲 穆 是 长 度 力 办 的 ( 
length~critical ) 。 如 果 对 於 7 的 每 一 个 构 分 ( 其 中 7 = 7r。) 而 首 , 常 t 
= 0 时 | 7 ,| 都 镶 模 小 ， 虽 褒 半 7Y 是 长 度 村 小 的 ( length~minimizing )。 
如 果 把 上 面 雨 个 定义 中 所 用 的 长 度 | 7 ,| 全 都 改换 和 仿 能 量 E(7.,) ， 那 应 我 
门 就 得 出 7 需 能 量 略 界 (enerISy-critical ) 以 及 能 量 极 小 ( energy-min- 

imizing ) 的 定义 。 

注意 各 兄 所 定义 的 长 度 标 小 与 能 量 标 小 桥 含 只 限 於 考虑 在 7 之 附近 的 
一 些 曲 线 . 而 就 所 有 过 些 曲 穆 党 中 衡量 7 的 长 度 或 能 量 是 否 需 极 小 。 因 此 
天 要 念 就 跟 第 5.3 节 记 定义 的 最 短 长 度 或 最 小 能 重 概念 不 同 , 因 集 那儿 是 
就 全 怖 连接 7 的 南 个 端点 之 曲 委 来 考 虚 的 ,因此 是 一 种 大 域 的 最 小 的 概念 
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。 估 过 有 可 能 某 一 修 涡 对 上 共有 长 扩 标 小 的 人 性 侦 ， 但 足 律 不 是 最 短 的 曲线 ， 
久久 有 于 能 另外 存在 一 -条 此 绢 通过 中 重 牙 条 | 例如 通过 站 示 楼 空间 韦 久 外 
一 个 洞 ， ) 而 能 使 得 其 长 度 更 知 。 可 是 另 方面 是 然 一 休 最 短 的 购 根 就 
运 是 侯 总 记 椒 小 的 申 各 ,而 - 修 能 量 疫 小 的 曲线 也 一 定 是 座 能 量 橡 小 的 上 由 
每 ,内乱 在 只 对 标 小 点 醒 获 上 的 导数 必定 壤 需 。 

出 於 典 棕 的 长 展 | 7 | 与 间 曲 禄 有 的 兴旺 化 之 玩法 拔 拓 ,从此 上 而 长 紫 
澡 罩 忆 老 胰 车 攀 小 入 概念 可 以 看 成 一 嵌 曲靖 种 看 成 一 些 点 的 集 人 台 肝 的 性 览 

， 而 寺 是 被 看 把 一 条 参数 化 血 粮 时 的 人 性 早 。 可 是 在 另外 方面 如 果 我 们 换 成 
去 虑 能 量 ， 划 这 上 星 虹 各 的 参数 化 浇 法 就 瀑 得 十 分 重 要 。 因 此 -一 外 能 项 了 踢 办 
砷 垦 的 参数 化 表示 县 有 其 特别 的 意 费 . 就 非 光 类 有 的 由 绍 而 症 ( 例如 寿 庶 多 
上 流 形 上 的 任何 暴 综 ) ,一 俱 能 量 噬 办 的 曲 得 之 爸 数 化 表示 -一 定 芯 有 预 是 能 
控 其 号 长 成 比例 的 可 有 可 能 。 如 昌 我 们 考虑 光 缠 的 能 量 应 和 罩 曲 和 线 ， 红 其 改 
鹤 化 家 示 也 是 一 些 能 正好 济 合 测 距 的 基 些 141. 4 获 数论 表示 本 本。 

一 条 攻 度 ( 或 能 量 ) 标 小 的 由 禄 自然 也 十 一 候 瓜 座 (或 能 量 ) 莉 界 的 
人 例如 我 们 在 严 的 球面 土 堵 看 一 便 大 国之 上 

冰 六 和 国 的 志 针 ,不 功 以 篇 化 强 用 做 久 其 您 烤 人 水 表 及 : 。 在 退 责 端 熙 之 浊 剖 
这 原 坟 天国 此 沟 存 在 另外 的 肝 旨 其 长 层 食 和 玖 得 持 短 . 因此 原来 则 线 东非 披 
了 标 小 , 但 十 饥 久 长 府 熙 罕 的 。 全 5 .13 世 我 们 将 证 明 就 事 酸 形 的 
们 形 而 让， 一 休 能 景 聊 寄 的 蝗 各 - 一 定 也 是 长 实 降 界 的 。 办 此 把 上 在 度 痰 成 能 
生来 于 魔 站 个 本 英 妆 我 有 可 和合 谨 ， 友 到 来 其 恨 大 中 寻访 在 从 问 我 全 呈 民 
问 时 考虑 半 黎 名 流水 的 偿 形 ， 亿 局 睡 可 以 考 谋 导 标 在 某 些 竺 其 速度 启 人 生息 
苦 的 址 各 。 


5.6 平 交 空 关 
一 个 半 柳 电流 芒 ( 族 , 5b， 上 的 座 模 条 入 若 在 其 中 测 中 5 之 所 有 成 分 巷 
常数 ， 则 就 称 拱 4 是 全 沪 身 的 (affine ) 了 入 条 扰 。 如 果 在 站 中 入 第 枯 
存在 一 信念 剧 训 楼 采 多 则 送 僵 订 就 应 篇 平 直 的 fiat ) 学 黎 总 汐 形 。 在 
化 面 会 旗 晤 运 个 定义 条件 等 假 从 达 求 某 偶 称 千 肛 束 家 量 的 昌 西 入 将 契 字 合 
害 。 平 真空 崩 的 实例 像 欧 兵 空 间 与 散乱 空 凡 等 黄 十 。 


5 和 


定理 5. 和 .| 在 一 便 平 直 空 间 诡 那些 能 基 酸 办 的 曲 粮 旋 是 那 舌 在 仁 们 沪 放 
中 要 六 统 生 :类 并 太志 各 的 曲 溢 。 


铬 明 各 三 先 来 答 出 一 择 烛 各 >” 是 能 显 噬 乔 的 一 种 解析 性 的 媒 竹 。 让 
公 过 了 本 茂 入 案 竹 ， 瑟 介 了 皮 芝 让 有 限 介 舍身 学 你 双 区 训 能 料 写 昌 禄 完 
全 王 融 。 网 此 我 们 不 站 假设 乓 定 柱 起 1ea.0] 可 以 稚 科 分 成 有 限 敌 4， 
2 er ds, = 使 得 在 y 之 下 每 “ 且 lcu -aaaj au = 
映射 迹 某 一 食 优 射 记 标 系统 了 中 。 

更 存 我 们 就 集中 许 息 基站 镑 的 区 泣 { ee- ，, en] 之 上 。 使 用 优 帮 着 
我 估 可 以 的 一 个 名 分 天 示 成 - 租 了 个 具有 他 妆 数 。 与 /的 医 笋 
0 而 二 落 在 0 的 一 个 部 城 之 中 。 披 能 下 

”人 镶 仿 射 徊 标 ,因此 测 距 5 可 以 认 示 成 = Dy dx' dx ,其 上 书 保 粗 了 3， 全 
一 些 入 是, 售 且 构成 一 个 未 育 呈 的 对 穴 刁 嘲 。 带 时 缚 各 了: 的 法 奖 澡 帅 汶 
器 yr =f yy 其 中 f= 6fii6s ， 因此 7。 的 能 量 是 有 俱 妨 下 形状 
之 征 分 的 和 : 


汪 ， 不 四 
i * 于 1 和 7 


"0, 


站 二 | bi,fsfils, 1) ds. 
da 


因此 7 = 了 ,鲁能 量 跑 界 的 体 件 可 高 驴 YY。 54.(0) = 0 。 当 我 他 寺 算 
Ea(0) 时 ,关於 1 之 微分 可 以 容许 在 种 分 忠 之 下 进行 : 


E10) = 2) bufi fa(s, 0) ds, (S$.¢.1) 
do 


其 中 附 众 曙 数 的 下 律 s ,rt 党 从 炎 示 偏 革 数 。 藉 著 部 分 积分 而 令 #= 
及 各 = 凡 ds 是 得 ， 
EO) = 2 Lifi(aw 0 -fifa 
-2{™ byfafils, 0) as 


2[Cy (20), Wida)> | ‘ya(Aa -1), .ACH 
2 ™ Wt 
一 2| A.(s), V(s)> ds, 《SS 和 3 
Gog- 


| 
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其 中 了 是 伴随 好 分 @ 的 向 量 喜 而 44 = fs(:, 0)901cy 是 7 的 加 速度 向 量 场 
( acceleration ) 。( 通常 加 速度 饼 然 表 岛 座 标 成 分 的 第 二 次 导数 ,因此 
一 船 必 诡 兹 不 是 一 种 不 歼 量 。 可 是 在 一 偶 平 交 空 章 当 我 们 把 注 苇 限制 到 念 
射 座 标 之 时 ， 这个 加 速度 就 是 一 个 ( 优 射 ) 不 名 和 量 。 在 下 面 的 证 明 中 我 们 
菲 没 有 用 到 这 事实 ,但 是 站 仁 质 是 可 以 下 接 证 明 的 , 参天 习题 5.6.1 及 
5.6.2 ) 。 

党 我 们 把 (5.6.2) 式 逐 项 相 加 , 则 第 一 部 分 互相 抵消 而 只 剩 下 2[Ky* 
[Db), (Db)> 一 《yn(Q), (a)>] 。 人 得 是 由 於 名 需 一 个 吏 分 ,了 (2) = 0XV(a) 
= 0 ,所 以 速 间 南 个 剩 下 来 的 项 也 全 都 消失 了 。 

办 此 7 和 坊 能 量 隆 界 党 县 唯 当下 面 这 些 积分 的 和 : 


E'0) = -2 也 [ ~ CAals), Fr(9> ds 


对 每 一 个 沿 著 7 满足 V(a) = 0 及 V(b) =0 之 向 量 场 六 此 能 篇 需 。 我 们 
把 能 量 的 导数 表 成 过 种 样式 的 优 目 在 从 其 中 所 涉及 的 构 分 是 以 无 帘 小 副 分 
” ， 或 即 向 量 场 的 将 态 出 现 。 而 由 过 表达 式 我 们 立即 能 得 出 加 速度 向 量 场 4 
必须 恒 等 锥 零 。 因 坑 如 果 对 钛 某 个 = 及 < 我 们 有 Ao(c) x 0 ， 那 大 我 们 可 
以 先 在 y(c ) 点 泗 一 个 向 量 > 使 得 《4o(c), > 关 0 ， 因 乱 绢 是 不 退化 的 。 
接 下 来 可 以 把 v 延 拓 成 一 个 沿 著 7 的 在 滑 向 量 场 了 , ,而 由 速 炉 人 性 来 囊 出 
[ exe_，, au ] 中 的 一 个 子 区 间 [c,, c,] 能 锡 包 含 c 点 而 且 在 其 上 都 有 
《Aols), V1(s)》 关 0 。 当 我 们 使 用 一 个 构造 於 第 1.5 季 实例 多 中 的 在 滑落 数 
来 乘 以 V ,时 , 我 们 就 得 到 一 个 理想 的 无 镶 小 玫 分 六 = hV, 使 得 在 2'( 
0 ) 的 奏 示 式 中 只 剩 下 一 个 积分 不 需 老 ， 因 坑 我 们 是 愤 A 在 [c,,c:] 之 
外 全 都 需 零 。 过 时 示人 销 不 坑 需 的 积分 当中 的 积分 〈4。 > = MK4e 由》 不 
会 改变 符号 。 可 是 在 过 情况 之 下 过 积分 不 可 能 等 伏 雳 ,因此 得 出 一 个 矛盾 。 
因此 角 了 要 使 7 坑 能 量 距 界 ,我 们 必须 要 求 加 速度 44 全 等 价 零 。 但 
是 过 4。 的 优 射 座 标 成 分 篇 7 之 成 分 /4(.,0) = xsy 的 第 二 次 计数 
( ，，0 ) ,因此 可 由 一 条 能 量 隐 界 的 曲 牧 必 定 具 有 娘 性 的 仿 射 座 标 成 分 
。 此 即 存 在 常数 w' 及 v' 使 得 : 
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(XxX'oy)s = us++ vo 


就 7 的 每 一 点 而 襄 我 们 都 有 -- 个 优 射 座 标 系 统 包 含 吉 点 ,而 已 证 明 在 适 座 
栋 中 > 是 一 外 丰 粮 表 如 上 面 的 形式 。 

反 过 来 如 果 对 於 一 租 遮 凌 7 的 优 射 座 标 系 新 中 的 每 一 个 ,假设 >x 。7 
都 是 * 的 物性 丙 数 ， 则 4u 便 等 僚 零 ， 因 此 能 量 的 第 一 个 沟 分 己 《0) 就 
等 於 才 。 上 


又 了 在 一 偶 平 站 空间 事 一 朵 能 重 降 界 曲 特 7 的 速度 向 量 场 具有 常数 的 逐 
点 能 量 ， 此 即 < 7e*，7a> 是 个 常数 。 特 别 来 迟 如 果 一 休 能 县 吃 界 曲 失 在 某 
关岛 空间 类 , 则 在 所 有 点 也 此 和 角 空 间 类 。 同 样 若 在 某 点 坊 光 类 (或 时 间 类 
) ， 则 在 所 有 点 也 苷 坑 光 类 ( 或 时 间 类 ) 。 最 后 如 果 是 考虑 平 直 的 黎 受 流 
形 ， 则 其 中 的 能 量 研 界 曲 根 之 参数 化 一 定 是 与 其 弧 长 成 比例 。 


系 2 在 平 直 黎 芝 空间 中 一 条 能 量 噬 界 曲线 一 定 也 是 长 度 踢 界 的 。 


证 明 ” 假 届 7 角 能 量 了 临界 和 的 。 由 系 工 在 其 定义 区 和 [ac, 8] 之 上 其 参 
数 化 与 弧 攻 成 比例 。 现 在 假设 @ 是 以 7 镶 其 底 贸 的 任意 平滑 长 方形 ,我们 
可 以 不 多 动 7 而 把 所 有 笨 折 都 重新 参数 化 以 使 其 恰 弧 长 成 比例 , 遭 就 得 出 
一 个 新 的 长 方形 儿 ，。 若 以 上 来 分 别名 , 中 f 分 个 不 同 糠 禾 7 ,我 们 就 以 
L(t) 及 E(t ) 来 代表 其 长 度 及 能 量 。 则 出 座 (5.3.1) 式 中 等 式 成 立 的 休 
件 能 满足 ,所 以 有 L()? = (8 -WEQ) 。 但 是 证 然 7 怎 能 量 路 界 而 有 尽 ( 
0) = 0 ， 可 晃 必 须 2L(0)L'(0) = 0 。 因 此 或 者 L(0)= 0 而 7 和 念 常数 曲 棕 
因此 坊 长 度 叱 界 ， 或 者 对 锥 所 有 @ 全 都 有 民 (0) = 0 , 而 知 7 是 有 长度 路 界 
的 曲 粽 。 口 


有 3 如 打 在 平 直 空间 丑 的 一 条 曲 棕 是 能 量 踢 界 的 , 则 遭 休 曲 儿 的 任何 一 
段 也 都 是 能 量 路 界 的 。 反 过 来 , 如果 一 条 平 消 曲 久 的 每 一 局 部 段落 都 是 能 
量 妖 界 的 ， 则 整 休 有 曲 儿 就 是 能 量 了 莉 界 的 。 
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评 明 ”在 某 座 标 系统 中 加 速度 向 量 场 坑 堵 是 个 和 纯粹 局 部 性 的 人 条件， 因 
此 本 定理 自然 成 六 。j z 


证 : 八 管 平 直 空间 是 些 相当 特别 的 流 形 ， 可 是 上 面 吉 定理 5.6-! . 其 
答 明 的 做 法 以 及 所 有 三 侦 有 邓 全 都 可 以 轻易 的 推广 到 半 黎 蛇 流 形 之 上 。 号 於 
这 推广 目前 唯一 还 缺少 亿 就 是 如 何 把 上 面 得 到 (5.6.1) 式 及 (5.6.2) 式 
的 改 分 秽 念 推广 成 坊 对 於 问 量 场 的 一 般 的 微分 纲 含 。 特 别 我 们 需要 建立 有 
靖 一 人 妊 曲 和 粮 之 内 在 的 加 涉 麻 之 覃 念 。 在 接 下 去 的 三 节 豆 我 们 就 预 备 不 使 用 
油 距 而 记 接 抽象 的 讨论 兴建 立 起 一 套 微 分 的 先 念 。 然 化 到 第 5 .11 节 才 回 
来 说 明 使 用 一 个 测 中 如何 自 然 的 3| 入 ~-- 套 微分 狠 念 , 而 其 所 具有 的 人 性质 是 
可 以 尖 合 於 进行 定理 5.6.1 之 访 明 的 推广 工作 的 。 记 有 进 些 工作 就 使 我 们 
得 出 重 酉 的 结论 ， 带 到 一 作曲 稼 是 能 量 苞 界 的 充 要 条件 念 各 曲 禾 是 条 测 地 
儿 ( geodesic ) ( 定理 5.13.2 ) 。 


避 题 5.6.1 假设 x' 及 y' 是 翻 距 和 的 两 租 重 澡 的 仿 射 座 标 系统 ， 试 性 明 
洗 座 所 有 1, 了, 大 都 有 5x!/8y' 9y* = 0。 因 此 在 座 樟 郑 域 的 交集 的 每 一 个 
连通 成 分 之 上 a = 9x'/3y! 全 都 是 些 常数 。 而 使 得 在 其 上 的 座 标 转换 式 骗 
= aiy 十 如 ,其 中 ;及 4' 全 是 常数 。 换 首 之 ,这些 座 标 句 摸 全 是 念 
射 的 黎 换 。 

葡 示 : 定 闵 五 = 8/8y! 及 及 = 一 [xxaw 9y] 8/6x* 。 读 明 : 


Y< Y., 好 > 一 C 了 ie Y,> 十 <Y,, Y > = 0 


因此 数量 Tix = 《YX, Vx》 对 於 i 及 j 是 反对 称 的 ， 但 是 对 於 ) ,上 御 乱 
对 称 的 。 过 样 由 习题 2.17 .1 就 知道 了 ,js = 0 。 再 由 於 了 了。 是 一 租 基 ， 可 
蝎 Y 了 n= 0 , 而 得 证 。 一 


习题 5.6.2 试 履 > 的 加 速度 向 量 场 4a 壬 所 用 优 射 座 标 有 条 统 的 泪 法 无 关 
。 因 此 我 们 不 妨 将 下 宰 a 去 掉 。 


习题 5.6.4 试 证 明 采 2 之 逆 坑 贰 。 此 即 姓 明 -一 休 长 度 隆 界 的 曲 精 也 必定 
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是 能 量 踢 寞 的 。 因 此 知 使 用 优 射 座 标 则 其 成 分 优 和 粮 人 性 的 辣 数 。 


褒 著 一 条 非 光 类 人 能量 伐 界 曲线 7 的 优 圳 小 玫 分 叉 可 以 分 解 成 两 个 成 分 
TV 与 | 站, 其 中 前 者 与 7 相 切 而 后 者 垂 让 人 於 7 。TY 让 部 分 表示 一 种 对 
7 重新 加 以 余数 化 的 倾向 , 但 是 御 不 更 支 之 像 域 。 由 切 向 驾 分 所 引起 的 
能 最 驾 动 可 以 授 过 E” (0 ) 来 加 以 代表 ,其 中 E(t ) 是 一 个 件 彼 从 TV 之 长 
方形 的 煌 入 7， 的 能 量 。 能 证 明 进 肝 E* (0) 之 符号 与 < yw，7e > 之 符号 相 
同 。 可 是 如 果 换 成 考虑 垂 让 方向 的 释 分 1 Y 而 取 其 相 件 随 的 长 方形 ,其 计 
算 其 循 粮 之 人 能量 的 第 二 次 导数 , 则 过 种 资料 与 7 附近 的 柳 何 具有 密切 的 稀 
傈 。 因 此 对 认得 种 垂 站 方向 的 溺 分 之 第 二 次 能 熏 半 数 人 们 下 过 功夫 仔细 研 
究 , 需 方 便 其 钱 太 就 把 得 种 二 次 导数 称 凡 第 二 法 向 哆 量 ( second norma! 
variations )。 在 盆 偷 兹 流 形 上 ( 因此 在 相对 论 中 ) 能 勉 束 明 : 所 有 时 间 
闫 的 油 地 烷 ( 通 稳 角 世 和 综 ) 其 第 二 法 向 强 量 信 般 负 值 。 因 此 对 於 法 向 的 光 
分 而 时 , 远 种 世 入 会 具有 杠 大 的 能 量 。 通 方面 的 复 一 步 研 究 我 们 不 预备 对 
论 了 ， 壮 扶 只 来 提 一 下 一 种 特别 的 情形 而 列 篇 一 个 习题 。 


加 题 5.8.4 哉 疏 敏 拱 空 间 中 时 间 类 的 韦 穆 绪 段 就 法 向 如 分 而 虽 都 是 能 鳃 
村 大 的 。 


5-7 仿 射 过 柳 


我 们 可 以 在 流 形 上 3 引入 一 种 称 饥 顺 释 微分 ( covariant differentia- 
iion) 的 不 遍 人 微分 秽 仿 。 当 一 个 流 形 上 建立 了 送 种 硕 轰 微分 的 结构 ， 则 进 
深 形 就 称 镶 具有 一 个 仿 射 连 架 ( affine connexion ) ,或 者 设 遵 流 形 已 补 
优 射 束 腕 起来。 由 一 个 半 黎 受 流 形 的 糊 灼 我 们 可 以 自然 的 引进 一 个 仿 射 速 
奖 ( 第 3.11 和 节 )。 由 某 些 特别 的 车 构 , 像 流 形 上 的 平行 任 结 柳 我 信也 可 
以 得 到 优 射 加 号 ( 锦 题 5.7.3 ) 。 另 外 由 一 棚 互 相仿 射 关 束 的 座 标 系 和 统 之 
加 至 集 我 们 照 桂 也 能 钢 得 出 一 个 仿 射 速 紧 ( 六 题 5.7.5 ) 。 有 时候 我 们 挑 
玩 一 个 仿 射 连 尼 来 当做 工具 使 用 会 十 分 方便 。 可 是 在 一 全 波形 上 的 仿 射 连 
颖 痊 非 只 有 单独 一 个 。 
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在 友 史 上 优 射 天 通 是 由 一 个 歼 受 空间 之 车 构 加 以 抽象 化 而 来 。 而 其 命 
名 的 原因 可 能 基 座 如 下 的 想法 ,我 们 使 用 糠 性 转换 来 把 郑 近 的 切 空间 连 纪 
在 一 起 ,以 便 将 不 同 切 空 税 中 向 量 的 差 值 表示 出 来 ， 然 做 取 遗 差 什 之 阐 兰 
考 感 其 模 限 或 泣 数 。 而 在 最 早 硕 加 微分 适 运 算 就 袖 看 如 对 通常 偏 微 分 运算 
夭 著 加 入 修正 项 而 做 湾 当 的 更 动 以 便 得 出 一 条 在 座 标 狗 换 之 下 保持 不 网 的 
微分 运算 ,在 得 儿 我 们 预备 使 用 一 套 比 通常 仇 法 更 具 一 般 人 性 的 公设 娩 法 来 
介 家 优 射 连 竖 。 适 样 的 闽 法 就 使 我 们 可 以 征 方 便 的 引进 向 量 态 沿 著 曲 入 进 
行 壮 多 微分 的 观念 。 

假设 p :NN 一 MM 是 从 流 形 到 流 形 以 的 一 个 平滑 映射 。 所 关 在 4 之 上 
的 一 个 向 量 鼠 式 就 是 指 一 偶 平 滑 了 映射 三 :六 一 TM 满足 对 於 每 点 x 筷 入 都 
有 半 (x) EMp。。 因 此 放 中 一 个 下 子 集 上 上 的 通常 不 清 向 量 场 就 可 以 看 如 
一 个 在 包含 也 射 i :上 一 衣 之 上 的 向 量 荔 。 在 大 部 分 下 面 所 要 时 论 的 吾 项 
中 常 我 们 把 g 特别 考 店 入 伍 等 映射 i :MM 一 MM 则 所 得 到 的 就 是 通常 古典 的 
艇 丸 。 : 

在 一 个 映射 pg :NN 一 旗 之 上 的 向 量 场 有 责 入 特别 情形 : 

第 一 , 把 NM 上 的 一 个 向 量 怒 和 局 用 有 长 上 之 上 可 以 如 仿 就 是 P :N 一 MM 
与 :MT 了 M 的 合成 映射 而 配角 Xopg 。 

第 二 , N 上 一 个 向 量 场 了 在 pg 之 下 的 影像 可 记 岛 wo 而 定 装 篇 (了) 
(n) = pa( Y(n)). 

因此 可 见 和 上 的 向 量 妃 了 以 及 M 上 的 向 量 场 大 互相 是 pg 相 天 的 充 要 人 条 
件 是 HasY=Xop 0 

可 以 使 用 运 常 逐 点 定 绪 的 方式 来 定 闵 订 伪 产 上 的 向 量 志 之 和 ， 以 及 一 
个 yx 上 的 向 量 怒 届 一 个 NA 上 再 清 画 数 的 乘积 。 因 此 设 芭 与 了 篇 y 上 的 向 量 
声 ,而 了 :人 N 一 尽 坊 在 滑 画 数 ， 则 定 谎 (XY + 了 Xn) = XY(n) + Y(n) 以 及 
CD = /CDxGn. 

假设 六 , ,…… ,X。 是 在 某 个 座 樟 部 域 U CM 中 的 一 组 局 部 基 ，( 例如 
可 版 广 ， 仿 旗 标 向 量 场 de: ) 多 则 对 其 Fk 上 的 每 一 个 向 量 鳃 了 以 及 每 一 伪 其 
PP 全 以 之 点 2 我 们 都 可 以 敲 出 : 了 Y(n) = XGn) 。 痢 就 在 PC 之 上 
定 乾 了 da 个 实 篮 西数] ′ 。 容易 看 出 得 些 7/ 竺 人 坑 在 清 画 数 ， 因 局 若 版 i 
您 上 音 形 的 一 扔 对 偶 基 ,， 则 有 三 =。w" 。 ,可 见 他 们 就 是 平滑 缺 射 了 : 
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N 一 TM 与 w' :TU 一 R 的 合成 映射 ,因此 刚 县 丕 滑 性 。 所 以 一 个 任意 的 
k 上 的 向 量 场 了 在 局 部 上 便 可 表 成 :了 = 三 Xe。 pn 。 因 此 把 族 上 向 量 场 的 
一 租 局 部 基 限 制 到 pj 之 上 就 得 出 jg 上 向 量 场 的 一 租 局 部 基 , 其 中 所 出 现 的 
各 成 分 上 缘 久 入 上 的 实 值 平 滑 孙 数 。 从 下 面 起 当 我 们 讨论 局 部 问题 时 我 们 者 
要 和 藉 孝 一 和 组 x 上 向 量 场 的 局 部 基 {X, } 来 表达 ， 可 是 我 们 阔 不 假 司 过 稻 基 
就 是 由 原来 上 的 一 租 局 部 基 按 上 法 限制 长 上 而 得 来 。 但 是 感 记 得 上 述 滩 
行 限制 的 做 法 是 一 种 获取 上 上 向 量 场 之 局 邵 基 的 主要 方法 。 

在 & :NM 上 的 一 侦 仿 射 连 此 ( affine connexion ) 品 就 是 一 种 法 
则 能 金 对 每 一 个 t EEN, 指定 一 个 运算 D，, 这 运 算 把 任 秋 一 个 在 p 之 上 的 
向 量 场 映射 成 切 空间 Mu。 中 的 一 个 元 素 而 且 满 足下 列 过 些 公设 ( 道 史 是 者 
虑 所 有 的 上 ,ENW。, 还 有 An 上 任 总 的 向 量 妃 三 ， 了， 任 苇 平 请 画 数 y: 
AN 一 下, 还 有 任 苇 实数 ac ,2 和 所 尺 以 及 六 上 任 疙 的 向 量 场 Z ) : 


(人 关於 上 是 乡 性 的 : DaiiwwvX = GD + bD,X. 

(2) ” D, 过 运算 就 尺 是 缚 性 的 : Di: DayY + bY) = aDX + bD,Y 

(3)  P, 是 一 候 寺 运算 (derivation ) : DOX) = GADX(n) + On)D.Y. 

(4) 平滑 性 : 定义 篇 (DzX JoD =Dzm 基 的 物价 x 上 的 向 量 场 D,X 是 个 
平滑 的 向 量 场 。 


我 们 把 同 量 D,X 称 镶 对 人 於 1 的 硕 驾 导数 。 

4 上 的 一 个 仿 射 速 上 网 就 定 闵 志 在 便 等 映射 1 :及 一 及 之 上 的 优 射 连 桶 。 

由 於 我 们 全 都 只 考虑 优 射 连 柳 ， 历 以 我 们 以 后 就 都 将 其 简称 含 连 胃 。 

D， 过 个 上 顺 变 半数 有 运算 具有 局 部 性 、 其 匡 闵 如 下 。 和 如 果 半 与 Y 都 是 4 
上 的 向 量 场 ， 而且 在 # = xf 的 某 个 部 域 U 之 上 他 们 相等 闭 =Y . 则 必定 
D,XX= D,Y 。 事实 上 只 和 需 取 一 个 平滑 商 数 在 VU 之 外 人 恒 等 於 1 ,而 在 x 点 
的 一 个 更 小 的 郑 域 V 之 上 便 等 於 零 , 则 有 三 (人 一 了 沁 = 长 -了 , 因 饥 在 
VU 上 FX-Y=0。 因 此 


PDT- DY= D(XY- 7) 
Df-(X— YY) 

(XK YH + OND(X— 站 
= 0. 


| 
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因此 我 们 可 以 把 一 个 回 贤 卫 局 限 到 入 的 一 候 并 于 流 形 之 上 而 得 出 一 个 在: 
必 上 的 连 交 : 假设 XX 是 在 pio 之 上 的 向 量 场 而 EU，， 则 可 以 现 一 个 nn 
区 较 小 的 部 域 V ,使 得 | rv 可 以 平滑 的 延 拓 成 NN 上 的 向 量 雹 人” , 然 做 定 
绕 D,XX=D,X' 。 了 由於 D, 的 局 部 住 ， 上 面 乒 法 络 然 跟 发 的 园 开 无 大 。 以 
做 我 们 在 书写 时 就 不 再 区 分 如 以 及 着 DD 到 VU 上 的 限制 。 

现在 假设 年 ，，…… ,Xs 是 py 上 向 量 场 的 一 和 组 局 部 菇 ,而 Z,,…… ,2 
是 站 上 向 量 场 的 一 租 局 部 基 , 全 都 定 闵 在 VU CAN 之 上 ， 则 我 们 定义 如 妮 已 
对 於 局 部 基 {X, ,Zo ) 的 俯 数 入 上 的 d'e 个 聊 数 了 Tia 满足 : 


Dz,.¥, = La Xs 


如 果 了 是 mp 上 的 向 基 场 而 在 局 邵 上 天 表示 成 了 = 三 有 ， 则 对 其 任 配 上 = 
4ZN)EN,,neEU 我 们 都 有 : 


DY = Df’X)) 
= (tN Xn) + OiD NY, 
= {aZA TX) + fmMar Dz, Yk) 
= @ [ZOD + ONT IX(n). 


区 吕 1 ，j 是 就 1，…… ;有 取 和 ,而 a 是 就 1,…… ,e 到 和。 过 样 看 出 在 
局 部 上 DD 可 以 尹 著 其 平滑 保 数 了 ja 完全 加 以 决定 。 

对 於 二 忆 入 ,我们 也 可 以 定 闵 D, 的 保 数 角 实 数 荆 ;, 使 得 下 式 满足 : 
DX = THX(n) 。 因 此 有 FF = zf 以 及 DA XI) = [tf + Fn TX) 
° 对 奏 每 点 rn EN ,映射 wm; :tt 一 了 ;, 都 可 看 如 和信 、 上 的 一 个 实 值 穆 性 映 
射 ej; :Ar. 一 尺 ， 因 此 正 是 N 上 的 一 个 单 形 。 我 们 就 把 单 形 w : 称 角 对 感人 
局 部 基 {X,} 之 连 紧 形 ,矩阵 (wj (1)) 就 答 出 基 {X,} 对 从 向 量 1 的 鹿 
化 率 之 测度 。E. Cartan 特别 喜欢 使 用 吉 些 速 歼 形 。 若 把 上 顺 煞 微分 用 连 索 
霄 加 以 麦 示 则 可 重新 写成 : 


Dz = [Zo(X) + wi XZ)NK, 


天 镶 w'(X) 就 是 天 的 成 分 。 
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镶 题 4$.7.1 武 求 乙 之 傈 数 记 少 足 的 缕 换 律 。 此 郧 假设 了 = gi 了 了 WW, 
= 12Z。 分 别 忆 4 虐 向 量 场 及 N 上 问 量 旋 之 新 基山 决 定 DD 对 认 { 

Ze :之 傈 数 怀 忆 对 其 {YWa} 之 保 烤 之 间 的 天 保 式 。 全 避 入 我们 于 大 
上 之 束 乾 ,而且 又 2， =X 及 到 = 了 ,时 ， 试 语 明 傈 数 * 东 不 构成 某 侦 
绕 量 的 成 分 。 


和 1. 候 i 必 能 狗 丰 一些 估 子 集 所 巡 芋 ,而 在 每 个 开 子 集 上 有 局 
部 基 { ) 以 及 平 消 岁数 了 ;a ， 而 假发 他 们 能 锡 在 在 何 交 集 上 请 足 铭 
题 5.7， 六 本 抽 从 起 攻 明 存在 一 个 连 紧 正好 以 适 些 画 数 仿 其 保 数 . 


假设 D 是 睹 上 的 一 侦 连 壳 而 4 :和 N 一 M 是 个 平滑 映射 ， 假 丽 改 是 上 
罗平 将 向 量 鼠 而 t EEN。，，, 我 们 可 以 定义 : 


Qe D(X oop) = Dk. (5.7.1) 


由 怜 甘 非 所 有 pk 上 的 向 量 声 全 都 是 巡 种 限制 向 量 声 羡 24 ,所 以 (5.7.1) 
式 冰 不 能 完全 定义 上 上 的 -- 储 连 贺 AD 。 可 是 催 管 如 此 (5.7.1) 式 彻 能 
唯一 的 决定 六 上 的 一 个 于 歼 ,就 瑚 圾 由 司 所 范 引 出 来 的 在 4 上 的 速 载 67D， 


定理 5.7.1 假设 D 是 和 上 的 连 缀 而 p :NN 一 M 导 平 滑 喘 射 ， 划 在 上 上 存 
在 一 个 唯一 的 速 枫 psD 使 得 对 让 上 每 个 向 量 扎 乓 以 及 每 个 上 EN。、， 我 们 
都 有 (pr D(X op) = DX. 


强 明 唯一 性 : 假设 Y 是 py 上 随意 一 个 向 量 场 而 假 识 {XX， 
Xs} 是 0 CAM 腑 上 的 一 租 局 高 基 。 则 Y=f/'X,ow , 而 轩 从 1 入， 我 们 
DY = (Xj) 二 (LDO 。 过 就 证 明 p*D 是 叭 -被 决 
, 同时 我 们 也 有 这 速 这 的 局 部 表示 式 。 
人 我 们 必须 证明 对 (nD),Y 所 给 的 公式 是 互相 一 致 的 。 若 敲 
(了,:} 角 另外 一 组 局 部 基 ， 则 上 有: 


X= giY, 人 bY = /gl on) yup. 
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因此 ( p*D),Y 的 另外 一 个 表示 式 应 寅 篇 : 


if (g{ AD + Ogipm Ds Y / 
= (f Mgim Ym) + Fg{ op YApn) + fg Due Y, 
= (IX(pn) + finlerd gt Yun) + (gm) Ds.e¥)) 
一 (MD + On) DrsgiY,) 
= (Uf)X) + (用 De 


起 表明 对 从 (Am" 站 ):7 的 再 种 决定 法 彼此 相 一 致 ， 而 确实 定义 了 一 个 圳 兹 。 
山 

广 : 更 一 般 来 玉 ,给 定 一 个 在 滑 映射 4 :PP 一 入 ,我 们 可 以 从 一 个 在 
9 :NN 一 MM 之 上 的 连 遍 DD 诱 引 出 一 个 在 g。p : 尸 一 好 之 上 的 回扣 疡 忆 。 其 
构造 方法 原则 上 与 上 面 的 做 法 完全 类 似 ,由 定 矿 性 质 (5.7.1) 以 及 一 个 连 
又 所 满足 的 公设 就 能 次 定 过 偶 必 了 。 


如 果 D 是 在 k:N 一 MM 之 上 的 连 纪 而 7 : (a ,5 ) 一 娘 镶 NN 中 的 一 条 巾 
粮 , 则 我 们 定 闵 曲 牧 * = p。7 的 加 速度 镶 4, = (y*D)aaur* ， 就 是 速度 问 
量 7 的 顺 变 霖 数 。 


实例 假 泛 及 是 个 可 平行 化 的 流行 而 { 关 ，,…… : 改 s 柳 成 让 的 一 个 平 行 
化 ( 参 关 附 外 3 B ) 。 我 们 定义 平行 化 {X,} 的 过 标 坑 上 满足 如 下 性 里 
的 连 黎 。 对 放 划 上 拭 区 =。 都 有 : 


Df YX) 一 (f°) Xm), 
央 此 过 偶 忆 对 庆 1X,) 的 保 数 恒 等 於 寡 。 
更 一 般 来 落 ， 在 #: 义 一 明之 上 的 同 量 场合 ，…… ,人 其 售 2 的 一 个 
平行 化 ， 如果 就 每 点 nwEN 而 首 {XX,(%#)} 篆 构 成 村 w。 中 的 -- 租 基 。 如果 


道 榜 的 XX, 存在 ，4 就 褒 是 可 平行 化 的 。4 的 一 个 平行 化 {X,} 的 连 纪 如 
就 定义 局 : DCX) = (VD)X(n) ,其 中 EN,。 
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避 题 5.7.4 假设 {X,} 是 好 上 的 一 个 平行 化 而 x :NA-M 坑 平 滑 映 射 ， 
武 丛 {X, sz ] 就 是 & 的 一 偶 斑 行 化 。 此 外 如 果 DD 是 {Xi} 的 连 凤 ， 坛 王 
pg*D 就 是 {Xop } 的 回 馨 v 


如题 5.7.4 食 说 1Y,= 8i1Xy] 是 4 :N 一 好 的 男 外 一 个 平行 化 , 斌 证 这 
网 个 平行 化 {XX,|} 租 {Y, |} 的 器 索 仿 同一 个 连 紧 之 充 要 条件 是 在 庚 的 每 一 
连通 成 分 上 8&; 篆 坑 常数 。 


所 异 一 个 菠 形 W 上 的 仿 射 结构 ( affine structure ) 就 是 一 个 图 表 集 
满足 其 中 任何 一 个 图 表 都 能 与 其 他 相交 的 图 表 仿 射 相 关 ，, 此 即 两 图 表 间 的 
村 反方 障 坑 常数 。 一 个 流 形 上 若 愤 定 某 一 个 仿 射 结构 ， 则 过 流 形 违 同 此 精 
构 合 在 一 起 就 称 坟 一 个 仿 射 流 形 。 而 所 有 与 适 优 射精 构 优 射 相关 的 图 玫 就 
称 坊 仿 射 图 表 。 在 每 一 个 优 射 座 标 卷 域 中 其 应 标 向 量 场 就 构成 在 设 郑 域 上 
头 的 一 个 平行 化 。 因 此 在 过 轨 域 中 就 有 一 个 芝 平 行 化 的 连 紧 。 


草 题 5. 7.5 试 汪 上 面 所 谈 到 的 过 种 局 部 定 闵 的 对 伶 伤 射 座 标 向 量 场 之 不 
行 化 的 过 哟 在 任何 两 个 优 射 座 标 轩 域 的 交集 上 定义 间 一 个 速 攀 。 因此 对 用 
一 个 仿 射 精 柳 存在 唯一 的 一 个 连 遍 跟 其 相对 应 。 


贸 题 5.7.6 如 果 D 是 4 :N 一 M 上 的 连 又 而 :已 ->N 是 个 平滑 映射 ,又 
r:@ 一 了 也 是 个 平滑 映射 ， 试 证 Tt(p*D) = (go 7)*D. 


匀 题 5.7.7 假设 4 :N-M 上 之 连 紧 万 对 扒 局 部 基 {X,} 之 过 又 形 震 w! 
, 而 9 : 己 一 入 是 个 平滑 映射 。 试 证 yg*D 对 认 {X，。9 } 之 连 尝 形 奈 角 


| 王 
只 WwW, o 
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今 忆 仍 :六 一 好 上 的 一 个 过 欧 。 旭 A 上 的 一 个 向 量 声 已 车 满足 对 基 
每 个 1 写 N, 篆 有 : 


342 第 五 章 ” 黎 曼 与 牛 歼 曼 疲 形 


DE = 0. {5.8.1) 


我 们 就 如 过 向 量 声 在 点 ?互信 是 平行 的 。 由 从 D, 对 於 + 有 具有 和 精 人 性 . 因此 
禾 件 (5 .1) 只 需 针对 N。 中 的 … 姐 基 来 话 就 狗 了 .如果 在 每 一 点 EE 
尽 此 人 坊 平 行 ， 那 县 请 就 刀 做 一 个 笠 行 的 疝 量 妃 。 
现在 考虑 x 上 的 一 租 局 部 燕 {XX, } ，, 而今 {Za] 镶 和 NN 上 的 一 租 局 部 基 
， 对 於 提 些 局 部 菇 假想 ;a 镶 嫩 的 保 暑 ,在 局 部 于 我 们 可 以 把 瑟 访 成 到 = 
8g'XX，， 其 中 8' 需 W 上 的 -- 些 平滑 画 数 。 在 (5.8.1) 式 中 以 Ze 取代 上 ， 
我 们 可 考虑 巨人 垮 平行 的 局 部 性 人 条件 : 
Dz,E = (Z,g)X, + g!Dz, YX,, 
= (Ze8 + g' Tyo) NY, 


因此 妃 龟 平行 的 向 量 声 当 且 唯 管 : 
Zag! 十 g's, 一 0, ?== il, iy d, x 一 il, ,和 (5.8.2) 


一 般 来 约 对 於 这 租 偏 做 分 方程 式 条 和 统 不 见得 存在 有 任何 解 , 因此 一 船 
而 言 平行 向 量 扬 不 见得 存在 。 运 方程 得 的 可 积分 休 件 ( 此 即 能 使 得 存在 村 
行 的 局 部 基 之 条件 ) 就 是 D 的 有 曲率 张 量 必须 等 肉 霍 ( 参天 定理 5.10.3 )。 
对 长 一 个 优盘 流 形 上 的 自然 连 规 而 车 ， 由 锥 我 们 可 以 愤 取 优 射 座 模 疝 量 声 
{ 34} 来 当做 局 部 基 ,所 以 间 个 可 积分 条件 能 钢 满 足 。 通 使 得 所 有 T;。 := 
0 ,因此 在 (5.83.2) 式 中 任何 常数 都 可 当做 8 的 解 。 


实例 将 单位 赂 SS c RR’ 看 成 一 个 一 维 的 流 形 。 在 此 流 形 上 有 一 个 标准 的 
平行 化 后 量 声 太 ， 就 是 反 时 簿 方向 的 单位 向 量 场 。 设 2 镶 其 角 座 模 ,如 在 
局 部 上 可 以 高 成 立 = 4/ 6&9 。 在 S' 上 类 车 指定 DrX=X 我 们 可 以 定义 一 
个 过 坚 愉 〈 将 4 看 售 基 , 则 过 过 北 之 傈 数 贷 了 ua = 1 ) 。 坦 在 假设 在 此 连 霓 
之 下 二 是 3 上 的 一 个 平行 向 量 田 , 虽 存 在 S 上 上 的 平滑 函数 了 使 得 天 = 

7FX .因此 休 件 DrE = 0 驶 给 出 Ar 和 = 0 。 而 得 局 副 上 了 =4e-96 ,其 
中 4 是 个 常数 。 台 楼 的 解 就 杰 数 8 而 豆 世 不 以 2r 篇 其 遇 期 ， 可 兄 到 个 速 
索 DD 不 可 能 颖 有 大 域 的 丕 行 向 鲁 声 。 不 过 着 从 S$ 中 去 掩 任 辣 一 点 ， 则 在 
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所 剩 下 的 一 子 流 形 上 就 有 一 个 大 域 平 行 向 量 场 存在 ( 请 参天 尾 题 5 .8 .4 有 
天 S: 上 所 有 连 紫 之 讨论 ) 。 


定理 5.8.1 考虑 z:N 一 ME 上 的 一 个 连 蛇 。 

(8) 如 果 尽 是 连通 的 ， 则 一 个 平行 向 量 场 瑟 可 以 由 其 在 单独 一 点 之 值 
所 完全 决定 。 

4b) 考虑 所 有 平行 向 量 场 的 集合 P，, 间 是 个 有 限 媳 的 向 量 空间 ， 其 锥 
数 了 满足 Pp 三 4 ,其 中 4d 是 信 的 稚 数 。 

Cc) 在 任意 一 点 n EN 考虑 集合 P(n)= {E(n) |EEP } ， 则 过 集 
合 是 Mr 右 一 个 2 条 的 于 空间。 


雇 明 四 固定 %。EN 而 假设 玖 是 一 个 平行 的 向 量 声 。 则 对 话 任 攻 
其 他 一 点 nnEN , 存在 一 条 和 从 x。 到 有 的 曲 牧 7 。 合 ) = 广 Cooy 和 念 7s 
的 局 部 表示 式 , 而 上 = g ' 六, 角 E 的 局 部 表示 式 。 如 果 把 (5.&.2) 式 限制 
到 7 上 之 点 , 装 乘 以 f° 又 岩 於 a 取 和 ， 则 立即 得 出 : 


0 = f°[Zag’ 十 8ITIyc]oy 
d 
= (8 °) + f°(Tys ° y)g!°. 


过 些 方程 式 构 成 一 组 关於 画 数 g "7 的 一 阶 常 微分 方程 组 ,而 且 其 有 平 洁 
的 保 数 f°T 了 ya。 7 。 因 此 对 应 於 一 组 给 定 的 始 值 条 件 g'(%。) (或 即 对 从 
一 个 答 定 的 值 £(n。) )， 存 在 一 个 独 一 的 解 。 因此 已 证 明 沿 车 7 的 值 ， 
特别 上 在 # 点 的 值 单 由 EE 在 2。 的 值 及 匡 是 平行 向 量 场 台 人 条 件 所 决定 。 

中 及 人 ,显然 (5 .8.1) 式 的 岁 个 解 忆 ,及 ,之 和 仍然 是 一 个 解 ,此 外 
某 一 个 解 的 实数 全 仍 是 一 个 解 ,因此 全 体 焉 行 向 量 场 构成 一 个 向 量 空间 。 
男方 面 对 任 全 点 nN ,把 PP 弄 到 P(n) < Mn 的 肥 信 映射 cn): E 一 Et(r) 
昕 然 是 穆 人 性 的 ， 而 且 由 @@ 是 个 栓 射 。 


在 寺 面 过 证 明 中 我 们 看 出 取 值 瑞 射 s (nn) :PP 一 P(%) 是 个 从 饶 有 平行 
向 量 声 之 癌 量 空间 到 他 们 在 7 点 之 值 的 向 量 空 间 之 同 构 映射。 任意 考 启 册 
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点 ?za ,zs EN ,而 皮 合 成 映射 : 
Tn1, maz) = e(12) 。 ce(ai) 一 : Pln) —> Pl) 


则 过 个 映射 就 称 篇 从 n, 到 nn, 的 和 平行 位 物 ( parallel translation ) s 由 坦 
定义 题 然 下 列 诸 性 质 成 立 : 


(8 xzr( 21, 基 ) 坑 已 (2) 上 的 恒 等 映 射 。 
四 “xz (和 mas) 需 向 量 空间 已 ( #1) 到 已 (mw, ) 之 间 的 同 构 映 射 。 
(c) 7(n2, ms)。rr(n ma) = T(11, 73) 


全 (nm ma2) ”一 7(ny, 11). 


当 我 们 考虑 R* 上 通常 的 仿 射精 构 ， 就 是 单 由 卡 氏 座 标 采 圾 所 构成 的 
图 表 集 ， 则 过 优 射 速 加 之 下 的 平行 位 移 正 好 就 是 R* 中 向 量 的 通常 平行 位 
移 。 此 即 在 每 点 #* 都 有 P(n) = Rs , 而 且 若 使 用 卡 氏 座 橡 向 量 场 09， 来 胡 
示 ， 平行 位 移 会 保持 其 傈 数 不 鸳 : 


nm, n2)(a'0(m)) = a'ci(n,). 


接 下 来 要 考虑 的 是 在 话 引 连 变 wD 之 下 平行 位 移 询 该 如 何 讨 。 大 体 而 
车 ,平行 位 移 可 以 在 更 少 的 点 巷 碟 用 到 更 多 的 向 量 之 上 ,此 即 下 面 的 : 


定理 5.8.2 假设 S 篇 py :N 一 MM 上 之 束 痪 刀 的 平行 向 量 场所 构成 的 空间 
, 而 上 9 :PP 一 NN 坑 平 滑 映射 ， 又 今 @ 储 诱 引 过 双 o*DPD 之 平行 向 量 场 所 构 
成 的 空间 。 

(a) 如果 ES , 则 必定 EcovEQ。 

(b) ”对 从 每 点 2EEP ,，S (yp) 都 是 @( PB) 的 于 空间 。 

(lc) ”如 果 v 是 个 可 微 同 且 , 则 对 於 每 点 PEEP ,都 有 Sgp) = CC 。 


病 明 假设 EES 。 由 (5.7.1) 式 ,从 车 t EP, 则 由 於 忆 入 平 行 
所 以 有 (9*D)E。m = Doi5 = 0 。 因 此 知 上。9 怎 平 行 而 他 项 得 证 。 而 
也 使 外 要 得 显然 成 立 。 

使 用 名 题 53.7 .6 之 结果 到 r*= yg 之 情形 , 则 由 外 立即 可 以 性 明 人 @) 。 了 口 
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有 一 种 标 喘 情形 就 是 对 於 某 一 个 渺 移 我 们 可 以 考虑 所 有 切 向 量 的 平行 
位 移 。 天 种 特别 好 的 速 颇 就 称 需 可 平行 化 的 连 壳 ， 因 角 近 时 好 的 -和 组 基 
{ 忆 ,| 就 形成 4 的 一 个 平行 化 。 除 非 当 入 镶 单 速 通 的 ， 不 然 冲 情形 会 比 要 
求 其 满足 可 积分 人 性 人 条件 ( 曲率 融 震 ) 来 得 更 强 。 

有 关 过 明 的 许多 性 质 都 可 以 藉 著 将 其 限制 到 曲 粮 时 的 性 质 来 得 出 , 因 
此 下 面 壮 个 定理 鲜 然 指明 沿 车 一 条 曲 入 上 的 素 索 会 特别 简单 ,这 定理 当 使 
用 於 限 制 到 曲线 上 之 艺 引 违 又 时 就 更 得 特别 有 用 上 处 。 


定理 3.8.3 在 一 条 曲线 上 上 隐 违 攀 炉 是 可 盏 行 化 的 。 


语 明 假设 D 是 在 7r :(a,b) 一 M 之 上 的 连 柳 。 当 我 们 使 用 7 上 的 
局 部 基 {Xs} ，(& ,b ) 上 的 基 4d/du ， 以 及 厂 的 父 数 T = 卫 ; ,来 表 囊 一 
个 平行 问 量 场 上 = 8 反 ， 之 方程 式 时 ,这些 方程 式 就 构成 一 航线 性 常数 分 
方程 式 系 芒 : 

dg Om 

区 十 87 0. 
因此 渤 定 一 个 起 占 c EE( a ,5b ) ， 对 锥 任 葵 的 一 组 始 值 休 件 8 (c) (此 印 
刍 锥 任 巧 答 定 的 向 量 &E4c) ) 就 存在 定义 於 c 之 部 战 的 一 个 解 。 使 用 通常 
和 攻守 的 方法 我 们 就 可 以 把 过 些 局 恤 解 延 拓 到 整个 (4 ,6b) 之 上 。{j 


当 我 们 对 於 & :六 一 并 上 的 连 可 忆 以 及 其 於 一 条 曲线 7: (aa ,2 ) -AN 
上 所 诱 3| 的 连 纪 7*D 而 考 辜 平行 位 移 之 时 , 我 们 就 说 是 天 於 思 把 向 量 沿 甘 
7 加 以 平行 位 移 。 因 此 沿 著 曲 牧 7 的 平行 位 移 就 对 每 两 串 c ,dE (a,+) 
答 出 -个 绿 人 性 的 同 构 映 射 : 


7T{( ?7 ; C, A): Mye -> Mf ya 
7*D 的 一 个 平行 化 {E,】 就 构 需 是 在 刀 之 下 沿 著 7 的 一 组 平行 基 疝 量 场 。 
显然 除非 在 刀 需 可 平行 化 的 场 右 ， 不 然 沿 车 7 从 yc 划 rd 的 平行 位 移 不 介 
与 7 有 央 , 也 导 时 痕 端 申 有 天。 可 是 定理 5.8.2 人 @ 御 又 指出 过 种 平行 位 移 
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俩 是 跟 曲 各 7 的 参数 表示 然 关 。 特 别 , 如 果 = =7yej 是 7 的 一 个 新 的 做 
数 化 表示 ,其 有 7(7; c,d") = TO 1) 


习题 5.8.1 对 从 py:N 一 M 上 的 任意 一 个 过 网 忆 试 歼 明 在 每 一 给 定 点 # 
EN ,都 存在 一 租 k 上 向 量 场 的 局 部 基 { 生 , } 满足 每 侦 XX 此 在 % 应 镶 平 
行 向 量 场 。 办 此 对 认 t EN, 以 及 任何 在 4k 之 上 的 向 量 妃 X= f' 义 ，, 都 有 
DX = (tf YX). 


驾 题 5.8.2 对 从 x :NN 一 MM 上 的 任意 连 壳 DD 以 及 向 量 1 EN。, 如 果 我 们 
在 六 中 选择 一 人 条 曲线 7 满足 rs(0) = 上 ， 则 我 们 可 以 按 下 法 描述 运算 乙 , 。 
县 {EE, } 坑 沿 著 7 的 一 组 平行 基 向 量 场 。 则 对 於 pg 上 的 随便 一 个 向 量 场 六 
,我们 可 以 把 冻 沿 著 7 使 用 EE, 来 表 于 出 来 ,此 即 关 oo7 = /BE，，, 其 中 
信 实 值 画 数 , 而 以 7 之 参数 角 其 绝 数 。 试 证明 DX = /*(0)E(0). 


答题 5.8.3 假设 XX 是 S: 上 的 单位 向 量 场 ,如 上 面 实例 中 所 讨论 。 对 众 
随便 一 个 葵 定 的 常数 c , 在 S$: 上 定义 一 个 器 壳 “D 镶 满足 人 条件 “DrX= 
cX 之 圳 贺 ( 在 实例 中 之 连 蛇 角 :DD , 使 X 坑 可 平行 化 向 量 场 之 连 驾 坑 "了 h) 

(a) 斌 证 除非 c = 0 , 否则 对 从 “DD 不 存在 任何 大 域 的 平行 向 量 场 。 

tb) 斌 证 了 过 连 皮 们 路 著 S: 上 的 一 个 优 射 结 构 。 

() 假设 PD 是 S: 上 随便 的 一 个 连 系 , 则 必定 存在 一 个 常数 c 以 及 一 
依 可 租 局 是 :S: -,S! 满足 刀 = p*“D 。[ 提示 : 从 一 个 向 量 被 环 绞 S' 
平行 位 移 一 圈 人 后 其 了 生长 」 的 数量 来 决定 c 。 然 后 藉 著 考虑 某 些 平 行 向 量 
志 之 积分 曲 综 上 的 对 巍 点 之 配对 来 定义 4 。 ] 

因此 就 可 微 同上 旺 下 之 等 从 类 道 程度 来 洲 ， 我 们 可 以 对 S: 上 所 有 的 过 
骏 加 以 分 类 。 如 果 容 许可 微 局 吓 也 可 以 逆转 方向 ， 则 我 们 可 以 进一步 要 求 
上 面 过 些 浓 数 < 二 0 。 


弘 题 5.8.4 根据 一 个 平行 向 量 场 是 否 震 : 册 ) 完 全 的 ; (外 其 积分 曲 很 只 能 
直 在 一 个 方向 延伸 到 无 密 大 ; (3) 其 积分 曲线 在 责 个 方向 都 设 办 法 延伸 到 无 
罕 大 ,过 三 种 情形 ， 试 浴 明 上 的 一 个 回 席 在 可 微 同 胚 之 下 一 定 等 价 伶 不 
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上 三 伯 特 别 的 韦 达 和 的 茶 一 个 。 


5.9 起 量 场 之 里 如 微 分 

假设 pk:A 一 厅 仿 平 港 映射 ， 可 以 比 早 上 之 阿 量 声 的 定义 方法 来 定 
义 “" 上 之 扰 量 均 坑 一 和 楼 映射 , 把 一 点 于 代 尽 指定 到 切 向 量 守 关 上 的 一 个 此 
最 。 如 和 果 (4 是 关上 问 量 声 的 一 租 局 副 基 ， 则 其 对 偶 基 {o 加 是 关上 
的 -- 些 单 形 ， 他们 在 ;的 定 闵 域 UV 中 的 每 一 点 nt 都 内 六; 互相 对 假 。 比 出 
， 圣 於 每 点 天 全 (7  ，w' 的 值 是 个 角 团 向 晶 ,而 且 {w'(%)} 逼 租 Me 
的 基 对 侦 共 及, 中 的 回 量 基 14: 002) 。 然 伐 我 们 可 以 考 民 站, 让 w ' 的 各 
种 汇 量 乘积 来 得 出 pg 上 之 琢 荆 的 局 部 基 ，, 例如 上 一 个 属於 (1 ) 型 的 
号 量 场 在 局 部 上 就 可 以 窟 成 fiX; 驴 w ， 其 中 的 成 分 f; 都 是 此 在 VW 上 :的 
于 请 除数 。 

现在 假设 DD 是 jy 上 的 一 个 巡 上 村 ,而 且 对 的 刀 而 可 ，1Y ;在 拓 运 点 是 
平行 的 铝 量 场 。 则 我 们 定义 对 偶 基 {o } 也 在 过 点 需 平 行 的 。 运 时 我 们 可 
及 把 芭 於 4 上 之 咀 量 声 的 顺 缀 性 数 定 义 成 省 题 5.%. 1 过 知 末 的 推广 : 假设 
上 生 N。,. 车 D, 作用 挫 晓 量 坦 的 方法 就 是 小 1 作用 从 台 天 量 对 和 价 在 nx 色 不 
行 的 基 {i 所 写成 的 成 分 ， 或 即 


已 ( 户 和 全 三 ( 扩 四 co. 


当然 必须 证 明和 假若 在 交点 所 用 的 平行 基 避 更 换 了 , 则 所 得 的 还 算 记 ， 汉 然 
是 问 一 个 ,因此 与 共 的 届 季 无关。 

另外 一 种 定义 上 缘 量 场 的 顺 歼 半数 之 方法 就 是 措 广 塘 题 5.8.2 中 甩 
这 局限 於 一 条 曲 各 站 使 用 沿 车 二 休 则 各 之 下行 化 的 技巧 。 因 此 假设 { 巨 , | 
是 沿 著 曲线 > 的 一 租 平 行 基 , 而 1s } 坊 其 对 倘 基 。 旬 对 於 任 站 在 A 上 的 
琢 量 场 9$， 我 们 可 以 把 其 到 过 曲 绿 之 限 钊 Sr 写成 仿 已 , 及 所 之 炭 量 乘积 
.人 恰 才 上 =7xel0) ,天 有 : 


DA E: Se) = 7 (0)E,(0) 3 ei(0). 


我 们 照样 能 钢 证 明 过 样 的 定义 与 曲 穆 的 潜 撑 无 天 ， 也 与 所 选用 的 不 同 租 在 


348 第 五 章 获 办 与 持 奖 爱 流 形 


行 基 无 央 。 事 实 上 过 定义 与 前 一 定义 ( 在 其 中 只 用 到 一 -组 在 一 点 馈 平行 的 
基 ) 其 粘 果 相同 。 我 们 要 把 得 些 组 节 的 征明 留 善 作坊 销 题 。 


习题 5.9.1 拖 便 等 转换 看 成 一 个 张 量 场 ， 则 过 是 一 个 属於 (1 ,1 ) 型 的 
张 量 ,而且 其 成 分 岛 61 。 试 余 对 於 每 一 个 连 网 而 言 直 张 量 场 都 是 平行 的 。 


下 面 间 个 定理 奏 出 克 个 可 以 立即 从 张 量 场 之 硕 蛮 导数 的 定义 得 出 的 性 
愤 。 z 


定理 5.9.1 { 假设 S 及 T 角 kn 上 属於 同一 类 型 的 张 量 场 , 则 必定 : 
DA(S + TT)= DS + DT. 
(b) 假 疏 了 篇 尺 上 的 实 值 画 数 ， 则 有 : 


D{fS) = (ISO) + CD DS. 
CC) 假设 S 及 TT 篇 x 上 的 绕 量 场 ( 其 类 型 可 以 不 同 ) , 则 有 : 
DS@T) = DS Tn + Sn DTI. 


td 晒 缀 微分 近 填 算 与 遂 常 的 收入 运 算 可 以 交换 。 车 以 C 代表 对 人 怜 张 
鲁 S 加 以 收编 ， 则 有 : 


C(D,S) = DCS) 
(e) DD, 关於 t+ 局 入 性 , 此 即 : 
Do = aD, + bD,. 
假设 2 是 入 上 的 一 个 癌 量 场 而 3 是 在 4 上 的 一 个 号 量 场 , 则 可 以 定 六 
积 S 同一 类 型 的 x 上 的 虔 量 场 DzS 姻 下: 
(DzS)(m) = Dzons. 


接 下 来 我 们 要 给 出 顺 沟 导数 就 局 邵 基 来 考虑 时 的 各 种 公式 。 由 於 我 们 
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已 有 如 下 的 符号 ( 或 即 公 式 ) : 
DX,, PyX: = w(t) YX 
我 们 现在 只 需 再 得 出 De 之 公式 , 然 化 应 用 定理 5.9.1 的 各 竹 贤 就 林 得 
出 一 般 的 公式 。 可 是 根据 乔 题 5.9.1 , X, @w 是 平行 的 ,因此 由 人 可知: 
0 = D(X ® w') 
一 TD ® on) + Xn) B Diw! 
= k(n) [Tiw nN) + Dw'l. 
由 於 4, (2 ) 镶 穆 人 性 无 天 , 可见 上 面 乘积 的 第 二 项 麻 镶 老 而 有 : 
Diw' = 一 Tt 
= ~—w(f)o(n). 


特别 如 果 赵 上 角 NN 上 一 租 局 部 基 {Za} 中 的 基 向 量 场 好 有 : 


Dszw: 一 — Tw. 


实例 考虑 一 个 (1 ,3 ) 型 的 张 量 场 , 而 分 : 
S= SxXiDw Dw w.. 
重复 使 用 定理 5.9.1 中 的 结果 可 得 : 


Dz = (LoSnOX BO DB Sl Bw DD w 
十 Syng 四 (一 [pac2) Ow Ow + Snr Hs Buw (— Tyaw?) Bw” 
+ Sinkdi Bw DB wD (~—Thrw?) 
= (Loadyng + SelTpa 一 Spnxrl 了 一 SlpxcT Ro 
一 SinoTEO) XB wo Bw Dk, 


其 中 的 成 分 : 
Sjoulc = ZeSje + ShrTbe 一 SneTB 
加 SjpxT Po 一 .Snp 工 Pa 
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可 以 看 成 定义 了 在 义 上 一 个 以 张 着 坑 值 的 外 形 - 现在 取 {5 } 包 {Zal 的 
对 偶 基 ,而 写 : 
DS = D; SG ic. 


适时 对 锥 每 点 ”E 六 ,DS 可 以 下 成 是 在 N。 上 的 一 个 从 人 性 画 数 丽 其 值 落 在 
Ti。 中 ,而 把 了 上 会 和。 指定 到 Dise73A。。 我 们 就 竹 呼 下 个 忆 9 赁 
S 的 顺 变 微分 形 ( ccvariant differential ) 。 

党 DD 名 上 的 一 个 如 过 (性 即 和 N= ,而 4 入 伍 等 路 射 时 ) ， 我 们 可 
隘 ; Zi 二 ,b= ww 。 台 时 的 顺 委 微 分 形 就 邮 成 一 个 张 量 其 肽 兽人 次 数 替 
如 一 。 央 此 若 S 策 (1 ,3 ) 型 的 号 量 萝 ,上 则 DS 就 是 {1:4) 型 。 看 如 一 
语义 重 条 广 的 阔 玫 ,我 们 可 以 对 DS 给 出 如 下 这 种 内 在 的 公式 : 


DS(T, Ww, xX, y, >) = DSAT, WwW, x, )), 
寺中 TE ML? 而 WwW, x,y,7 EM, 


5. 10 此 率 张 量 及 十 率 泥 量 

二 在 NN 一 衣 了 上 光一 个 速 加 。 对 从 每 内 个 向 量 xX ,7 二 必 。. 
我 们 可 以 沸 十 一 租 切 向 量 7 了 (x, J E 扣 ,，， 稳 镶 担 率 向 量 。 仔 绝 的 定语 容 在 
下 二 :不 ,工分 绚 储 把 了 .yy 和 拓 到 六 上 的 向 量 场 、 则 玉 : 


iy. }) = Dg Fi! 一 已 Us 有 一 和 F im. 


仿 了 总 明 上 式 余 实 定 攻 J 了 一 个 有 总 闵 的 贡 本 ,我 同 常 然 襄 避 须 认 有 明 浑 宇 羔 
式 只 奏 及 3 有 了 妆 ,全 跟 其 好 拓 仿 及 了 之 费 痒 名 髓 。 在 证 明 温 事 的 过 术 中 
， 我 们 也 有 颇 便 拖 台 个? 的 局 部 胡 这 公式 垃 引 出 来 。 取 入: 1 局 rg 上 存 2 黄 
的 一 入 司 副 基 ， 而 {w ') 角 其 对 广 基 , 命 wy 筷 这 条 启 避 基 中 的 素 嗓 形 ， 
因此 菇 苹 伯 ?EN, ,我们 有 wi(?) = Ti; 上 比 凤 ;DY = af 过 小 
办 共 隧 便 在 rp 上 的 向 量 声 之 部 有 世 = 必 (ZYXi。 命 台 分 别 驴 ps 部 jnY 以 
上 ps 【六 ,了 1! 就 得 出 : 
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De(w' (px Y) A.) 
{ox YX + wprp) DrA: 
[xw' (pr Y) + wy (O I Xn), 
Dy) = [yw lr) + erX) wi IXY), 
As， YY = wp#lX, TD A. 


Dpa’ 


i 


T(x, DJ] = os 了 一 os -~ wi LX, 了 
十 wx pp) 一 wi (pr (nD). (5.10.0) 
坦 在 我 们 上 可 上 证 闵 入 上 的 单 形 py”w' 如下: 
erar)2) = ak) ET 
央 由 策 4.3 和 癣 中 可 和 却 在 (5.10.1) 大 括 总 中 的 前 三 项 正好 就 等 供 2 dx*wt 


(rz >) 。 可 兄 TT(r,y) 误 延 拓 关 舱 了 之 尘 择 优 恨 。 在 大 括号 中 剩 下 的 
十 项 可 写生 2 A Hsu 六 ， 因 此 我 捕 已 将 全 的 公式 化 简 和 您 


Tx 7) = 2dutw + wy A pw x, yOX(n). 
通 式 中 渡 出 现 的 在 尽 上 的 二 微分 形 : 


4! 一 {di te 十 cy A Lp*ew), (5.190.2) 


i= XD. 15.10.31 


好 果 正 巧 所 讽 的 基 向 量 场 .3X， io ， 其 中 0 和 储 好 上 的 序 标 向 景 
夫 ,wi dropg 及 ptw 一 ACE 。( 甘 呈 j* 53 定 费 请 郧 定理 
3.9.4 . 芷 25 忆捷 附加 “。 ”有 豚 是 思 只 表示 把 dx: 扫 扯 城 限 戎 到 pe 


rt 
~” 于 = 


之 上 。 党 徐 扣 一 限制 已 构 窜 包 守 在 p* 华 定 闵 之 中 了 ) 。 由 此 可 昂 : 
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derwul = ph*d2x =0 。 而 (5.10.2) 式 90' 的 公式 严 成 : 


Q! = 2wt A pe* dxt. (5.10.4) 


最 后 如 果 z 垮 M 上 的 恒 等 映 射 ， 则 工 成 含 M 上 一 个 属於 ( 1, 2 ) 型 的 
张 量 ,而且 天 认 其 顺 构 的 变数 需 反 对 称 。 由 於 速 蛇 形 储 wj = Th dx* ,所 
以 人 的 成 分 之 局 邵 表示 式 就 给 需 : 


Ti = Tt, 一 了. (5.10.5) 
因 角 由 (5.10.3) 式 及 (5.10.4) 式 立即 得 出 : 


T= XX ® 2T dxr A dx’) 
= X® (Tt, — Ti) dx! A dk 


一 个 其 扭 率 张 量 驴 之 , 了 = 0 的 连 紧 称 镶 是 个 对 称 的 连 变 。 间 名 移行 
由 来 就 是 按 (5.10.5) 式 过 时 Tyx* 对 於 两 个 下 标 售 对称。 另 一 种 蓄 法 是 运 
时 人 般若 羡 与 了 Y 角 py 上 的 两 个 向 量 场 满足 [ 必 , 世 ] = 0， 则 他 们 的 顺 光 导数 
具有 如 下 的 对 称 性 : 


Dxy#Y = DypxX. 


开题 5.1.1 如 果 DP 是 在 M 上 的 一 个 连载 ， 则 可 以 定义 其 对 偶 连 融 忆 ” 
如 下 : 
D*r¥Y = DxY + T(Y, Y), (5.10.6) 


其 中 工 当 然 是 指 D 的 所 率 张 量 。 斌 证 带 个 D” 众 实 也 是 MH 上 的 一 个 连 紧 ， 
而 且 其 投 率 张 量 正好 是 一 了 0 


琅 题 5.10.2 假设 D 及 E 都 是 zy :N 一 M 上 的 连 移 而 了 是 w 上 的 一 个 实 
值 阔 和 数 。 就 证 fD 十 (1 ~ 有 )E 也 是 4 上 的 一 个 束 紧 。 注 莫如 果 t EN，， 

则 : CBD+ [一 用 2) = f(mDi 二 (1 -AD)E] 。 我 们 称呼 /DT+U 一 旋 
巨 般 局 及 已 之 加 权 平 均 (weighted mean ) ， 而 分 别 以 了 及 工 -了 佑 其 载 
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重 (weights ) o 


忆 题 5.10.3 如 果 如 是 寻 上 -个 连 虎 , 试 溃 :DD = DD + D4 是 个 对 
称 的 坏 紧 。 请 和 将近 对 称 汪 这 对 从 一 租 座 樟 基 之 傈 数 用 忆 之 傈 数 来 加 以 表 巡 
. 过 个 ‘DD 就 称 镶 D 的 当 稀 化 加 表 ( symmetrization ) 。 


现在 重新 回来 考 感 4 :AN 一 上 的 一 个 连 紧 已 。 对 从 每 对 * ,7 EN,， 
我 们 可 以 定 落 一 个 和 绿 性 转换 R(Xx, y): Mr 一 Mon ， 称 局 2 对 外 xx 和 与- 的 曲 
率 述 换 。 演 种 曲率 转换 就 测量 出 大 到 微 分 之 不 可 交换 性 的 大 小 程度 。 如 上 
所 述 ,到 羡 胃 了 分 别 篇 x ，y 的 延 拓 ,出 定 闵 : 


RD = Dixnwm — DrDr + D,Dx. 


此 即 ， 任 取 w 忆 Mp。, 而 设 W 角 pg 上 满足 W(n) =w 这 条 件 的 一 个 向 量 场 
, 则 : 
Row = DixnwW— DiDrW+ DDiW. (5.10.D 


如 同 对 於 投 康 弓 量 的 做 法 , 我 们 能 证 明 遂 定义 与 延 拓 向 量 龟 XX ,了 及 WW 之 
潜 取 人 无 剧 ,市 同时 给 出 冰 个 尺 表 镶 连 壳 形 的 表 过 公式 。 我 们 现在 不 预备 像 
以 前 那样 在 n 点 取 值 ,但 是 尺 的 起 量 特 性 仍然 明显 可 见 。 
顺 后 :把 45.10.7) 式 中 之 项 写 出 来 我 们 有 : 
Drx.riW = Dix nw W)X,} 
= {[X, Yjw'(W) + wi(W)sX, YX, 
DxDrW = Dx({ Yo (W) 十 wAW)wA( YA) 
= (X{Yo(W) + wo(W)w TDA, 
+ {Yer(W) 十 wo/A(W)or( Yor(X)X, 
= {XYoA(W) + wi(YTOXoO (HW) + oA(W)Xwi(Y) 
+ we(XI Vo) 十 AW wr wr YY 


至 於 DyDrW 则 与 Dr D,W 完全 相 司 ， 只 需 在 其 中 交换 在 旺 了 。 当 我 们 把 
这 三 项 按照 (5.10,7) 式 和 起 来 时 ,那些 被 XX 或 了 或 被 他 们 同时 微分 的 项 
w (三 ) 正好 彼此 互相 抵消 。 因 此 ? (X,Y )W 装 於 W 镶 入 性 ,而且 只 与 逐 
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点 之 值 有 和 关 。 在 式 中 全 部 只 剩 下 : 


R(X, YW = {wilX, 了 ] — Xo(Y) + Yo(¥) 
一 wT) + oi Yr XAW)E 
= 2 一 del Y) — wh A of(X, Yo (WW)A. 


在 六 上 的 二 微分 形 : 
OQ; = 2(dwt + wh A wf) (S$.10.8) 


就 称 坑 刀 的 曲率 形 ( curvature forms ) 。(5 .10.8 ) 式 就 由 做 卡 当 的 第 二 
结构 方程 式 。 因 此 我 们 可 以 将 曲率 看 成 一 个 具有 ( 1 , 1 ) 型 之 张 量 值 的 二 
伐 分 形 而 将 其 写成 : 


R= -XOw® Nt. (5.10.9) 


能 多 证 明 R(x , 》 ) 所 测量 的 就 是 一 个 切 向 量 w， 党 其 沿 著 一 条 落 在 切 认 
+ 与 y 的 二 条 曲 面 上 的 小 封 队 曲 牧 7 平行 位 移 一 油 而 加 到 原 出 发 点 时 ,从 
w 所 发 生 的 偏差 。 事 实 上 车 取 第 一 次 的 汤 近 , 划 w 沿 7 平行 位 移 一 图 而 回 
到 出 次 熙 时 所 得 的 向 量 镶 w 二 aR(x, )w ,其 中 a 代表 7 所 包含 之 区 域 的 
面积 与 x ，y 所 张 开 的 平行 四 边 形 之 面积 的 比 。 

在 特别 的 情形 当 # 坑 恒 等 映 射 而 X,= 3 时， 只 需 在 (5.10.8) 式 中 兮 
w} 二 TY dx ， 稍 经 计算 而 代入 (5 .0.9) 式 就 可 得 出 古典 的 关 傈 式 : 


do = (BT da A dx 
一 S(On Tyx 一 Qly,) dx” 的 CD， 
wh A wr = BT ToTg) den @ dxt. 
Ri = OT — OT + To 一 PonT?.. (5.10.10) 


线 题 5.10.4 ”对 从 上 的 一 个 连 吗 , 试 家 接 由 (5.10.7) 式 考 虑 尺 ( 9， 
93)9y 之 成 分 而 得 出 (5.10.10) 式 来 。 
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就 好 上 的 一 介 连 比 而 于 ,曲率 琢 量 05.10.9) 和 粮 是 对 於 其 最 乒 那 南 个 
束 数 售 反 对 称 。 我 们 可 以 进一步 退 膨 , 到 绽 量 关於 他 的 后 面 三 佰 琅 数 是 不 
是 也 坊 反 对 称 。 间 问题 的 党 案 是 否定 的 ， 因 人 饲 事 实 上 着 肥 D 慷 对称 的 连 紫 
《了 = 0 ) ,天 不 的 反对 称 部 分 镶 寺 ,此 即 我 们 有 : 


R(X, WZ + RCOY,Z)X + R(Z, X)Y =0, 
或 即 : 
Rjnx 十 Rh 十 Rkjn 一 0. (5.10.11) 


妆 题 5. 10.5 试 座 (5 .10.11) 式 等 价 於 RR 的 反对 称 部 分 等 伶 替 。 


我 们 也 可 以 把 第 一 条 Bianchi 便 等 式 推 广 到 在 映射 x :N 一 M 之 上 的 
一 个 对 称 连 紧 之 情形 ,首先 我 们 把 R 的 绒 变 部 分 回 拉 到 和 N 上 就 得 出 一 个 向 
量 信 的 在 入 上 的 (0 ,3 ) 型 的 张 量 z*R ,此 有 即 : 


p*R(X, Y, 2) = ROY, PprZ. 
其 中 羡 ,Y ,Z 从 NN 上 的 向 量 场 。 换 首 之 ， 若 用 局 部 基 富 出 来 有 : 
R= -XLw 四 0. 


对 着 忠 量 施 加 反对 称 巡 算 wv,， 则 得 出 其 反对 稳 的 部 分 。 可 是 已 知 Q; 是 个 
到 对 夭 的 二 数 分 形 ， 所 以 有 : 


AFR = -XO uw A CO. 
关於 各个 反对 称 邵 分 我 们 有 如 下 重要 的 : 


定理 5.10.} 候车 握 率 乃 量 久之 , 则 必定 nr*m 和 0 = 0 ,因此 适时 
YAR=0 


-证明 ”如果 拼 率 角 零 ，Q'= 0 , 则 由 第 一 千 构 方 程式 
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du*w! = 一 of A p*w!. 


取 壮 式 的 外 导数 而 且 使 用 第 二 赫 权 方程 式 : 


des = wl A ws + 40! 
代 人 右 兆 可 得 : 


d2u*w’: = 0 
= —dw A pt*w! 十 ws A dur*ew! 
= wk A wf A ptrw! — $0 A Ray 一 ws A wh A Hecok : 
—30 A p*o’ 


一 一 4p*or A 和 口 


敬 题 5.10.6 ~ 在 流 形 上 一 个 速 或 忆 的 李 奇 张 量 Ry dx' @ dx! 是 一 个 (0 

，2 浆 的 张 量 ， 藉 著 对 曲率 张 量 按 下 法 收编 而 得 ; Ry = 有 欢 ，。 特 别 若 忆 
角 称 的 ， 斌 使 用 (5.10.11 ) 式 来 征明 : Ry -~ Rn = 欢 ，， 可 上 见 尽 只 有 一 
种 独立 的 收 熔 漂 算 . 


各 征 5.10.] 多 息 设 忆 是 一 个 流 形 寻 上 的 对 称 速 棕 。 使 用 座 标 基 9， 
( 注 杰 座 标 基 在 闫 点 坊 平 行 的 ， 因 此 To(z) = 0 ， 而 在 交点 的 顺 半 导数 
等 伏 对 成 分 的 通常 潮 数 ) ,再 加 上 (5.10.10) 式 来 苯 明 Bianchi 信 等 式 : 


Ringyp 十 Rixpn + Ripnix = 0. 


bp) 试 将 对 曲率 张 量 尺 的 顺 李 微分 形 DR 解释 成 一 个 (0 , 3 ) 型 的 绰 
量 ,而 其 值 需 ( 1 ,1 ) 型 的 张 最 。 此 即 对 所 有 xz ,y，zEM。 ， 


DR(x,y,2) = (DR »): Mn 一 Mn 


试 证 Bianchi 恒等式 其 实 等 价 伶 T DR 之 反对 称 部 分 应 镶 因 」 。 


可 题 5.10.8 衣 渔 DR 的 所 有 可 能 的 收 烙 都 可 以 由 D(Ri dx @ dx’) 来 得 
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出 。 其 理由 乃 是 基 於 Bianchi 恒等式 所 能 引出 的 如 下 坏 论 : 


内 _ 
Riyxln 一 Rixly Rx- 


在 我 们 从 一 个 束 罗 菠 引出 另 一 个 韦 妈 的 通 程 中 , 抽 率 张 量 与 曲率 张 量 
也 同样 彼 话 5 引 迪 来 而 成 角 近 话 引 连 嗓 的 投 率 乃 量 与 曲 康 张 量 。 详细 来 世 : 
若 2 :P 一 入 是 个 平 沸 映 射 , 而 D 驴 在 pz :AN 一 有 之 上 的 速 此 , 叉 假 设 了 之 
投 康 嘱 量 及 曲率 肪 量 分 别 记 篇 工 及 尺 。 过 时 我 们 可 以 定义 二 和 惧 尽 到 和 人 上 的 
同 拉 (pulibacks ) 镶 : 


Pp" T(X, Y) 一 T(pxX, Pa Y), 
PROX, Y) = R(psX, pe¥). 


因此 ”了 工 及 9 "R 都 是 卫 上 的 张 量 值 之 二 微分 形 ,其 仿 分 别 落 在 本 用 及 
TM 之 中 。 


定理 5.10.2 犯 引 的 连 皮 0*D 之 扭 率 张 量 熏 曲 率 张 量 分 别 坊 p#7 及 
JR 。 


证 明 ”由於 评 引 过 融 之 过 网 形 只 不 过 是 也 之 过 现形 厌 w 所 得 之 回 拉 ， 
我 们 立即 可 由 车 构 方 程式 人 证 明 吉 定理 。( 人 参考 习题 5.7.7 ) 。 


系 一 全 对 称 的 连 数 所 请 引出 来 的 速 移 也 是 对 称 的 。 


如 果 其 R= 0 则 规 吉 个 违 柳 是 平 丰 的 。 如 果 一 个 连 哟 是 局 部 可 平行 化 
的 ， 那 压 一 定 也 是 平 直 的 。 央 坊 俏 若 存 在 一 盘 局 部 基 由 平行 的 向 重 场 {E， 
} 所 租 成 ， 划 : 


R(X, Y)E Dix vwE 一 DxDyE: + DrDyE: 


= 0 


对 於 任 生 向 量 易 六 ，Y 此 成 立 。 但 是 {上 £,} 是 一 租 基 ,所 以 R(X,Y ) =0 
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. 道 性 质 之 逆 也 局 疼 ， 因 此 可 以 把 = 0 当做 是 平行 向 量 声 之 方程 式 的 可 
棱 分 信件 。 


定理 5.10.3 如果 及 = 0 , 则 此 连 兹 念 局 如 可 平行 化 的 。 关 果 我 人 另外 
还 要 求 N 拓 单 连通 ， 则 吉 天 枕 是 可 平行 化 的 。 


证 明 在 旧 ?, 抵 余 愤 取 落 在 ZCAN 中 的 -组 座 标 系 各 za ,以 n。 念 
其 原点 ,而且 在 村 pn 中 避 一 组 基 {6e,} 。 在 座 标 zs 中 考 着 从 ,出 发 的 庙 
儿 (rays ) ,而 竺 {e,} 沿 近 些 射 绿 加 塘 平 行 位 移 。 训 就 在 VU 上 生成 了 一 
组 局 部 基 {EE,) 。 过 儿 所 请 一 修 射 稼 蔓 指 一 人 条 上 曲 穆 p 满 中 z*ps = cs， 其 
宁 ca“ 是 一 些 常 数 。 假设 Zs= 090/02z* , 则 汗 种 射 艇 的 速度 向 量 篇 “2x op 
， 内 此 渡 加 给 , 的 条件 角 


a Dz Ep- 1(ais,..., 45s)) := 0, 


其 中 = (2 ，…… ,Zz') 代表 座 模 映射 。 邮 圭 式 可 昂 忆 ,可 着 如 共有 &'， 
ee ,' 4“ 这些 平 请 参数 的 常 微分 方程 式 之 解 ， 因 此 他 们 都 是 平 消 的 向 量 场 
。 【注意 这些 芝 : 在 %。 点 平行 , 面 且 上 面 运 些 做 法 奥 尽 = 0 之 假设 没有 住 
何 关 傈 。 ) 

现在 开始 来 使 用 尺 = 0 的 假设 以 司 盟 上, 在 所 有 的 方向 此 篇 平行 ,而 
不 单 只 有 径 向 保平 行 。 假 二 te Ns,ne tl,zin= ar ,而 且 股 了 := .prZ tn ， 
定义 苦 方 形 z 以 从 nn, 改 出 的 射 粮 饥 其 经 铺 ( lorgitudinal curvss ) ,， 鞍 
中 让 从 n。 到 有 的 射 各 襄 基准 穆 , 同时 最 合 的 横 截 入 之 切身 量 正 好 等 藤 地 


Tu, 0) = po (l(a + bo)a), 


其 中 = ta ,0 ) ，0= (b!,.,.,4)。 介 时 {cr} 构成 4>r 之 上 的 
回 量 场 的 一 租 局 部 基 。 把 话 引 连 绿 ”2 对 外 {E,or j 所 写 出 的 连 攀 形 让 集 
4“; 。 由 於 + 的 定 闵 域 是 R” 中 的 一 个 能 子 集 , 风 此 具有 一 租 局 部 其 = 

8/6u 及 Y= 8/3v。 沿 著 和 的 种 分 曲 稳 五,。r 过 些 向 量 场 是 平行 的 ， 因 圳 
党 些 征 分 曲 缚 项 巍 欠 z 的 榴 千 ,或 即 在 入 中 由 nn。 而 出 的 射 钞 。 册 此 有 : 
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TY 7} 一 0 


但 是 由 於 {名 ,oo |} 古 一 租 基 ， 


号 方面 曲 委 >(0， > )=3。 和 坊 


1 


前 黎 ,内 此 rz 了 (0,v) 


= w(X)Ee 7, 
所 以 
wf(X) = 1. 


= 日 ， 抽 和 知 : 


7™* Dyo, yt D7 oO 


( 请 盆 看 剖 题 5.7.1 名 ) 。 此 即 : 


KY(0, 5 = 0 。 按 假 淄 以 及 定 开 5. 


10 ,2 xD 之 曲率 篇 鼻 ， 央 此 第 二 秸 构 方 程 到 化 简 坑 : 


， 
Ln a 


将 污 乍 用 其 (X,Y ) 可 得 : 


X(T ~ Toa) 一 off 和 了] = 


因此 定义 区 女 段 10 .1 过 上 的 项 数 AKCO 


有 { 0 ; 


7 一 一 wk 人 人 


k 


一 ?af A as 和 了) 


进 者 ，{ 和 了 =0， 因 此 (5， 


Xo Y)= C. 


上 


ff 0) 满 是 : 


一 0 以 及 fF 0, 


站 就 询 风 了 (1) = 6 。 可 是 妇 此 ~ 来 : 


DE, 


因此 上 , 在 半点 也 是 平行 的 。 


Dy ya 

™ Pra,oe 5 了 
ww 人 人 0) 无 ;(m) 
0. 


| 
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如 果 入 镶 单 器 通 ， 则 对 於 任 得 点 nn 会 W , 现 一 条 曲 稍 满足 xX0) = mo 
xD = n ,而 定 闵 Em) = wy; no, Met 。 只 要 我 们 能 性 妇 过 个 天 , (2) 恰 
曲线 7 的 导 择 无 关 , 则 此 向 量 场 就 在 局 癌 上 与 一 个 前 面 所 定义 的 那 种 向量 
场 相 合 ， 因 此 当然 就 是 平滑 的 也 是 在 行 的 。 因 此 镶 沪 明 {E&, | 人 确 实 是 人 D 的 
一 个 平行 化 , 我 们 只 需 广 明基 0o 坑 另 外 一 人 条 从 ”。 到 对 的 明生 , 则 有 : 


™o; 0, 1)e = 7(y; 0, De 


可 是 按 假设 入 仿 单 过 通 ,办 此 可 以 找到 一 个 长 方形 7 来 把 7 连 各 的 变形 到 
o ,使 得 : r(x, 0) = y(), 7(u,1) = o(w) 间 时 =(0，. ) 以 及 cr(1，) 昔 坑 
常数 昌 和 线 。 接 下 去 的 性 明 只 是 重 移 上面 的 做 法 ， 但 是 把 X 与 了 的 角色 互 换 
而 已 。 和 和 荫 就 留 做 锁 题 。 间 


习题 5.10.9 车 特 Mobius 带 (Mobius strip ) MM 看 和 如" 中 的 一 个 长 广 
形 而 将 其 两 个 对 适 先 扭转 180 度 后 才 黏 合 在 一 起 。 斌 访 在 遂 M 上 存在 独 一 
的 仿 射 烙 构 满 足 其 中 有 一 个 仿 射 圈 表 是 由 R' 之 卡 氏 座 标 限 制 到 M 中 而 得 
。 请 进一步 位 明和 过 个 仿 射 车 构 之 速 又 是 平 直 的 ， 可 是 彻 无 法 加 以 平行 化 。 


在 本 节 的 最 末尾 我 们 要 给 出 一 个 定 理 襄 明 一 个 连 过 所 具有 的 对 称 人 性 之 
好 处 何在 。 


定理 1. 10.4 假设 D 是 村 上 的 一 个 对 称 的 连 索 。 又 假设 P 是 凡 上 的 一 信 
切 体 ( distribution ) ,过 切 亿 假 设 是 由 一 些 平 行 的 向 量 场 所 张 形 。 则 PP 
一 定 是 完全 可 积分 的 ,而且 可 以 接受 一 组 座 标 向 量 扬 来 做 需 其 平行 基 。 


莅 明 全 {Ea},& = 1,...,P 驴 了 的 一 租 局 部 的 平行 基 ， 凤 | 


T(Ea, Ea) 一 De Es 一 Dl,E, 一 [E,, Es] 
—[E, Es] 
0. 


因 念 按 息 设 工 亲人 需 雳 。 因 此 己 必 定 需 完全 可 积分 ， 而 且 Ea 就 是 局 部 座 栋 


5.11 一 个 牛 丈 受 桔 构 的 束 受 363? 


问 量 场 。 LL 


系 流 形 M 上 的 连 妈 忆 是 个 件 隧 於 某 优 射 结构 的 连 丈 之 充 要 休 件 希 其 王 与 
尺 同 时 坊 宠 。 


5.11 一 个 牢 艇 学 车 构 的 连 组 


把 流 形 上 的 半 黎 曼 结 灼 推 广 到 在 映射 之 上 的 半 黎 曼 粘 构 ,其 做 法 很 站 
截 了 党 ， 因 此 我 们 就 不 再 花 功夫 加 以 定义 了 。 我 们 主要 的 内 趣 是 针对 一 个 
流 形 MWH 上 的 半 黎 曼 千 构 8 。 但 是 如 果 有 了 映射 pg :入 一 用 ， 则 可 考 感 在 4 上 
的 范 引 半 黎 友和 结构 0。p ,其 中 我 们 是 把 8 看 如 及 上 一 个 ( 0，2 ) 型 的 张 量 
场 。 近 个 诡 3| 和 的 半 歼 党 千 梅 常常 很 有 用 魔 。 

在 一 个 映射 A :NV 一 M 之 上 的 连 轴 忆 称 俘 能 纲 跟 在 x 上 的 测 距 < ，> 
相 匹 配 ( compatible ) 如 果 : 沿 著 入 中 曲 绿 的 平行 公 移 能 锡 始 红 保 持 吉 内 
各 不 如 。 特 别 如 果 A 乞 六 中 任意 的 曲线 ,而 yshror ， 则 : 


<n(y; a, Dx, mi a, 5) = x, > 


对 所 有 在 7 之 定 闵 域 趴 的 a ，58 都 成 立 。 因 此 x (7;: 4, ) 就 把 在 My 
的 一 组 正 交 单 元 基 有 频 射 到 在 Ms 中 的 一 组 正 交 外 元 基 。 因 此 祝 著 7 存在 
一 租 平 行 的 基 , 他 们 在 每 一 点 此 赁 正 交 单元 的 。 下 而 就 紫 答 出 谈 个 等 价 的 
条件 : 


定理 3.11.1 下 列 请 人 条件 彼此 等 价 : 
(a 连 轴 忆 奥 < ，> 彼 此 可 匹配 。 
b) 测 距 张 量 场 < ，> 在 卫 中 是 平行 的 。 
) 对 座 所 有 在 A 上 的 向 量 场 * , 了 以 及 所 有 的 1 EN 都 有 : 


KX, Y> = DX, Y> + <X, DY>. (5.11.1) 


a 


(2 


全 


) 沿 车 NN 中 的 每 一 条 曲 入 都 存在 一 租 正 交 单 元 的 不 行 基 向 量 场 。 
) 对 共 每 个 平滑 映射 7 :已 一 六 ， 其 诱 引 的 连 贺 pv“*D 都 跟 其 莱 引 的 


CY 
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测 距 < ，>>。9 彼此 可 匹配 。 


识 明 ”上面 已 径 看 出 若 他 成 立 则 他 也 成 净 。 至 蕉 其 逆 念 贯 之 一 明 只 不 
过 是 有 髓 娘 性 的 简易 彝 斩 而 已 。 现在 燃 和 粮 来 访 明 下 列 诸 项 : 

一世 ， 我 们 必须 从 明 对 论 每 个 上 都 有 DK ，》= 0 ， 其 中 假说 褒 
著 任 合 曲 入 存在 有 一 租 正 交 单元 的 平行 基 。 污 曲 狠 7 满足 ra(0)= 上 。 兮 
(有 坟 一 组 过 种 基 而 {s } 镶 其 对 侦 基 。 则 有 : 


《 ，D>oy=be@es 其 中 604 = 二 1, 一 1 或 0 


可 见 51, 的 所 有 六 数 均 角 寄 。 因 此 按照 一 个 张 量 场 之 须 驾 六 数 的 第 二 个 定 
义 得 知 : DK ，>= 0. 

(b) 一 {e) ,一 个 伞 限 制 的 张 量 妇 就 其 范 引 连 导 所 求 的 顺 玖 导数 满足 如 下 
的 一 般 公 式 : 


(P Djio 9 = 站 on、 


还 公式 可 以 由 3 坟 一 个 向 量 场 之 特别 情形 ,三 遗 定 一 棚 基 来 加 以 征明 。 在 
目前 的 情形 只 需 使 用 上 公式 而 版 = 冬 ，> 就 可 。 

(a (e) , 在 他 中 考虑 2 坑 一 休 曲 笋 7 ， 则 看 到 可 匹配 性 的 做 件 比 他 和 
强 , 因此 外需 他 之 特别 情形 。 反 过 来 ,一 条 在 忆 中 的 曲 入 + 可 以 被 9p 推 到 
六 中 的 一 条 曲线 了 7 = por 。 假 设 钨 成立， 旭 沿 此 了 7 的 内 其 和 三 在 行 位 移 之 
下 保持 不 闻 。 而 且 由 於 基 本 上 我 们 考 上 刹 同 一 租 向 量 ， 以 及 各 租 向 量 的 平行 
位 移 及 内 积 , 所 以 向 著 * 的 内 积 也 在 平行 公 移 之 下 保持 不 购 。 

一 Ci , 我 们 可 以 把 取 内 积 的 运算 (X,Y ) 一 < 7Y> 看 如 一 个 收 策 
运算 。 根 据 定理 5.9.,1 , 收 顷 有 运算 与 刀 . 可 交换 。 因此 D,< ,> 在 (A,Y 
) 之 上 的 值 篇 : 


(DK , (XY Y) 一 tAX, > < DX, 了 > | 《4 DY >. 


由 此 则 与 (QO 互相 等 价 显 然 可 见 。[] 


性 征 5.11.1 就 p :NM 上 的 测 距 < ,> 仿 {F,} 馈 一 组 局 部 的 正 交 
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距 元 基 。 仿 《F, > = at (不 取 和 ) ,因此 4s = 土 1。 试 伍 A 上 的 一 个 这 
束 刀 是 可 匹配 的 充 要 人 条 件 需 过 个 忆 对 锥 适 租 正 交 单 元 基 的 连 婉 形 满 足 反 伴 
咎 (skew-adjointness ) 的 性 质 :; wi = 一 aari ( 不 皮 和 ) 。 特 别 在 歼 
受 ( 而 非 半 黎 曼 ) 的 情形 这 个 方 障 ( w; ) 是 反对 称 的 。 


对 蕉 映射 上 的 一 个 测 距 纺 是 存在 能 与 此 测 距 相 匹 配 的 连 上 柠 。( 过 事实 
我 们 汗 完 不 预备 证 明 ) 。 可 是 过 种 连 吉 不 见得 唯一 。 念 了 强 沁 只 能 存在 肉 
-的 一 个 过 秆 速 吉 ， 我 们 就 需 沽 当 加 入 额外 的 限制 。 党 我 们 是 考虑 一 个 流 
形 上 的 测 距 时 ， 可 以 取 限 制 条 件 人 需要 求 其 扭 率 张 量 坑 零 ， 过 样 就 产生 可 号 
配 之 圳 毗 的 唯一 性 。 因 此 对 称 性 的 条 件 对 锥 连 紫 带 来 了 解析 上 的 简易 性 ， 
除 此 之 外 我 们 还 可 以 答 出 灯 何 的 理由 来 说 明 适 对称 条件 (T= 0) 的 好 不 。 
假设 7 是 村上 的 一 条 曲 线 ， 把 加 速度 47 用 一 租 沿 著 7 需 平行 的 基 向 量 温 
来 写 出 来 : 4y = PE， 。 则 我 们 可 以 在 R* 中 找到 一 条 曲名 + ， 使 得 过 * 
在 欧 氏 辣 义 之 下 的 加 速度 正好 等 於 : 


r” = (fl,..., f°). 


现在 如 果 r 是 RR“ 中 的 一 条 封 于 曲线 , 则 可 找到 禄 在 7 器 界 其 相配 合 的 曲 
面 $ ， 使 得 扭 率 过 二 微分 形 在 S 上 的 积分 正好 多 略 等 於 从 7 之 起 点 到 终点 
的 位 移 。 因 此 如 果 抽 率 往 需 这 位移 等 礁 需 ,所 以 短 曲 如 之 行 篇 可 以 比较 容 
易 与 欧 氏 空间 中 的 曲线 相 比 较 。 

对 於 在 一 个 映射 p :N 一 M 之 上 的 测 距 遂 种 一般 的 情形 如 果 我 们 也 想 
加 和 进 手 率 垮 零 的 人 条件， 则 过 人 条 件 就 逐 点 的 对 连 姐 形 ( 或 保 数 ) 加 和 给 一 些 绿 
性 的 代数 条件 。 至 於 秆 系统 之 可 解 性 则 取决 於 在 设 点 pe 的 阶 次 。 此 即 ， 
大 : 

q = dim(paNi)= d = dim Al， 


出 其 解 角 唯 一 。 但 是 如 果 要 求 g = e = dim NW, 央 知 其 解 ( 在 4 点 ) 存在 
。 四 此 售 同 时 有 存在 及 唯一 性 ps 必得 是 个 做 射 又 是 一 射 , 换 襄 之， 就 
是 一 个 局 部 的 可 微 同 且 。 温 样 看 来 限制 於 考虑 4 售 但 等 映射 之 测 距 ( 坦 一 
个 流 形 上 的 测 距 ) 对 於 考 读 其 插 率 坑 雪 的 连 驶 其 实 北 不 算是 多 大 的 限制 。 
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定理 5.11. 2 一 个 半 黎 曼 流 形 具有 单独 一 个 可 输 其 测 距 相 匹 配 的 对 称 连 
加 。 


训 明 ”将 可 匹 守 性 条件 写成 : 


CDxY,2> = 一 (也 DxZ> + XCY, 2>, (5.11.1) 
而 将 握 率 储 雪 的 休 件 表 成 : 
DxY = DyX + [X, 7]. (5.11.2) 


交互 的 应 用 (5.11.1) 式 及 (5.11.2) 式 论 ,了 ，Z2 之 轮换 排列 。 到 最 
和 后 一 步 时 会 再 出 现 <DrY ,Z> 的 项 ， 风 此 就 给 出 公式 : 


2<DxY,2Z) = XOY,2) + YOX,2L> — ZX, 了 > 
— <X,{[Y,Z) + <Y, [2Z, > 二 《DZ [YX, YF]>. (5.11.3) 


道 种 对 < DrY ,Z > 所 得 到 的 公式 就 明示 了 此 对 称 过 紧 的 唯一 性 。 希 简便 
计 我 们 把 上 式 的 右手 过 记 坊 D(X, 了 ,Z) 。 

要 或 明 存 在 性 我 们 可 以 进行 如 下 一 系列 的 观察 : 

对 於 固定 的 七 县 ， 上 面 式 子 所 表 连 的 D(X ,Y ,2 ) 关 从 2Z 是 个 
单 微分 形 。 当 我 们 以 fZ 取代 Z , 则 了 裤 微 分 之 项 互相 消除 而 有 DCX, 了, 
/2Z) = /D(X, 7Y,Z)。 至 从 对 Z 的 加 法 性 当然 也 成 立 。 因 此 存在 一 个 向 量 场 
W 使 得 对 於 每 个 人 ,了 都 有 : 


2 于 ,之 ) = D(X, 和 了) 


可 之 4S$.11.3) 式 站 没有 超 定 人 (overdetermine )DrY 。 
叫 ” 一 个 连 过 的 公 敲 (人 ,D, 必须 天 长 上 需 系 人 性 ,与 @ 项 类 似 。 可 以 就 
固定 的 了 恰 Z 诈 明 D( 半 ,了 ,Z ) 是 舌 於 六 的 单 微分 形 而 得 。 
C) 公设 (2), D, 必须 久 一 个 尺 祭 性 的 运算 ， 可 以 由 了 的 加 法 性 以 及 下 
面 要 广 明 的 公设 (3) 而 得 。 
(d) ”要 证 明 公 设 (3) , 只 需 以 AY 代替 YY ，, 加 以 计算 而 将 结果 表示 成 : 
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D(X,fY, 2) = 1D YYZ)+20nC7 Z>， 


le 显 然 所 考虑 的 公式 从 平滑 的 数据 就 产生 平滑 的 车 果 , 因此 当然 公 
(全 能 满足 。 
(要 娩 明 可 匹配 人 性 只 需 验 讨 : 


D(X, Y,2) + D(X,Z, PD = 2X(Y, 2». 
@) 要 屋 明 扭 率 贷 需 只 需 验证 : 


D(X, Y,2) — D(Y, ¥, 2) = 20[ 和 了 ],Z> 口 


我 们 称呼 和 个 唯一 的 可 匹配 的 对 称 连 驳 售 半 黎 曼 过 紧 ,或 者 Levi- 
Civita 连 紧 ,以 纪念 其 发 现 者 。 


季 ”由 有 上 之 测 距 < ,> 在 4 :NM 上 所 印 引 的 半 黎 曼 结 构 < ，> 。， 
只 有 一 个 可 匹配 的 对 称 违 虎 。 在 任何 点 只 要 其 篇 著 射 ， 则 泻 个 束 壳 在 
此 点 之 卷 域 上 是 唯一 的 。 


如 明 荐 站 人 坑 衣 上 的 半 黎 曼 连 歼 ， 旭 请 忆 就 是 一 个 可 匹配 的 圣 称 速 玛 
, 因此 存在 作 设 有 阅 题 。 现 在 假设 ws 在 半点 坑 芝 射 ， 则 可 以 找到 在 A 上 
的 一 组 局 部 基 是 由 KyaZ, 这些 向 量 努 所 租 成 ( 其 中 的 Z， 镶 和 NN 上 之 向 量 场 
) 。 因 此 每 一 个 在 xk 上 的 向 量 圭一 定 都 在 各 稻 基 的 关 域 中 可 表 成 一 个 N 上 
阿 量 志 的 影 俐 。 可 是 上 面 定理 中 性 引 (5.11.3) 式 的 过 程 ， 当 我 们 限制 来 
考古 一 些 影 像 向 量 场 时 ,都 可 以 照样 执行 出 来 , 各 就 得 出 关於 2 Du 
As》 的 一 个 公式 ， 其 中 X ，Y 及 Z 都 是 在 2 点 之 郑 城中 的 向 量 场 。 


我 们 可 以 考 不 (5.11.3 ) 式 的 特殊 情形 而 得 出 忆 之 傈 数 的 玫 束 式 。 党 
我 们 使 用 座 标 基 {63,1} 时 就 得 到 一 些 古 典 的 结果 。 过 时 的 画 数 : 
De.0;, ak> = [y, K] 
一 了 op + Obix — Obis), (5.11 4) 
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其 中 5,, 是 油 距 < ,> 的 成 分 ,， 称 需 第 一 虑 的 Christoffel 符号 。 至 於 第 
二 类 的 Christoffsl 符号 好 镶 以 前 所定 闵 的 DD 的 保 笋 ,TT; 。 在 较 早 的 文 
鞭 中 也 常 记 久 {yx} 。 他 们 可 出 提 和 异 第 一 类 符号 [i7 ,上 的 指 檬 天 而 得 。 央 
仿 由 : 

Da,os 一 DO. 可 得 [i, k] = Oh 


靳 以 车 有 取 (5) 坑 (br ) 的 逆 方 阵 ， 则 有 : 


I = oO*[i, kl] 
= 所 “pp + Obi — xb), (5.11.5) 


男 外 一 种 局 避 基 的 自然 挑 潜 法 就 是 取 一 租 正 交 单 元 基 ，( 或 者 称 篇 支 
么 (tirame ) ) ，{,} 。 使 用 带 种 基 有 些 好 处 , 峰 如 襄 , 在 一 个 可 平行 化 
的 流 形 上 考 砷 其 黎 皮 千 血 之 时 , 因 久 站 时 可 以 将 这 种 基 大 域 化 。 者 使 用 这 
种 支架 , 而 以 X ,，Y 及 Z 等 等 来 表示 过 基 中 的 向 量 场 ,， 则 在 (5 . 三 .3) 式 
。 各 时 我 们 可 以 把 忆 的 保 数 用 适 芭 架 的 结构 画 数 cyx 表示 出 来 。 过 抑 的 所 
请 结实 汤 数 ( structural functions ) 就 是 本 乘积 的 保 数 : 


[Fy, Frl = cr 有 ($.11.6) 


注 悉 道 史 有 cx = 一 chy。 把 (5.11.6) 式 代入 (5,11,3) 式 可 得 : 


{ 


2< Dr F,, 天 > — aiCixk 十 4yCki 十 arcys 


= 2axcD \ 不 取 和 ) 


过 时 不 论 要 把 指标 下 降 ,或 者 要 解 出 上 * 都 是 很 简章 的 事 , 因 久 (58;,) = 
(a,654,) 本 身 就 是 目 己 的 逆 方 障 。 易 得 : 


Ly = $ailaick; + dycik + GkCi) \ 不 取 和 ) (5.11.7) 


定理 5.11.3 一 个 半 黎 曼 流 形 上 的 曲率 张 量 怀 满足 下 列 对 称 的 性 质 : 
(@) CR(Y, Y)Z, W> = 一 人 RE X)Z, WY>. 
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(b)} <R(X, FZ, WY = 一 人 RE YW, Z>. 

(©) 《R(X YYZ, WY = CRZ, WX, YY. 
以 及 第 一 个 Bianchi 和 便 等 式 : 

(d) RX, YZ + ROY,Z)X + R(Z, XY)Y = 0. 
( 章 定 理 使 用 张 量 成 分 的 写法 请 参 关 在 题 2.17.4 ， 其 中 我 们 使 用 一 些 像 
Aink 二 Rnz = bipR 之 类 的 符号 。 另 外 在 习题 2.17.4 中 也 答 出 近 曲 率 
张 量 进 一步 的 另 些 代数 性 质 。) 


族 明 : 人 性 时 人 及 世 已 构 在 第 5. 10 和 节 中 发 明 沁 了 。 

人 性质 他 则 提 到 尽 (X,7 ) 是 个 及 伴随 的 ( skew~adjoint ) 穆 性 想 换 ( 
对 於 测 距 < ,> 来 著 ) 。 把 一 个 特性 转换 就 支架 (已 ，} 写成 方 隙 (A; ) ， 
则 这 种 反 件 随 竹 就 表示 久 41 = 一 aaj4i ( 不 取 和 ) 。 现在 由 {5,11.7) 式 
我 们 立即 看 出 连 此 形 的 乍 障 (T$ dx*) = (wD) 会 具有 过 种 人 性质 。 但 是 尽 ( - ， 
“ ) 的 矩阵 是 曲率 形 航 和 矩阵 加 以 构 叱 ，( 一 8;) ,因此 其 反 件 随 人 性 就 由 (ww/) 
的 反 件 随 性 以 及 第 二 千 构 方程 式 : 


0; = 2(dwi 十 wh A wf). 


而 得 到 广 明 。 
至 认 朋 作 人 © 则 由 (8) , (0) 及 四 同 入 出 来 。 事实 上 如 果 在 下 面 的 天 保 式 中 : 


R(X, Y)Z, W> + <R(Y, 2Z)X, W> + <R(Z, X)Y, W> = 0 


代入 对 於 ( 王 , 工 ,Q , 歼 ) 不 同 硕 序 的 排列 : (入 玩 了 2),(Z, WW 半 7 了 ) 及 
(Y,W,Z, 太 ) , 则 我 们 得 出 另外 三 人 条 类 似 的 天 保 式 。 前面 两 条 的 和 泪 掉 
做 面 帜 条 的 和 就 得 出 所 想 要 的 千 果 。 口 


习题 5.11.2 起 求 出 半 黎 曼 连 驳 之 曲率 的 成 分 : 

人 ”使 用 一 租 座 栋 基 {3,} ,而 且 使 用 测 距 成 分 biy =<5， ,86,， > 来 
表示 。 

“Lb) ”使 用 一 个 支架 {下 , } , 而且 使 用 结构 瑞 数 cj 来 表示 , 其 中 
LE Fr] = chF. 
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枯 题 5.11.3 ”假设 g 是 个 在 上 的 对 称 双 狠 性 形 ,而 且 对 从 x 上 的 回电 
DD 角 不 行 的 ( 在 (5.11.1) 式 中 以 替换 <，> 就 是 ) 。 就 得 刀 的 曲率 转 
换 情 (X,Y) 对 从 z 角 反 伴随 的 。 


办 题 5.11.4 ”一 个 映射 :MM 一 放 称 篇 是 在 测 距 < ，> 之 下 的 保 距 同 构 
( isometry ) 如 果 能 满足 : Ap ，、=《 ，》。 一 个 回 量 场 X 称 骗 是 测 
中 < ，> 的 一 个 Killing 向 量 场 (或 者 称 角 无 究 小 保 距 同 檬 ) 如 果 必 之 单 
参数 群 中 的 每 个 重 换 上 ， 都 是 MW 中 在 其 定义 域 坦 开 子 集 上 的 保 距 同 构 。 试 
症 明 和 X 仿 Killing 疝 量 场 的 充 要 条件 坑 Er ，>=0 ,其 中 Lz 是 对 从 
文 的 李 尊 数 运 算 。 


蓝 题 5.11.5 ”假设 刀 是 在 M 上 测 距 < ，> 的 半 黎 曼 连 驾 ， 而 定义 4xY= 
~ DrX 。 对 从 固定 的 X ,我 们 可 以 把 4z 看 成 一 个 ( 1, 1 ) 型 的 张 量 场 ， 
在 每 一 点 指定 设 点 切 空间 之 间 的 线性 转换 。 试 将 4x 延 拓 成 一 个 定义 在 整 
个 张 量 代数 上 的 泊 运 算 。( 参看 习题 3.6.8 ) 。 试 葵 明 : 4x=ZLxr 一 Dr 
( 提示 : 对 从 张 量 代数 的 两 个 导 运 算 ， 例 如 4x 及 Lr - Dr , 如 果 作用 认 
画 数 及 向 量 场 时 能 得 到 相同 的 结果 ， 则 攻 雨 个 尊 运 算 就 彼此 相等 。) 


习题 5.11.6 试 洽 XX 镶 Killing 向 量 场 的 充 要 休 件 坑 对 欠 测 上 距 < ，> ， 
Az 是 反 伴随 的 。 


习题 5.11.7 起 悚 在 民 坑 震 之 不 4r = Zr 。 


履 题 5.11.8 今 {P,} 壳 M 上 的 一 个 平行 化 ,而 定义 MH 上 的 一 个 半 黎 曼 
调 距 < ，> 如 下 : ( 山 届 定 4，, (2) 使 下, 成 镶 正 交 利 元 。 则 演 平 行 化 {FF,] 
的 连 馨 D 与 此 测 距 可 匹配 ,但 是 这 巡 蛇 一 般 而 首 御 不 是 半 黎 曼 束 田 ， 因 和 角 
D 之 扭 率 基本 上 泛 滑 Cx 和 糖 出。 试问 对 这 些 Cyt 必须 加 上 人 和 什 笑 人 条件 才 能 使 
其 对 称 化 的 连 紧 'D 成 久 半 歼 曼 连 比 ? 


如题 5.11.9 使 用 定理 5.11.3 中 的 对 称 人 性 包 来 悟 明 Re = 0 ,因此 可 
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知 一 个 半 黎 受 束 吉 的 Ricci 线 量 一 定 是 对 称 的 ,此 即 民 = 及 请 驳 表 在 
题 5.10.6 )。 


多 题 3.11. 10 ”一 个 半 歼 受 速 遍 的 无 向 量 曲 率 S 定 闵 镶 无 疝 量 的 次 数 
六 站 =R:! 0 试 评 县 。 


Riy dx' 一 二 dS 


( 评 参 看 如 题 5.10.8 ) 。 


5.12 测 地 粮 


在 鞭 氏 空间 &" 中 ， 一 人 条 站 笋 就 是 一 人 条 不 局 曲 的 路 径 。 因 此 如 果 在 遂 
些 荫 7 中 遗 定 一 个 特别 的 参数 化 表示 ( 线性 的 参数 化 ) , 则 沿 此 曲 入 7 其 
速度 向 最 场 需 平行 的 。 我 们 就 使 用 无 * 中 一 人 条 直 和 缚 的 通 一 特征 性 质 做 售 支 
机 来 定义 一 个 具有 连 融 忆 的 注 形 MH 之 上 的 测 地 和 线 。 

妈 中 的 一 人 条 测 地 外 (geodesic ) 就 是 一 条 参数 化 的 曲 入 7 满 四 其 急 向 
量 场 yz* 沿 过 7 镶 平 行 。 或 即 其 加 速度 角 堆 : 


,= (y” D)aauys = 0. 


如 果 到 动 过 曲 穆 的 参数 化 麦 示 ， 则 除非 过 参数 玫 换 优优 射 狗 换 : r(s ) - 
r (es +b ), 其 中 a 与 5 镶 常 数 , 不 然 的 话 着 条 曲 入 就 不 再 是 条 测 地 入 . 
办 角 任 何其 他 的 新 参数 化 胡 示 会 在 ys 的 方向 给 出 某 种 的 加 速度 。 

一 条 测 地 穆 的 方程 式 足 个 二 阶 的 微分 方程 式 : 


(*D)yary* = 0. 


我 们 知道 一 人 条 二 阶 微 分 上 方程式 的 始 值 条 件 的 粘 法 是 先 指 定 一 个 起 种 m ,在 
说 点 的 参数 值 需 0 , 然 化 又 在 这 起 点 指定 一 个 初速 度 ( initial veloci:ty，) 
Y*(0) = ve fn 。 过 时 对 过 微分 方程 式 之 定义 画 数 的 条件 就 足够 保证 仁和 给 
一 组 始 值 休 件 , 别 此 方程 式 必定 存在 一 个 唯一 的 解 。 事 实 上 , 过 唯一 久 鲜 
是 其 参数 & ,其 起 点 由 ， 以 及 其 初速 度 2 的 平 请 画 数 。 
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另外 一 种 看 法 就 是 把 速度 看 成 集 是 切 束 了 M 中 的 一 条 暴 稼 7Y，。。 能 访 
明 测 地 入 的 速度 曲 入 麻 设 是 某 一 个 TM 上 的 特别 的 向 量 场 G 的 积分 曲 牧 。 
半 就 使 得 上 面 所 提 有 了 关 测 地 入 的 特 币 性 里 可 以 由 以 前 所 纹 有 拓 积 分 曲 各 之 
性 质 得 来 。 下 面 芝 定理 就 来 洲 论 避 个 MM 上 特别 向 量 场 避 的 内 在 伯 质 ， 


定理 5.12.1 禽 设 了 D 久 MM 上 的 一 个 巡 壳 ,而 x :TM->M 全 自 然 投 射 把 
一 个 向 量 指定 到 其 切 点 。 又 取 了 : TM 一 TM 镶 M 上 的 恒 等 映射 , 我 们 可 
以 把 间 1 看 成 是 对 任何 一 个 向 量 指定 到 其 切 点 然后 叉 指 定 回 原 向 量 ， 因此 
可 以 将 其 看 如 一 个 在 x 之 上 的 向 量 场 。 另 外 又 设 r 忆 乱 刀 透 台 所 话 引 出 
来 的 环 殉 。 则 在 7 M 上 存在 一 个 唯一 的 向 量 志 C 满 中 : 

四 rsG=7 ,记得 我 们 有 : G: TM 一 TTAMf 以 及 md TTM -> TH 。 

tb) (rsD)or = 0. . 

此 外 ， 如果 r* 是 到 个 C 的 一 条 积分 曲 乏 , 则 7 了 7=rezr 就 是 MWH 中 的 一 
条 测 地 入 , 而且 + = 7。。 在 TM 中 不 存在 任何 其 他 的 向 量 场 满足 其 积分 
曲 稼 就 是 M 上 所 有 测 地 和 糠 的 速度 向 量 示 。 


斌 明 对 於 每 个 1 ET 了 TM ,在 外 及 人 项 中 的 方程 式 对 於 CG(L) 而 家 此 
乱 稼 人 性 方程 式 ， 因 此 我 们 可 以 圣 运 些 式 子 乏 则 加 以 考 感 而 优 损 其 一 般 人 性 。 
就 葵 定 的 上 生 了 亲 〈《 其 中 天 = 和 人) ,我 们 在 他 及 避 项 中 的 映射 分 别 杰 成 : 


mrs: (TM) 一 hn 以 及 4 = (rrD) TT: (TM) > Mi 
因此 只 要 取 其 站 和 就 可 以 将 各 十 映射 合作 在 一 起 而 得 : 
ryk 十 dh1)N ->hA + M。 (下 和 ) 


注意 吉 兄 的 运算 4, 正好 是 久 题 5. 11.5 中 那个 色 算 加 以 变 号 而 得 。 贝 从 
(TM ) :及 Mo + AM， 的 蕉 数 相同 ,此 壤 2d ,因此 篇 证 明 存 在 一 个 解 , 我 
们 只 需 证 明 禹 解 是 唯一 的 。 坊 进行 性 明 我 们 能 得 出 唯一 的 解 CG， 我 们 就 来 
将 上 面 吉 六 题 改 寓 成 座 标 的 蘑 法 。 

假设 x+' 和 坊 M 上 的 座 模 。 则 TM 上 的 座 标 可 以 取 篇 : 
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Y=xon 及 y's = dx 
售 导 上 相 麻 的 座 作 向量 场 以 及 TM 上 相 麻 的 座 模 向 量 场 分 别 镶 : 
Bexi = (ME) ,BR oey = Yoevitd= V,, (TM 


由 於 向 量 场 羡 , 及 了 ,和 售 7 相关 ,因此 在 7 之 上 的 向 量 场 可 以 使 用 X ,or = 
x#7: 做 篇 一 祖 方 便 的 基 。 对 众 任 七 村 ,可 以 将 其 户 成 : 
t = (x) Xm) = y+ (ft) X(t), 


因此 忆 等 映射 1 之 座 标 表示 局 : 
{ = 和 


如 果 连 紧 书 之 傈 数 妈 和 镶 T) ,， 划 请 引 连 融 x*D 对 於 基 14 er ,7 了 au 1 之 保 
数 怠 : 
Hi = Ti 7 议 及 Hii ,sa = 0， 


因 入 zs 了 4s = 0 。 现 在 假设 G= C1 Gt4Ys， 则 由 介 知 : 


TxC 一 Ci7。 Y, 十 Gitdy ye Ya 
一 C 
=- / 
= y+ Xon, 


可 见 必 须 CG = 了 ” 。 另 方面 由 他 能 得 出 : 
(mr*D)el = (mr*D)oy Kion 
= (Gy Xonr t+ G(r Dy Xion 
— (Gi'*4 十 JJ a TX oo 


= 0, 


由 天 式 我 们 可 以 解 出 CC ”， 而 得 到 唯一 的 解 印 : 
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G 一 Tt 一 tr 9 TY, ,uy. (5.12.1) 


现在 假设 + 是 G 的 一 休 积 分 曲 粮 ,而且 取 7 = zx。=*。 则 由 外 知道 : 
Yr (Go7) 一 1。o7 一 7 ,因此 对 於 在 7=xor 之 上 的 艺 引 过 
紧 而 言 .我 们 由 包 可 得 : 


(y* D)aauy* = (y*D)aavl or 
= r*(r*D)yavl or 

(m*D).,.I 

(m*D)clor 

0 


因此 7 就 是 一 条 测 地 稳 。 
由 去 任何 向 量 场 可 由 其 积分 曲线 全 体 来 唯一 的 决定 , 因此 定理 中 最 末 
那 段 化 泪 当 然 成 并 。 口 


上 面 证 明 中 的 一 小 部 分 就 是 下 列 有 用 的 引 理 之 证 明 : 


引 理 5. 12.1 假设 X 是 TM 上 的 一 个 向 量 场 , 则 : 
(a ) ”六 的 积分 曲线 镶 其 至 妆 上 之 投射 的 速度 向 量 场 的 充 要 人 条件 入: 


‘a rs=1。 
主 : (8) 一 个 在 7M 上 的 向 晶 场 若 能 满足 人 条件 r* 民 = 了 ， 则 对 样 的 六 
称 伪 是 在 章 上 的 一 个 二 障 微 分 方程 式 。 运 种 和 的 座 标 表 示 其 形式 霹 : 
X= yy,+ FiYra, 


假设 7 是 反之 一 条 积分 曲线 7， 之 投射 ， 则 过 7 的 成 分 广 = *'。7 会 满足 
一 个 二 阶 的 微分 万 程式 系统 : 


AP 下 站 
其 中 “FF' 是 及 “上 的 夯 数 ,， 在座 标 映射 (y* ) 之 下 对 峰 於 保 数 西数 请 ' 。 
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必 了 4M 上 的 巡 侦 能 答 出 束 贤 DD 的 测 地 纱 之 向 量 场 G 通常 就 称 外 已 的 
测 地 喷 场 ( geodesic spray ) 。 对 过 个 CG 而 言 ， 其 成 分 : FR'=G'+“ 正 好 
是 yy 个 ”的 二 次 普 次 而 数 。 -个 二 障 的 在 失 上 的 微分 方程 式 式 若 其 成 分 严 ' 
秀 y 对 ”的 次 次 二 次 画 数 , 则 过 个 蕊 就 称 念 是 扩 上 的 一 个 喷 场 ( spray ) 。 
因此 对 一 个 喷 场 我 从 必定 有 : 
天 = ~y ty tay on, 


其 中 TIT), = 了! 仍 村 上 的 某 些 丙 数 。 根据 W.Ambrose , 1 ,Singer 及 六 ， 
Palais 的 一- 个 定理 ,过 些 画 数 Tyr 正 好 构成 必 上 某 一 候 连 加 忆 的 人 牺 数 。 因 
此 M 上 的 每 一 个 喷 场 一 定 都 是 某 个 圳 累 的 测 地 喷 场 。 

ci 假设 7r 是 一 条 测 地 入 ,而 /'=x'。7 是 其 座 标 成 分 , 则 ra 的 座 
标 或 今 可 表 储 : 


oy 一方 以 及 天 +doys 一 


由 (5.12.1) 式 可 以 得 出 逮 些 三 及/" 所 满足 的 方程 式 霹 : 
对 於 前 面 的 & 个 ,我 们 有 : F =” 
对 於 其 他 的 我 们 有 : 


f= fT on. (5.12.2) 


(5 .12.2) 中 个 二 次 方程 式 是 种 标准 式 ， 可 以 轻易 的 由 一 条 测 地 入 的 定 并 
来 导 引 出 来 。 


定理 5. 12. 2 ”一 个 连 楷 可 以 由 其 报 率 以 及 其 参数 化 的 测 地 篇 全 体 来 加 以 
完全 决定 。 : 


亡 明 由 握 案 可 以 决定 了 : -了 :，, 而 由 喷 场 G 可 以 决定 ;+ 了 4 
© 因此 两 者 合 在 一 起 可 以 完全 决定 各 个 连 帝 o [L 


赚 题 5.12.1 答 定 一 个 连 紧 刀 以 及 一 个 ( ! ,2 ) 型 的 张 量 场 S 而 假设 对 
蕉 遂 张 量 饭 的 雨 个 硕 畜 指标 具有 反对 称 竹 。 则 存在 唯一 的 束 紧 其 测 地 缠 完 
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全 与 忆 的 测 地 稼 相同 ,而 其 扭 率 张 量 正 好 等 藉 示 个 检定 的 > 。 


右 题 5.12.2 起 媳 速 妈 乙 ， 其 对 侦 连 轰 De ,以 及 其 对 称 化 束 骨 “三 所 具 
有 的 调 地 稼 完全 相 i © 


习题 5.12.3 邻 x' 及 x" 坑 丸 "中 的 卡 括 座 标 。 在 道 及 "上 定义 一 个 连 紧 
已 如 下 :到 Ta= 了 mm =1，, 而 含 记 有 其 他 傈 数 等 外 圭 ，!x = 0 ,上 则 站 
束 索 是 对 称 的 。 

@) 哉 寅 出 过 时 尽 中 测 地 笋 所 满足 的 微分 方程 式 花 解 之 。 

(b) 试 求 潇 足 始 值 条件 角 : 


y(0) = (2, 1) 以 及 ys(0) = 931(2, 了 ) + 8322, 1). 


之 调 地 于 7 。 
C) 从 原点 (0,， 0 ) 出 发 一 定 能 缴 存 在 测 地 入 通过 及” 中 的 任 匡 点 麻 ? 


习题 5.12 4 请 处 理 与 上 阅 竹 完 全 癌 样 的 问题 ,只 不 过 特 资料 更 换 角 : 
D, = 1 ， 而 所 有 其 他 的 Tj， 二 0O。 


警 题 5.12.5 ”如果 每 一 条 测 地 和 线 都 可 以 无 井 的 延伸 ， 此 即 对 其 参数 的 任 
巧 大 值 此 有 定义 ， 风 说 壹 个 过 胃 是 完全 的 ( complete ) 。 换 车 之 ， 如 果 
TM 上 的 喷 场 G 驴 完全 的 ， 则 襄 首 器 紧 是 完全 的 。 试 阳 太 是 5.12,3 及 
5 .12.4 中 的 连 竖 是 否 念 完全 的 ? 


医 题 5.12.86 武人 司 M 上 一 个 平行 化 {X, } 之 连 笃 的 测 地 穆 正好 就 是 入 性 
组 合 向 量 场 a'X, 之 积分 曲名 , 其 中 a' 角 一 些 常数 。 


5.13 测 地 入 的 极 小 化 性 质 


在 本 和 节 圳 我 们 要 廿 明 在 一 个 黎 曼 流 形 中 巡 接 和 给 定 南 点 其 长 度 坊 最 短 的 
曲 巡 如 果 存 在 的 英 ， 那 感 对 於 歼 曼 连 观 而 言 ， 适 是 一 条 测 地 和 线 。 更 一 般 来 
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其 ， 在 一 个 具有 测 距 的 流 形 器 ,一 条 曲线 若是 能 量 略 算 的 ( energy-criti- 
cal )， 则 这 人 条 曲 粮 一 定 是 杀 淹 地 各 。 

首先 来 考 丰 局 部 的 情 沉 ,我们 要 证 明 从 一 点 到 这 点 之 某 个 足 先 小 的 部 
域 中 的 任 茵 点 一 定 存 在 一 条 项 地 线 相 连 。 着 件 事 对 众 流 形 M 中 的 任何 一 个 
连 紧 DD 都 可 以 做。 对 伶 任 何 点 mE 由 ,我们 定 闵 在 裔 点 的 指数 映射 ( ex- 
ponential map ) exp。 :有 .一 及 如 下 : 对 长 任 嫩 了 夺 生 扩 。 存在 只 一 的 一 - 修 
测 地 入 满足 7 (0)=m9 ,及 7，(0)=!。 因 此 我 们 就 使 用 道 杀 测 地 和 综 而 定 
义 : expat=7(1) ,如 下 面 图 20 所 示 : 


图 20 


使 用 黎 曼 厅 何 的 薄 避 我 们 也 可 以 蒂 成 我 们 就 从 类 沿 闭 在 上 过 方向 的 测 地 塘 
运动 一 个 等 从 上 之 长 度 的 距 雄 。 饲 证明 运 指数 映射 exp 具有 平 请 性 ， 我 
们 的 做 法 是 考 碰 切 束 不 用 而 使 用 旱 场 G 之 流 线 { pz，} 。 显 然 撤 定义 我 们 有 : 


CXDm 一 也 5” Pa 


所 以 指数 映射 exp 被 分 解 成 自然 投射 + :TM 一 MM 以 及 可 微 同 胚 ,|x。。 
既然 后 雨 者 都 是 平滑 的 ,所 以 指数 映射 生平 滑 的 。 
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侣 把 上 面 的 急速 度 改 局 ez ， 则 测 了 地精 玫 坑 rts) = rl(as) ， 可 见 在 
expa 之 下 ，M。 中 由 原点 出 发 的 射线 就 徙 映射 到 由 因 点 出 发 以 二 坊 方向 的 
油 地 篇 : expn al = 7(1) = yah 

在 MMM。 中 兆 定 一 租 基 b= {e,j。 我 们 可 以 使 用 过 和 粗 基 来 给 出 一 个 可 微 
同 迁 映射 : 


b: R* -> Ma, : bx) = ui(x):e. 


因此 合成 映射 9 = expn。 65 就 沧 第 工 偶 正 座 标 轴 《 可 以 将 其 看 篇 射线 ) 映 
射 成 以 e, 镶 初速 度 的 泗 地 篇。 或 即 : 


Pa(0/04u(0)) = 人 


过 粘 果 也 题 明 pa 在 原点 0 坑 非 奇 与 的 . 因此 存在 原点 的 某 个 关 域 ， 使 得 
在 天 半 域 上 9 是 个 可 微 同 胚 。 我 们 把 逆 上 映射 x !' 称 久 在 天 点 的 一 个 正则 座 
标 卫 射 4normal coordinate map ) 。 送 样 所 得 到 的 正则 座 标 其 特征 就 是 在 
售 点 出 发 的 测 闻 稼 就 对 应 锥 R” 中 下 原点 0 之 机 性 参数 化 的 座 标 射 哥 。 妃 
然 一 个 在 关 点 的 座 檬 映射 巍 证 是 射 到 关 之 某 一 郑 域 中 的 其 射 ,所 以 我 们 已 
破 给 明了 下 面 的 : 


定理 5.13.1 假 疫 林 中 有 一 候 连 驶 忆 而 和 会 拷 ,， 则 存在 mx 点 的 一 侦 部 域 
U 使 得 对 人 於 其 中 每 一 点 n EU 存在 VU 中 的 一 条 测 地 入 由 训 出 续 而 以 # 乌 其 
款 点 。 


避 题 5. 13.1 考虑 一 个 对 称 的 回 紧 DD ,而 设 x' 秀 在 汉 点 的 正 册 座 标 。 
试 证 明 过 时 座 标 基 {3,1} 在 和 点 人 需 平行 的 ,而且 证 明 D 对 人 蕉 到 组 座 标 基 的 
所 有 保 数 在 区 点 此 驴 才 [yl(m) = 0. 


者 题 5.13.2 有 到 =C* ,就 是 从 复数 平面 中 和 将 0 去掉， 而 可 将 于 看 如 
R* 一 10} ,而 上 共有 卡 氏 座 标 z,y 以 及 其 座 标 向 量 场 9, ,9，。 有 取 半 = 
XA 十 y02 以 及 了 = 一 y61 + xx, 因 I 比 { X,Y) 就 构成 用 上 的 一 个 平行 化 。 
而 今 卫 含 过 平行 化 的 连 紧 。 试 侠 过 连 加 忆 在 辐 = ( 1 , 0) 点 的 指数 映射 正 
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好 等 从 复 购 指数 夯 数 。 注 总 吉 儿 我 们 把 M。 夭 下 法 看 如 从 数 平 面 : «0,(m) 
+ Bas(m) a + 衣 ,因此 所 要 求 深 明 的 其 实 就 十: 


expm(oO1m) + BOsm)) = E+. 


定理 5$.13.2 在 一 个 其 测 距 角 < ，> 的 半 黎 曼 流 形 邓 中 考虑 一 人 条 曲 入 7 
。 则 7 坟 测 地 系 的 充 要 休 件 需 它 是 能 量 莓 和 章 的 。 


普 明 ”本 定理 的 媳 法 完全 和 与 定理 5.6.1 之 部 法 类 似 ， 只 不 过 把 以 前 的 
优 射 加 溃 床 换 成 骸 对 现在 的 半 黎 电 过 加 之 加 速 庆 而 已 。 

设 7 篇 定 闵 於 [a, 8] x [c,d] 之 上 的 构 分 @ 之 底线 ， 而 其 沿 权 得 及 横 截 
入 的 向 量 场 分 别 记 镶 : X = QO 以 及 了 = Ceaa 。 过 时 抬 著 烃 缚 的 能 重 
峡 数 可 表 馈 : 


E(v) = 人 CX(u, v), Ku, 0)> du. 


角 求 得 EE'(c ) 我 们 可 以 先 在 积分 号 真 面 直 接 对 v 微分 同时 运用 零 抽 率 之 条 
件 而 有 : 


92 X, X> 一 24 人 Da 和 4， 广 >. 
= 2CQ* De, Y, X>. 
可 是 : 
.CY, X) = 《Q*Da, Y, X> + <Y, CQ Dae, X>, 


而 有 : 
da X, X> = 20.LY, X> — 2<Y, O°* Ds X>. 


290XKY, X> 过 项 可 以 使 用 徽 积 分 的 基本 定理 加 以 积分 而 得 到 : 


b,c) 
2 X> = 0, 


(a.c) 
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因 镶 @ 记 然 是 个 呈 分 ,所 以 党 然 必须 了 (ac)=0 以 及 (b,c)=0。 
因此 全 部 剩 下 的 就 只 是 竺 及 加 速度 的 项 : 


0 =《C Do, XMu, c) 
以 及 -- 个 人 无穷 小 的 法 分 Y(. ,c) 而 有 : 


Bo = -2 { CY 0), 4 the 


接 下 去 的 流明 就 完全 跟 以 前 仿 射 的 情形 之 苯 法 相同 。 只 需 访 明 如 果 有 
茶点 4r 不 驴 零 ， 那 我 们 就 可 以 草 当 的 秽 到 一 个 了 (. ,ce ) 使 得 上 式 中 所 
算得 的 已 〈c ) 不 镶 零 。 反 沉 来 如 果 4y = 0 ,此 即 7 是 一 条 测 地 穆 ， 则 对 
蕉 所 有 的 Y(*,c ) 都 有 E'(c) = 0 ,因此 贮 7 兢 设 是 能 量 跑 界 的 。 口 


因此 在 一 个 歼 曼 流 形 中 两 点 之 隙 的 最 短 曲 入 ( 如 果 存 在 的 话 ) 显然 一 
定 是 一 条 测 地 粮 。 另 外 在 一 个 足 锡 小 的 都 域 中 , 从 正则 座 标 系 硫 之 原点 出 
发 的 所 有 调 地 禾 纺 段 些 信 连 接 原 点 跟 另 一 端点 的 最 短 曲 和 线 , 着 事 实 之 枉 盟 
请 米 者 自行 做 角 习 题 。 

在 进一步 的 研究 工作 中 常常 假设 测 地 精 是 完全 的 ， 过 种 手 外 的 克 何 假 
设 常 是 相 和 党 合理 的 ,. 也 能 带 来 重要 的 人 性质 。 但 是 在 特别 的 模型 中 最 好 要 先 
查 板 一 下 过 妊 假 屋 是 否 正 确 ( 请 看 习题 5.12.5)。 在 黎 曼 流 形 中 ( 但 是 在 
半 黎 曼 流 形 中 不 对 ) 测 地 稍 的 完全 性 会 带 来 如 下 的 知 论 : 对 蕉 流 形 杂 之 同 
一 成 分 中 的 任 菇 击 目 1m ，n ,一 定 存在 从 mm 到 nn 的 最 短 曲 铬 。 另 外 Hopi 
和 与 Rinow 的 一 个 有 名 的 定理 说 到 一 个 黎 曼 流 形 的 测 地 完全 性 其 实 等 价 於 
其 距 友 画 数 的 测 距 完全 性 ( 此 即 每 一 个 Caudy 序列 一 定 会 下 做 ) 。 所 以 
特别 一 个 案 硫 的 黎 曼 流 形 是 完全 的 。 


5.14 截面 曲率 


在 流 形 好 之 一 点 加 的 一 个 二 维 截 面 (Plane section) PP 就 是 在 裔 点 之 
切 向 曹 空 间 好 。 中 的 一 个 二 夫 的 子 空间 。 在 一 个 半 黎 学 流 形 中 所 有 从 坎 出 
发 而 切 於 了 的 测 地 入 就 构成 一 侦 曲 面 S$S(P) , 而 道 曲面 上 可 以 考 碟 一 候 由 
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MM 之 半 黎 曼 结 构 而 来 的 半 黎 曼 千 构 。 例 外 的 情形 是 P 急 於 式 袖 包含 众 落 在 
m 点 的 光 弘 中, 道 时 所 承 表 过 来 的 结构 是 退化 的 ， 所 以 我 们 下 面 就 将 这 逢 
温 化 情形 除外 而 不 考虑 。 仔 好 研究 道 些 曲 面 S{P) 的 几何 性 质 能 钢 常 助 我 
们 上 解 人 MM 的 糙 柳 。 般 太 曲 面 攀 何 我 们 所 知道 的 主要 不 缀 量 就 是 高 斯 的 率 人 
gaussian curvature ) 。E" 中 的 一 侦 具 有 正 值 高 斯 曲率 的 由 面 在 局 部 上 
都 是 展 驴 的 (cap- shaped ) 。 住 在 让 种 幅 型 曲面 上 的 居民 察 第 过 人 性 慎 的 
方法 就 是 测量 一 个 玫 周 的 长 度 。 他 会 发 现 半 径 坑 > 之 圆圈 其 周 长 小 於 2 
。 反 尝 来 在 E' 中 如 果 一 个 曲面 之 高 斯 曲率 坑 灸 值 , 旭 过 曲面 念 壕 型 ， 遂 
时 一 个 半径 坊 > 之 圆圈 其 周 长 会 大 让 2xr。 恬 如 来 考 丰 局 :中 一 个 半径 坊 
c 的 球面 之 上 若 考虑 一 个 其 半径 等 > 的 周 圈 ( 图 21 ), 则 其 周 长 等 钛 : 


L(r) = 2zc sin - 


27rr3 


6c2 


= 2orF 一 


图 21 


志 长 度 与 葡 氏 情形 的 标准 长 度 2rr 之 问 相 差 大 和 绝 集 x?"/3c: , 就 是 高 斯 曲 
率 人 = 1/c' 与 x” ”7/3 的 乘积 。 在 许多 的 场合 中 我 们 可 以 疗 倒 过 来 藉 著 计 
算 工 (~ ) 来 有 效 的 求 得 S(P) 的 高 斯 曲率 ,而 定 闵 二 雁 截 面 P 的 截面 曲率 
K(P) 仿 : 


K(P) = lim 2"r ~ LO (5.14.1) 


Tr 


可 是 在 半 黎 受 的 人 情形 我 们 不 一定 能 用 (5 .14 .1) 式 来 定 闵 尺 (P) , 除非 党 
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我 们 把 < ,> 限制 到 所 考 碟 的 二 和 礁 曲 面 时 所 得 到 的 是 侦 (正定 的 ) 黎 坚 测 
距 ,或 者 是 个 负 定 的 测 距 。 因 此 过 尘 的 截面 曲率 只 对 空间 类 的 或 者 时 则 类 
的 截面 有 定义 。 

对 於 截面 曲率 的 另外 一 种 可 能 的 描述 法 就 是 考虑 略 胡 的 面积 而 非 如 轿 
的 周 长 ， 面积 的 公式 可 由 积分 而 得 : 


Sn K+ 
4(r) = zr KK 1 十 …. 


由 遗 式 子 我 们 可 以 把 截面 曲率 表示 出 来 。 
接 下 来 我 们 要 由 曲率 张 量 来 计算 截面 曲 案 。 我 们 使 用 在 中 心 点 的 正则 
座 村 六 设法 进一步 认 清 着 正则 座 标 之 本 性 。 
今 *' 吉 在 因 点 的 正则 座 标 ， 而 将 b,, = 《9,, 9)> 按 泰 勤 级 数 展 天 到 二 
次 项 以 上 : 
by = ay 十 bx 十 pinkXhaxk 十 ，….， 


其 中 Binrx = bimx，， 而 当然 4 = poor) 。 由 於 从 在 区 点 的 一 个 正则 座 榜 条 
碰 到 另 一 个 正则 座 标 系 坊 的 网 换 是 一 种 粮 性 的 克 换 ,所 以 一 个 其 对 於 {9， 
( 雷 )} 之 成 分 居 bin 的 晨 量 应 设 是 在 淹 距 粘 模 之 下 的 不 网 量 。 因 此 可 以 
竺 其 认 角 是 在 上 小 上 的 一 个 张 量 场 在 mw 点 之 秆 。 我 们 能 物 和 将 道 张 量 场 用 曲率 
恒 量 以 及 其 顺 变 微分 表示 出 来 、 可 是 遗风 我 们 探 用 别 种 做 法 。 

由 於 x 和 坊 正 则 座 标 ,所 以 沿 车 征 引 ( radial lines )x'=a's 一 度 向 
量 场 a'3, 是 平行 的 ， 因 此 特别 其 能 量 角 常数 a'a a,，。 但 是 : 


《gu'0;, 00)) (ts = a'ab, |# = a's 
= a'@’qy 十 buxa'a’a"s + binxa'a’a"ars” 十 …。 
aiaqiaq,, 


其 中 最 后 项 也 是 在 s = 0 时 之 值 。 因 此 烙 论 出 s 之 每 一 荐 次 的 剑 数 全 要 等 
於 夺 ,而 有 : 
Doxataide = 0, 
bunxa'aia*a* = 0, 
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等 等 。 因 此 以 biyr 或 bnr 等 等 馈 成 分 的 张 量 其 对 称 的 部 分 谭 毅 等 於 丰 。 
和 如果 也 使 用 前 面 已 知 的 对 称 人 性 质 我 们 可 得 : 


Bix + pikl + bris = 0, (5.14.2) 
以 及 
Disnx + Bai 十 Ducsn 十 bynik 十 phxi + Dran = 0. (5.14.3) 


由 (5.14.3) 式 可 得 下 面 的 结果 在 以 后 会 袖 用 到 : 
今 7 及 2 和 坊 在 严 点 南 个 向 量 的 成 分 , 只 需 适 当 更 换 指 模 就 得 到 : 
BunxrU' Wi Mk < bunviWi We 
= beyd'wior We 
= bnud' wwe. 


把 上 面 需 保 式 中 的 四 偶 量 全 加 起 来 而 且 使 用 (5.14.3) 式 就 得 : 


4 一 (Dinsx 十 Dyxn)jo' ww 
= —2(Donx + 加 st) (5.14.4) 
= 一 28， 
其 中 : 
8 (Diynx 十 bax) vw i we 


一 (Bn 十 DJDIAAHA. (5.14.5) 


由 尾 题 5.13.1 已 知 半 黎 曼 囊 胃 之 伯 数 在 由 点 全 等 於 震 。 因 此 由 
(5.11.4) 式 在 中 点 取 值 可 得 : 
axxcTy(m) = Hb + Ob 一 bi)(m) 
= br + bis 一 bur) (5.14.6) 
= 0. 


结合 (5.14.5) 、( 5.14.2 ) 式 以 及 b,, 的 对 称 性 就 证 明了 : 
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bin = 0. 
现在 对 於 9, 来 微分 (5.11.4) 式 可 得 : 
(Bbnx) Ts + brxOpT = YOp(Oibyr + Obue — Obis) 
在 mm 点 取 值 而 记得 (0,9.byMm) = 2bini 我 们 就 有 : 
anx(OpTHN(m) = byup + Binsp 一 Boxp (5.14.D) 


从 (5.14.7) 式 以 及 有 前 曲率 张 量 的 座 模 公式 (5.10.10) 我们 可 以 将 曲率 
Ri nx(m) = (OxTyn 一 ,Te)0m), 
所 以 : 


Rnx(m) = aip Rinx(m) 
= (dipOxL — ayros TI) nn) 
= Di 十 De — Ori — bnxn 一 Disn + Dryth (5.14.8) 
= by + Dretn — binss 一 Orish: 


更 在 假设 P 了 是 个 在 ;点 的 二 雁 截 面 , 而 且 在 道上 的 测 距 <， 二 鸟 正 
定 繁 受 的 或 负 定 的 。 厂 : 


v= VOM) 及 mw = wolmn) 
角 已 中 了 的 一 租 正 交 单 元 基 , 因此 满足 (bp v>》 = Cw, w> = 8 = +1 鼻 时 己 中 
的 所 有 单位 向 量 可 以 玫 壤 : 


Vv COS 十 WwWSn ti， 


圣 於 S(P) 中 半径 仿 ” 的 轩辕 7， 可 用 上 ,0 于 工 世 2 来 做 篇 其 参数 而 具有 
座 标 : 
Xi(yrt) = (Vcost + w sin 1 
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因此 >- 的 速度 向 量 场 贸 : 


yral = (—W sini 十 weos nro(y). 


梭 炉 计算 我 们 有 : 


Cyral, Yrel) = by(yAN( v'sint + wicos tM(~v’sin ft + w’ cos Dr 
= (DC sin? 1 ~ 2viw! sin t cos t + Wi cos? 1). 
(a + banxel rp cos2 1 + 2orwk sin t cos t + ww sin? tJr2 +.-..) 

= 76 十 ribonxfr wiweT(4, 0) 
+ 2w ww 一 viwiptt)T(3, 1) 
+t (Vo + ww we 一 dAviwiw*)T(2, 2) 
+ 2(v Ww 一 viwiwe wt)T(l, 3) 
+ vv wwT(0, 4)] + -……, 


其 中 我 们 例 T(p,q) = cos? 1 sin* 1 。 由 从 ys 的 长 庭 就 是 
SCyrat, yret)> = 72(1 + fOr? +...) 

的 盏 方 根 ， 所 以 可 以 展 成 泰勒 级 数 如 下 : 
yrst] = rr + $f/(D)r? +...). 


党 我 们 进行 积分 以 求 7' 之 长 度 时 ,我 们 会 注音 到 T(p,g) 与 7T(g,p) 
之 积分 完全 相间 , 而 且 有 T(3,1) 及 T(1,3) 的 黎 分 镶 雳 , 而 T (2 . 2) 
之 傈 数 中 有 一 邵 分 由 (5.14.3) 式 会 等 认 零 ， 因此 有 : 


nT 


三 了 (2， 2) ci a 
另外 于 有 : 
三 7(4,0) dt = 闻 
0 


粽 合 这 些 资 料 7, 的 长 许可 以 化 简 成 : 
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2 
|y,| = 27r 十 | ndr ra 十 …: 
0 
= 2mrr + $6nr3bone3wiwite + Jp we 一 40 十 


因此 由 截面 曲率 之 定 叉 式 (5.14.1) 可 得 : 

K(P) = ~¥6bn3wiwiony + viiw rw 一 4viwor Ww) 
—6(3D,nyx 十 3D juan 2D ,nx 一 2b 0 Ww 
—$6(34 一 28) = 36B, 


上 人 


其 中 的 4 跟 忌 就 是 定义 於 (5.14.4) 及 (5.14.5) 式 的 那些 。 由 (3.14.4| 
式 ， 刀 = 一 2 已 ， 因此 有 B= 一 (A4-B)/3 所 以 由 (5.14.8) 式 得 : 


K(P) = ~8(A ~ 8) 


= 一 SRnkD Ww, 
可 是 : 
<R(v, wo, w> = CRP co we vo, (m), w/9(m)> 
一 — Ron Wi Ww™, 
因此 已 导出 : 
K(P) = SCR(o, w)o, w>. (5.14.9) 


要 是 在 一 基 头 的 时 候 所 用 的 基 {v ,ww} 不 见得 是 P 中 的 一 租 正 交 单 元 
基 ， 则 只 需 从 (5.14.9) 式 中 除 掉 一 个 正则 化 因子 就 可 得 出 遂 时 截面 曲率 
的 公式 : 
SCR(o, wo, w> 


WO) te, w= Co wo 


(5.14.10) 


其 中 着 < ，> 在 已 上 需 正 定 , 则 4 = 1 ;和 若 坑 负 定 划 4 =- 1。 常常 (5. 
14.10) 式 会 疏 拿 来 当做 定义 式 使 用 。 


5.14 截面 曲率 385 


由 习题 2.17.5 及 (5.14.10) 式 可 知 ,在 一 点 的 测 距 以 及 在 琶 荐 对 雇 
有 了 P 呈 的 K(P) 就 完全 决定 了 在 充 点 的 曲率 张 量 。 办 此 党 我 们 只 考 砷 稚 面 由 
率 时 兹 不 会 遗 狂 掉 任 何 曲 率 张 量 中 所 带 有 的 资 慰 。 


第 六 章 
物理 上 的 应 用 


6.1 灌 酌 


把 张 量 分 析 运 用 到 动力 学 中 的 创始 者 是 Lagrange ， 因 篇 他 最 先 对 一 
个 动力 系 碗 加 以 一般 性 的 处 理 。 其 次 就 得 推 黎 受 了 ， 因 霸 他 最 先 考虑 任 苞 
检 数 的 兴 何 。 由 春 1 854 年 黎 曼 所 给 的 工作 表 吉 得 很 不 明 庆 ,因此 我 们 看 
到 Beltrami 擒 1869 年 或 者 Lipschitz 於 1872 年 在 谭 用 这 些 扒 何 证 车 有 时 
都 是 小 心 部 风 的 。 事实 上 台 方 面 的 发 展 非常 柳 慢 ， 使 得 像 Levi-Civita 的 
下行 性 概念 要 一 直到 1917 年 才 出 现 。 

在 十 九 世 杞 车 束 以 前 黎 学 攀 何 乏 襄 的 演化 成 形 ， 因 此 我 们 看 到 Dar- 
boux 外 1889 年 以 及 Hertz 蕉 1899 年 就 把 一 个 动力 系 坟 处 悍 成 一 个 点 在 
d 各 空间 中 的 运动 。 过 种 枫 点 在 1 894 年 也 必 Painlevé 所 探 用 , 不 过 他 大 
部 分 都 附加 入 一 个 欧 氏 的 测 距 。 过 时 有 关 黎 甸 殉 何 的 统一 的 或 合宜 的 符号 
还 一 直 没 有 发 展 成 功 。 

Ricci 及 Levi-Civita 般 於 张 量 计算 的 发 展 在 1900 年 藉 革 把 张 量 分 
析 的 方法 用 进 动 力学 中 而 速 到 高 潮 。 可 是 他 们 的 工作 要 一 让 等 到 1916 年 
， 当 广 闵 相 对 论 的 影响 力 出 现时 才 开 始 筱 大 家 热切 加 以 接 炳 。 

把 张 量 分 析 的 方法 麻 用 到 动力 学 中 的 主要 目的 羔 不 在 於 解决 动力 学 的 
癌 题 ， 而 是 在 於 把 歼 曼 伙 何 ( 或 者 其 至 更 一 般 的 帮 何 ) 之 中 的 许多 新 衣 念 
引 到 动力 学 之 中 。 所 得 到 的 灶 果 是 信人 稀奇 的 ,Lagrange 跟 Hamilton 
在 他 们 的 动力 学 中 所 想 加 以 摧毁 的 帮 何 精神 复 琶 了。 事实 上 ， 我 们 把 过 条 
梳 不 再 看 成 是 在 有 中 到 动 的 -- 和 组 非常 复杂 的 粒子 ， 而 是 看 成 一 个 单一 的 
粒子 在 一 个 黎 友 的 4 礁 空 间 中 的 运动 。 动 力 系 坑 的 一 个 状 位 ( configura- 
tion) 破 看 成 一 点 ,而 可 以 考 目 由 所 有 可 能 的 状 位 所 租 成 的 状 位 空间 或 状 
位 流 形 。 如 果 考 处 在 一 个 和 给 定时 加 的 状 位 骗 一 点 ,上山 我 们 可 以 把 动力 条 入 
看 如 一 个 事件 的 流 形 (manifold of events ) ,此 即 状 位 及 时 各 的 流 形 。 

— 387C— 
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在 本 得 我 们 也 介 结 一 个 渴 米 屯 流 形 的 概念 ， 就 是 在 一 流 形 中 具有 一 佛 
在 每 点 均 需 极 大 秩 (maximal rank ) 之 特定 封闭 二 微分 形 ( 参看 第 2 , 23 
逆 ) 。 做 角 赣 米 王 流 形 的 实例 可 以 考 目 任意 4 礁 流 形 嵌 之 儿 切 张 量 来 : 
T*M=TiM (请 看 附 儿 3 A ) ,特别 可 以 取 衣 篇 EE” 中 6 个 粒子 的 状 位 
空间 (第 6.5 季 ) ,过 时 的 T”M 通 常 就 称 镶 勤 相 空间 ( phase space ) 。 
把 近 个 7 M 跟 实 数 尺 做 卡 色 乘积 所 得 到 的 ( 6e + 1) 雁 流 形 稳 镶 状 沉 空间 
( state space ) ， 寺 种 状况 空间 就 引发 我 们 进一步 者 谭 切 饥 流 形 ( cont- 
act manifold ) 。 

能 证 明 Hamilton~Jacobi 的 运动 方程 式 : 


,_0H8 ， 8 
? pi 一 pp 


(其 中 Pp, 及 9 局 广 义 座 标 及 动量 ,已 坑 汉 米 顿 画 数 ， 而 一 黑 点 代表 对 稚 
时 间 的 导数 ) 。 在 一 个 亚 次 的 切 钥 转 换 ( 此 即 在 一 个 能 保持 二 微分 形 : 


dp A dg’, i=1,..., 3e. 


之 形状 不 锰 的 座 标 交换 ) 之 下 ,还 运动 方程 式 能 保持 不 狗 。 
最 后 我 们 定义 一 偶 d 雁 的 切 鸟 流 形 就 是 一 个 流 形 在 其 上 的 有 一 个 称 人 入 
切 乱 形 ( contact form ) 的 单 微分 形 w 满足 : 


wAl(dw) 关 0， 其 中 dd=2r 十 1 
是 然 在 7 4MWx 妨 中 , 若 上 坊 尽 中 的 座 标 ， 则 
w = pdg' — di, i= 1,...,3e, 
能 并 丘 一 个 急 殴 形 的 条件， 央 此 天 波形 就 是 一 个 切 般 流 形 。 


6.2 漠 米 顿 流 形 


一 个 偶数 4 (4 = 2+ ) 雁 的 流 形 上 车 具有 一 个 渴 米 顿 类 构 ( 或 是 做 证 
既然 构 ( symplectic structure )) ,， 则 这个 流 形 好 就 叫做 漠 米 顿 流 形 。 遂 
儿 所 猜 的 料 粒 车 构 疙 指 一 个 特定 的 封 表 二 微分 形 9 , 而 且 在 好 中 的 每 一 点 
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党 个 二 微分 形 尼 只 有 极 大 秩 (maximal rank ) 4 。 有 时 也 把 各 浇 米 申 流 形 
记 镶 (1ag ,8) ， 其 中 适 竺 冠 的 丝 弓 千本 8 就 中 人 敌 基本 形 ( fundamenta 
form ) 或 笠 租 形 。 

如 同 在 葡 曼 多 何 之 中 的 情形 , 送 个 非 退 化 的 双 钱 性 科 租 形 人 在 每 一 点 
和 2 生 杂 部 可 以 破 看 如 -一 个 很 性 问 构 映射 : 


On A7 一 Mn* 
所 以 整体 来 议 就 可 以 详 看 成 从 切 向 量 束 到 骆 切 向 量 束 之 间 的 来 同村 映射 ( 
bundie isomorphism ) , 或 即 保 织 局 构 映 射 : 

4 TM™M —> T*M., 
让 映 射 就 告诉 我 们 可 以 把 一 仙 向 量 场 映射 成 一 个 单 形 ， 或 即 把 下 标 提 异 坑 
上 标 。 反 之 若 考 唐 其 逆 映 射 ， 册 静 成 可 以 把 上 檬 下 降 成 元 下 栋 。 我们 下 面 


汶 计 算 中 所 要 用 到 的 过 种 问 构 映 射 可 以 使 用 第 4 .4 和 节 的 内 消 积 运算 i (X) 
很 万 侯 的 加 以 表 寺 出 来 。 对 众 一 个 向 量 场 X ,其 对 糜 的 人 单 形 8X 可 以 答 需 : 


QX = i(X)N. (6.2.1) 


更 在 如 果 把 省 映射 记念 : 六 = 0-1:T*M -> TM ,上 则 若 + 久 随 便 一 个 悍 
月 ， 那 吹 Vr 就 是 由 上 的 向 量 场 满 足 QVr =z ,事实 上 由 於 XY: M-THM 又 
02: TM 一 T*M ,所 以 QX 更 好 记 咏 8 。X 以 表明 就 是 过 两 映射 的 合成 映 
射 。 类 似 的 ,下 rz 更 好 是 记 垮 Yer 。 
起 及 0 个 两 个 埋 形 ， 我 们 可 以 定义 他 们 的 Poisson 乘积 入 圣 座 詹 
Vr 及 YY8 之 李 乘 彼 的 下 有 形 ， 此 印 : 
[7, 6] = if VODQ = QIVr, Vo. 


站 然 :对 於 昌 形 的 带 种 乘积 漆 算 是 反对 称 的 。 
中 理 6.2.1 两 个 封 阴 这 形 之 Poisson 乘积 是 恰当 的 (exact ) 。 


盖 明 由 铃 i(Y)Q 只 不 遇 是 将 芋 @Q 加 以 收 稿 。 而 另 方面 Lx 可 以 
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跟 收 篇 运算 互相 交换 ( 习题 3.6.3 ) 同时 俯 儒 是 政 量 代数 上 的 一 种 导 逮 算 
， 因 此 我 们 容易 证 明 Lz 关於 内 兴 积 也 是 一 个 六 运算 : 


Ly(i( 7 = iL PQ + LDLrQ. 


此 从 由 定理 4.4.2 我 们 有 公式 : 
Lx = di(X) + i(X)a 


因此 对 於 封 表 的 单 形 * 及 9 ，, 石 把 他 们 的 对 应 向 量 场 分 别 简 单 记 乱 羡 = VY. 
及 Y=V69 ,上 如 有 : 


[7, 6] = i({X, YD)Q 
= i(LxY)0 + i(Y) dr 
= (Lx YR + i(YHA(X)N + i(X) dn) 
= i(Lx YF) + i(YTYLxQ 
= Lri( YN 
= di(¥X)8 + i(X) dado 
= dii(X)0. 口 


下 面 吉 个 定理 最 好 拿 来 跟 定 理 2.23.1 相 比 较 , 一 个 是 就 整个 流 形 的 
, 一 个 是 单独 就 一 点 来 考 包 的 。 和 如 果 存 在 一 个 单 形 w 满 足 8 = dw , 则 把 定 
理 6.2.2 关於 过 昔 形 重 新 写 出 来 就 是 有 名 的 Darboux 定理 ,请 看 定理 
6.8.1 。 要 叙 明 过 些 定理 我 们 必须 使 用 Poincart 引 理 之 六 ( 定理 4.5.1) 
以 及 Frobenius 的 完全 可 积分 人 竹 定理 ( 定理 3.12.1 及 定理 4.10.1 ) . 


定理 6.2.2 假设 9 是 在 4d 礁 流 形 必 之 上 的 封 阴 二 微分 形 ,而 在 每 一 点 其 
秩 和 车 储 2k 。 则 在 必 中 每 点 之 森 券 域 上 存在 座 标 : 
pe gq' i= 1,..., Kk),MRu (re = 1,...,d — 2k) 
使 得 正好 : 
人 = dp \ dg'. 


5-2 并 米 屯 旋 形 393? 
证 明 ( 省 路 ) 。 


由 基 一 个 次 米 顿 流 形 (及, 9 ) 中 的 基本 形 是 封 阴 的 ， 而 且 在 每 点 之 秩 
篆 角 d ,因此 局 部 上 都 可 以 将 其 表示 成 : 


站 QO=dpAdg, i=1,...,r= dp2. 
我 们 就 把 冲 种 局 部 座 标 pp，,， gq ' 称 镶 北 米 顿 座 标 。 至 於 南 组 道 征 漠 米 顿 庚 
标 系 右 ,例如 PP, ,49” 及 P,,@'，, 之 间 的 页 拓 方 阵 划 骗 一 个 科 租 方 障 ( 定 
理 2.23.2 ) 。 特 别 我 们 有 如 下 器 傈 : 


op _ 0 p_i 
dPp, dg 80 89! 
dg: _ _90 og _ ap 2 
apP, 和 op 9 ’ op; 


习题 6.2.1 流 形 扩 上 能 锡 具 有 一 个 汉 米 顿 桔 构 的 充 要 人 条件 需 WM 上 存在 一 
个 图 卖 集 ,使 得 其 中 任何 雨 租 有 重 具 的 座 标 采 圾 之 间 关 集 式 (6 .2.2) 一 定 
能 满足 。 


定理 6.2.3 使 用 汉 米 巅 座 标 pp，, 9g ,我 们 可 以 把 前 面 的 保 纳 同 构 映射 
. 人 与 V 往 镶 : 


0 OO 上 
of 元 十 而 二 -dp 十 四 (6.2.3) 


0 
V(f'idp, + gidq')= gi py -ff Boi (6.2.4) 


特别 车 角 村 上 的 丽 数 . 则 


-Ho YL. 6.2. 
Vd ~ gop Bp. a5 Oo 
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( 证 明 :过 些 性 质 可 由 还 算 f( 开 ) 的 定 闵 直 接 遵 出 。) 

如 采 了 及 8 铺 有 上 的 商 数 , 则 4f 及 dg 岛 封 采 的 单 形 , 因此 根据 定理 
6.2,1 ,，[ df ,dgy] 过 单 形 是 怡 常 的。 在 设 定 理 的 征明 中 我 们 有 -种 方法 
去 抽出 一 个 容 数 使 得 其 外 数 分 正好 等 狼 禹 单 形 ， 我 们 就 把 运 侦 特别 的 画 数 
称 人 般 了 上 及 8 的 Poisson 乘积 {/,g} ,此 有 即 : 


{f, 8g} = i(V df) dg = (V df )g. (6.2.6) 
车 使 用 汉 米 上 顿 座 标 p，, 9 ， 我 们 也 有 : 


Yo _ Yiog (6.2.6) 
08) = qi ip, ~ pi Hg 


下 面 还 有 一 个 定理 ， 其 十 明 就 做 坊 一 个 怪 题 ,请 访 者 设法 加 以 弄 清 楚 。 


定理 6.2.4 假设 /及 g 角 汉 米 焉 流 形 (M,Q ) 上 的 画 数 ， 则 下 面 过 些 作 
质 互 相等 价 。 

(@) 沿 著 Y dg 的 积分 曲 粮 三 储 常 数 。 

他” 沿 著 7 dj 的 积分 曲 缚 &8 坑 常 数 。 

ci {f/f,g}=0.。 


缕 题 .2.2 薄 菩 明 下 列 天 傈 式 : 


0 
-一 @0d=9 基 


1- 六 dp = -QE 


略 征 0.2.3 (8) 试 证 Poisson 乘积 运算 是 梁 芋 性 的 。 
中 ” 试 征 下列 恒等式 : 


{ 8h} = glf, hh + HJ, 8}. 
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C) 起 发 贸 氏 便 等 式 也 能 成 立 : 
Cp {8 A}} + 18, {hf} + {hf, 8 = 0. 


一 个 向 量 盟 二 如 果 能 纲 使 得 效 米 晤 结构 保持 不 释 ， 此 即 老 能 满足 : 
Lx 一 0. 


我 们 就 襄 半 向量 场 是 个 并 米 巾 向 量 场 ( 或 者 给 是 近江 米 顿 灶 构 的 无 咽 小 自 
同 构 映 射 ( infinitesimal automorphism ) 。 但 是 已 知 Q 镶 封 上 朋 的 ,办 此 : 


LiQ = dX)Q + TCD dn 
= di(X)Q. 


换言之 癌 量 场 半 镶 浇 米 顿 的 充 要 人 条件 角 8X' 是 封 阴 的 。 通 常 在 一 个 流 形 上 
有 许多 的 封 隐 单 形 ( 例如 考 感 任意 夯 数 的 微分 形 ) , 因此 对 人 於 江 米 申 结构 
而 言 和 存在 有 许多 的 自 同 构 映 射 。 吉 种 情况 正好 跟 黎 曼 结 构 的 情形 大 不 相同 
, 因 饲 对 从 黎 曼 和 结构 的 自 同 构 映射 就 是 保 距 同 构 与 Killing 向 量 场 ， 流 形 
填 的 过 种 东西 部 是 很 少 的 。 


如题 6.2.4 试 证 雨 个 痰 米 屯 向量 场 的 李 乘 积 仍然 是 侦 江 米 顿 向 最 场 。 


轩 题 6.2.5 假设 N=P=5S’ 是 EE 中 的 单位 球面 , 在 其 上 考虑 由 欧 兵 空 
间 所 话 引 出 来 的 歼 曼 娃 构 。 取 M=NxP ,而 且 今 9: M 一 N p: MP 
馈 目 然 投 射 。 假 设 N 及 PP 之 获 曼 体积 元 素 分 别 仿 a 及 6 , 斌 证 Q = ga + 
p*8 是 M=S’xS’* 上 的 一 个 闭 米 蛋 千 构 。 


6.3 镍 切 束 上 的 标 兴 汉 米 顿 车 构 

一 个 流 形 ( 特别 在 紧 敏 的 流 形 ) 之 上 我 们 考虑 渴 米 顿 结 桥 的 存在 性 时 
, 需要 台 到 拓 模 条 件 很 强 的 限制 。 可 是 如 果 我 们 考 讶 一 个 流 形 的 艇 切 束 ， 
那 麻 我 们 就 可 以 十 分 自然 的 指定 类 它 一 个 效 米 星 业 构 而 使 它 成 镶 一 个 治 米 
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于 流 形 。 进一步 使 用 黎 曼 测 距 来 做 对 偶 的 考 钻 可 以 看 出 切 束 是 跟 铅 切 束 互 
相 可 微 同 凸 的 , 因此 ~ 个 切 束 也 自然 具有 并 米 巾 千 构 。 


定理 6.3.1 在 一 偶 流 形 相 的 除 切 束 T*M 之 上 , 一定 存在 一 个 标准 的 ( 
canonical ) 痢 米 模 知 构 。 


二 明 ”从 T*M= NN 的 切 东 TT*M 出 发 我 们 可 以 考虑 两 个 自然 的 投射 
。 一 个 是 投射 到 7 ” M 上， 就 是 切 东 之 自然 投射 : x :TN 一 和 N ， 而 另 一 个 
彻 投射 到 TM 上， 就 是 考 虞 负 切 束 之 自 然 投 射 p: T*M -> M 的 切 肌 身 
Pp*: TT*M > 了 TM。 现在 对 於 同一 个 向 量 : xe TT*M 我 们 施加 得 两 个 投 
射 , 然后 运用 下 式 来 定义 一 候 单 形 0 在 x 所 取 的 值 : 


《xX, 0> = DaX, TX>. 


由 於 * 在 (7T*M )。 右 变动 时 == xx 都 固定 不 要 ,而且 ps 在 每 一 个 (T* 
2 ) . 均 镶 粮 性 的 ， 因 此 显然 9 员 的 是 一 个 单 形 。 过 样 db 巍 访 是 一 个 封 表 
的 二 微分 形 。 现 在 想必 明 过 个 二 微分 形 具 有 标 大 秩 。 同 时 我 们 也 要 窟 出 6 
及 db 的 局 部 表示 式 。 z 

设 {X, } 沪 MM 上 的 一 组 局 部 基 ,而 {w') 需 其 对 偶 基 , 又 取 : p*@w'= 
r+“ : 现在 每 一 个 XX, 都 能 输 出 7 了 7*M 上 的 一 个 实 值 范 数 p，, 此 即 对 任 茵 * 
ETM, 取 : 


Pn = 《Xpn), n>. (6.3.1) 
另 方面 我 们 可 以 把 随便 一 个 向 量 上 EM 关於 基 {XX, (m)} 表示 成 : 
t = 1, wh> Xi(m). 
对 於 xe(T*M),, 若 m= pn = prx ,上 则 有 pxx EM。，，, 因此 按 上 式 有 : 
DaxX = 《DaX, wn > X771) 


= CX, p*wh> Xm) 
= 《x, 7> On). 


5. 徐 沼 束 上 的 神 ' 意 借 米 昨 生 构 .95 


站 是 关於 单 形 8 我 站 有 


3 = Pe 
一 :< 人 Xn), n> 
= CX TL ET), A 
<X, 14 2D 
= CX, CPA) TY, 


可见 其 局 郭 表 示 式 可 以 局 成 : 


0 := pr (5.3.2) 
到 其 外 尊 数 就 得 到 .二 微分 形 : 
db = dpiA7: + pidrt. (6.3.3) 


要 证 明 db 有 共有 极 大 秩 ,我们 灾 考 虑 X = 0/9x 储 一 组 座 标 基 邱 情形 ， 过 
和 : 
w' = dx!: ,dr = d(p*dx') = p*dix: = 0. 


而 且 若 今 9'=x op , 则 户 , 及 9' 正 是 T*M 上 由 必 之 局 部 肉 标 xx 所 了 
出 的 特别 座 标 ( 参看 附 儿 3 A ) , 因此 : 
d0 = dp, A dq', (6.3.4) 
所 以 这 二 微分 形 显 然 具有 栎 大 秩 。[] 
注意 ThM 上 过 个 江 米 下 结构 的 基本 形 Q&= qd9 是 怡 当 的 ,我 们 把 $6 及 
Q 分 别称 抗 是 ZW 上 的 标准 电 形 及 模 准 二 微分 形 。 


对 基 隋 便 在 M 上 的 一 个 问 量 筋 二 ,我 们 可 以 探 用 上 面 的 (6.3 .1 ) 式 来 
定义 出 了 4 上 的 一 个 实 值 酚 数 忆 rr 贷 : 


Pxn 一 《X (Po)， n>. 


浊 侦 Pr 称 坑 重量 的 天 成 分 1X-component of momentum ) 。 由 六 dP 
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是 T*M 上 的 封闭 单 形 ， 因 此 其 对 巍 向 量 场 Y dPz 正 是 T*M 上 之 标准 漠 米 
早 桔 构 的 一 个 无 穹 小 自 同 构 映射 。 事 实 上 下 面 的 定理 指出 VY dP 的 流入 悍 
可 以 直接 由 X 之 流 稼 得 出 : 


定理 6.3.2 假设 {4x.} 角 X 之 流入 , 则 {pg.*} 就 是 V dPzr 的 流入 ,此 
外 还 有 : paV dPx = —Xop. 


座 明 : 取 
pe= pe: TM -> T*M, Ma —> Ah nm. 
则 有 Ps2 = HA-:op 能 证 明 在 v4, 之 下 标准 钮 形 6 能 保持 不 细 , 此 即 : 
?1.909 。 事实 上 对 於 yE(T*M )。 我 们 有 : 


Cy, (PON)> = Cy, pO pn) 
= 《gx y, O(n)> 
= Cprpi*y, Len 
= Cur#DaPe#y, TY 
=<(p 5 pto py, n> 
= 《Pp*)y, n> 
= 《y, O(n)>. 


容易 证 明 遂 个 { ¢,} 是 T*"M 上 的 流 儿 ,因此 存在 T*M 上 的 一 个 向 量 场 W 
就 以 { 9 } 坊 其 流 称 © 而 上 面 所 已 叙 的 精 果 就 等 於 忆 wb = 人 0 。 可 是 ， 


Lw0 = di(W)0 + i(W) d0 = dW, 的 + QW, 


因此 玉 = 一 VakW, 8》 现在 对 认 nEET*M , 若 7 和 角 玉 的 一 条 由 % 点 出 发 的 
赞 分 曲 委 ,由 7Y(t)= pn ,还 有 Py(1) = peom = kepn ,因此 : 


ps W(n) = —X(pn) ,或 本 paW = -Xop. 


最 后 可 以 计算 : 
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CW,0 = cpr,m HW) 
二 一 《 半 。p, 7T*M 上 的 已 等 元 素 >> 
= 一 Px. 


因此 向 量 场 ~V dPr 与 和 是 pp 相关 的 ， 焰 坊 原 来 向 量 场 关 到 角 切 束 
T*#M 的 棋 准 提 腊 (canonical 1ift ) 。 


召 题 6.3.1 假设 x' 和 坊 玉 上 的 座 村 ，0， 角 其 库 标 向 量 场 ，D， 岛 寺 最 的 
64 成分。49'=X'*op ,0 义 关 = /'9，，, 期 向量 场 六 到 7*MM 的 标 北 提 异 包 : 


0 | 
-一 Vy ap 二 一 局 1 o 十 1 oa i 
x p01f" °p) gp, 广 oP pp 


因 题 6.3.2 T*M 上 的 切 向 量 y》 若 满足 pr»= 0 旧 襄 是 重症 的 (vertical 
) ,就 访 明 下 列 雍 性 质 : 

Bl (T*M ), 中 所 有 的 垂直 切 向 量 构 成 一 个 4 雁 的 子 空 税 W(n) 。 

(b) ”这 种 子 空间 所 和 组成 的 殷 体 ( distribution ) W 癣 有 {939/65pi) 名 其 
局 部 基 。 

CC) 定义 映射 an: 玉 (n) 一 M$ 局 an(c 816pi(D) = cadaxtpm ， 划 这 映 
射 是 个 与 座 标 x 之 愤 取 无 天 的 和 线性 同 构 映 射 。 

dd 向 量 场 7Y9 是 穗 直 的 ,而 且 满 中 wa.(Yb(X))=?。 过 车 思 是 禹 . 
当 我 们 把 Mn 上 的 切 向 量 认 同 需 Mr 中 的 元 素 时 ,了 29 就 是 位 务 向 量 场 : 


displacement vector field ) 。 


性 题 6f.3.3 我 们 也 可 以 定义 向 量 场 到 TH 的 模 淮 提 异 翅 了 M 上 那个 以 
{ ws } 需 其 流 线 的 向 量 场 。 试 证 明 刘 标准 提 异 其 实 正好 就 等 从 xs。 :7M-， 
TTM ., 
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6.4 牢 黎 去 流 形 上 的 测 地 喷 声 


T*M 上 面 的 浇 米 申 千 构 使 我 们 可 以 直接 由 能 量 两 数 来 得 出 训 上 一 侯 
半 黎 曼 连 紧 的 测 地 喷 场 ( 参看 定理 s.12.1) 。 坊 方便 起 兄 我 们 在 了 之 能 
量 画 数 中 放 进 1/2 台 因子 而 重新 定 着 ， 


0 = 3 了 CUV, D>》>、 其 中 忆 蕊 TM ,又 二 ,> 入 半 坎 时 测 距 


由 到 公测 距 我 们 可 以 得 切 束 认 间 镶 欠 切 束 而 有 一 个 束 同 构 映 射 + :7 *M 一 
TM 。 因 此 可 以 把 上 面 的 能 量 丽 数 看 成 鳞 一 个 定义 闪 7T*M 上 之 西数 了 = 
K。n。 同 样 在 TM 上 的 测 地 吐 场 就 可 以 跟 一 个 在 T*M 上 的 向 量 场 / 彼此 
sg 相关， 此 即 了 = pz1。G。op。 请 着 下 面 壮 个 可 交换 的 图 式 以 党 助 腋 解 上 面 
所 有 壳 些 符号 。 


T*T*M— >TT*M— TTM 
J 如 


T*M ——> TM 
M 


我 们 以 后 需 方 便 起 见 仍然 把 7 及 / 分别 称呼 坊 能 量 画 数 及 测 地 莽 益 。 


引 理 6.4.1 测 地 喷 场 ] 的 特 微 性 质 如 下 。 假设 忆 坊 半 黎 学 吉村， 而 之 = 
p*D 镶 在 p 上 由 DD 所 哆 引 而 来 的 器 田 ,又 把 & 看 成 久 一 个 在 bp 之 上 的 问 量 
场 ， 则 有 : 

(a’) Pw/ 一 上 

(bi = 人 


声明 ”使 用 上 面 的 圈 式 很 容易 看 出 (a’) 及 (b“ ) 可 以 立即 中 定理 S.12 
.中 的 特征 性 质 他 及 包 得 来 。 癌 
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下 面 第 -个 引 理 之 玉 明 也 只 是 一 些 复 简 哩 的 计算 ， 因 此 就 特 其 证 只 省 
路 不 提 了。 


引 理 6.4.2 假设 {fF,1} 是 M 上 的 一 组 局 部 正 交 单元 基 。 全 a 一 < 上 上, ， 
>> ， 又 取 户 ,= 也, 镶 动 量 的 FF, 成分。 则 及 TT 的 局 避 才 示 式 分 别 鲁 


及 一 > Qi PP 下 io 万， ‘€.4.)) 


! . ,、 
T= > ap?. (6.42) 


定理 6.4.1 在 { 上 考虑 六 黎 曼 速 紧 D , 则 在 T*M 上 的 测 地 喷 场 六 /= 
-Yad7 ,其 中 T 镶 T*M 上 的 能 景 画 数 , 而 V 镶 了 *M 上 标准 江 米 峭 运 算 
0 之 逆 逐 算 。 


证 明 我 们 特使 用 上 而 两 3i 理 中 的 符号 。 了 肥 {w'? 镶 {下} 的 对 候 基 
， 而今 2， 驴 DD 的 连 句 形 ， 又 分 别 分 : 
7T 二 六 ro 以 及 了 一 p*wy. 
则 rr! 角 E= 0 的 连 寺 形 ， 他 们 就 如 同 wy 一样 满足 反 件 随 的 休 件 : 


r= 一 giQ,rf (不 取 和 )。 我 们 把 第 一 烙 构 方程 式 回 拉 到 了 “好 中 就 检 
出 : 


wi 
将 其 代入 (6.3.3) 式 就 得 出 我 们 的 把 准 一 微分 形 之 局 部 表达 式 : 
2 三 (dpi 一 PT) ATL 


全 X= 一 Vd7 , 则 由 (6.4.2) 式 以 及 V 的 定 闵 可 得 : 


过 7 ~ 一 > up dp; 
= -i(X)Q 
= ri(X) dp ~ {Xp: 一 局) 一 了 (人 和) (6.4.3) 
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由 铃 {dp; ,+'} 是 7*M 上 的 一 组 局 部 对 偶 基 ,而且 r: 均 信 各 些 * 的 和 绿 
性 租 合 ,因此 (6,4.3) 式 中 dp 着 的 乐 时 风衣 一 致 , 而 有 : 


7 (X) -= aipi. (0.4.4) 
各 就 使 得 r(X)pyrl 运 项 必需 雳 ， 央 需 : 


(FE)pyT = 之 CPP 二 一 一 之 QiPipyGytTt 
t+] | 


i 
一 一 > dy DyPiTy- 
下 了 


所 以 (6.4.3) 式 中 剩 下 的 更 些 项 胜 等 从 需 ,此 即 : 
Yo ~ pni(X)=0. (6.4.5) 


蕊 能 级 满足 条件 (a ) 与 (5 ) 在 局 部 上 事 示 出 来 正好 就 是 (6 .4.4) 导 
'6.4.5) 十 式 ,办 人 算 : 


(a) praX = (paX)Fiep = rT(X)Rop= > apiR sp 一 凡 
mb) Et = Er 2 apiFiop = ,a(Xp)F op + 2 apsExB) op 
= 2 {aXp) + 2 ap.rX As 
t J 
= > afp -> 了 Pr) op 
i J 
= 0. 


忆 此 根据 引 | 理 6.4.i1 认 有 六 = 了 。 口 
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我 们 来 考虑 古典 力学 中 所 谈论 到 的 在 R' 中 的 e 个 粒子 ， 设 加 ，，.…… 
"mm. 分 别 篇 其 质量 。 由 於 任何 两 粒子 不 可 能 同时 佑 据 辣 一 位 置 。 因 此 这 个 
拉 子 系统 的 状 位 空 半 (configuration space ) 人 就 是 RR'' 中 的 一 个 子 集合 
- 假如 第 上 个 粒子 的 座 标 仍 : 
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(31-2, x3'-1, x3) 
则 对 中 的 点 就 是 在 尺 “ 中 能 纲 满 足 对 於 所 有 工头 三 都 有 : 
Cr3t-2 一 X32)2 十 (X31 一 X31)2 十 (X3! — x37)2 区 0， 


过 人 性 质 之 所 有 点 的 集合 ,因此 放 是 RR“ 中 的 一 个 开 子 流 形 , 市 且 其 雄 数 角 


3e2 。 
假设 施加 於 第 i 个 粒子 的 力 场 的 三 个 向 量 分 记 镶 : 
(Fat 2, Kai-1, Fs) 
则 运动 方程 式 赚 篇 : 


d2xat-s 
2 《不 取 和 ) 


Fa -au 三 111 


其 中 =1...,e 双 cg=210。 息 简化 起 昆 今 : 
ki = ks = ks = mi, Kk, = ks = ke = ma, 等 等 


则 上 面 方程 式 多 成 : 
dx -~ 不 6.5.1) 
k = 矿 (不 取 和 ) (6. 


其 中 i = 1,..., 3e 。 如 果 有 一 个 位 能 函数 U 和 存在， 册 壹 些 力 成 分 下 ,可 以 
答 镶 = 一 9U18Xi 

过 个 系统 另外 一 个 特色 就 是 存在 一 倡 动能 (kinetic-energy ) 横 数 于 
， 就 是 所 有 过 e 个 机 子 之 动能 的 和 。 这 是 这些 粒子 之 速度 的 画 数 ,内 此 可 
以 认 角 就 是 团 束 THM 上 的 两 数 。 车 v = vi 0.(m)e M,，, 旧 动 能 的 率 模 公式 
局 : 


K= 了 二 to9> 
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由 於 在 每 个 用。 上 太 都 是 一 个 二 次 形 ， 因 此 可 以 对 其 加 以 偏 极 化 ( pola- 
rized )( 请 看 第 2.21 季 ) 以 得 到 好 上 的 一 个 黎 曾 测 距 使 得 其 能 量 画 数 正 
好 就 是 我 们 的 和 能 到， 此 即 满足 : 


《 ，>》= Dk(dx'® dx0. 


过 个 特别 的 黎 曼 测 距 就 叫做 M 上 的 动能 测 距 ( kinetic -energy metric ) 。 
在 目前 讨 齐 的 过 简易 实例 中 过 测 距 是 仿 射 的 。 内 此 其 测 地 凿 是 R* 中 的 址 
稼 。 当 力 场 仿 圭 ,已 ,=0 之 时 ，(6.5.1) 式 之 解 正 好 就 是 测 地 艇 。 过 结果 
也 可 以 彼 推 广 到 更 一 般 的 系 圾 。 

现在 想 要 从 我 们 序 学 过 的 一 些 结 构 ( 黎 曼 及 漠 米 顿 ) 的 角度 来 重新 检 
验 上 面 间 个 实例 。 我 们 可 以 把 二 中 的 运动 微分 方程 式 看 成 是 状 位 空间 之 切 
束 上 的 一 个 向 量 场 。 可 是 男方 面 从 物理 舟 度 的 考 氏 ,一 个 力 场 征 麻 设 是 一 
个 香 微 分 形 而 非 铅 量 场 。 因 侣 , 所 以 能 显明 有 力 场 存 在 就 是 因 镶 粒子 沿 荡 
各 个 路 笃 超 动 时 必 有 岳 做 功 (wo 本 ) 。 至 於 所 做 功 之 值 如 何 被 指定 到 各 修 路 
笃 上 正好 就 等 从 一 个 单 形 治 著 过 路 径 的 积分 值 。 可 见 一 ' 侦 力 场 是 补 和 看 如 一 - 
僵 香 形 。 尤 有 进 者 ,一 个 力 场 常常 可 以 给 成 是 某 个 位 能 场 U 的 微分 形 而 宕 
身 一 aU 我 们 知道 说 著 一 条 曲 入 所 做 的 功 是 丛 诞 粒 子 的 袖 量 无 瑙 的， 因 
此 在 (6.5.1) 式 中 所 亭 水 到 的 质量 应 设 裤 追 泌 到 我 们 车 构 的 其 他 部 分 才 对 
。 把 一 个 记 篇 单 形 的 力 场 改换 成 名 一 个 出 现 於 (6.5.1) 式 中 记 震 向量 学 的 
力 场 是 溪 过 前 述 的 动能 测 距 来 将 切 向 量 与 狠 切 向 量 互相 认同 的 。 因 此 力 思 
形 与 动能 沽 距 钓 交互 作用 已 经 足 鲍 表 示 一 个 古典 力学 向 题 的 结 机 了 , 我 午 
到 底 在 位 闲 地 方 还 需 用 到 折 外 的 兴 米 顿 粘 构 呢 ? 温 间 题 的 回答 似乎 是 在 遂 
三 简章 的 实例 误 ， 我 们 鼓 然 不 需 用 到 泪 米 顿 千 构 ， 可 是 若 把 汉 米 顿 糙 构 用 
进来 务 会 很 方便 ， 又 能 帮助 我 们 做 更 深入 的 透 祝 与 脓 解 ,同时 可 以 有 机 会 
推广 到 较 夜 亲 较 一 般 的 条 烷 。 施 然 已 有 在 T*M 上 的 漠 米 顿 系 坑 可 用 ， 我 
们 不 妨 就 大 驹 的 用 下 去 。 过 时 第 6.2 和 节 中 的 一 些 抽象 化 的 定理 立即 可 以 自 
然 的 破 翻 澡 成 一 些 有 天 和 动量 保存 (conservation of momentum ) 的 重要 定 
理 。 

炉 括 来 藩 对 於 力 学 系 壶 的 一 候 可 行 的 数学 模型 会 由 下 列 各 项 所 租 成 : 

(a) 一 个 状 位 空间 M 。 
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”一 候 力 刀 忆 ， 此 即 一 个 在 并 上 的 单 向 分形 。 

k) 一 个 动能 铀 上 距 < ，> 、 靠 著 这 售 测 距 我 们 就 有 可 微 同 肛 映 射 & : 
TM 一 了 ”YM, 因此 可 以 记 执 道 的 启 量 场 以 及 所 有 其 他 的 特 微 全 都 看 如 T*M 
中 的 束 西 。 换 车 之 ,我 们 透 过 动能 测 臣 来 对 一 个 速度 指定 一 个 动量 。 

@ 在 7 MH 上 的 标准 汉 米 顿 夸 榴 。 

现在 就 坛 善 把 上 面 的 壬 例 中 的 所 有 车 构 都 考虑 到 T*M 上 来 ,而 且 使 
用 其 中 的 局 部 座 标 娟 ,= Pa, 及 9 = 2 op 来 加 以 玫 速 。 则 过 时 粒子 的 雪 
道 微分 方程 式 ，(6.5.1) 式 就 对 应 成 ?hf 中 动量 的 路 径 所 满足 的 一 阶 微 
分 方程 式 : 


:1 dp _ - 
3 = 天 Po R= hep (6.5.2) 


因此 动 相 空 间 T*M 上 就 定 闵 出 一 个 流 稼 来 ， 其 向 量 场记 
,0 ， 8 
7- 了 (2 jt Fe Pw) (6.5.3) 


我 们 也 把 提 向 量 场 之 积分 曲 入 照样 称 岛 轨道 ( trajectories ) 。 
使 用 了 “MW 上 标准 泪 米 晤 精 构 之 运算 Q 的 公式 (6.2.3) 我 们 能 得 出 : 


区 
QOX= -ORY to Rpd 
一 = —ar -i 已 本 大， (6.5.4) 


其 中 : 


lp 
=i. Ker 


是 TM 上 的 芽 能 ,而 =F.dx” 人 镶 肝 上 的 力 场 。 如 果 浊 个 力 场 是 个 位 能 
场 (Potential field ) ,此 即 存 ; : 某 个 位 而 数 品 使 得 下 = 一 dU, 旧 若 全 
VV =U。 p ,我 们 就 得 到 T*M 上 13 漠 米 顿 画 数 ,此 即 才 个 系 坑 的 粮 能 量 : 
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H=T7T+V. 
壮 时 我 们 可 以 将 (6.5 .4) 式 写成 : 
QOX= 一 CE 


所 以 由 定理 6.2.4 以 及 显然 的 性 质 {如 ,一 太 } = 0 可 以 立即 精 论 出 沿 著 所 
有 的 轨道 上 , 五 的 值 都 是 常数 。 遭 定理 就 吓人 数 能 量 保存 定律 或 能 量 不 波 定 
律 。 更 一 般 来 六 由 定理 6.2.4 可 知 一 个 在 T*M 上 的 函数 卫 沿 著 所 有 南 道 
上 算 坊 常数 的 充 要 人 条 件 就 是 : {f/f,H}=0 ,或 即 : (Vadf)H=0，。 

现在 若 假 设 位 画 数 UV 只 与 粒子 之 间 的 距 内 有关 , 则 在 ` 尽 : 本 身 的 任何 
欧 氏 运动 之 下 UV 都 保持 不 名 。 着 把 慎 样 的 欧 针 运动 延 拓 到 7 R*" 上 , 则 每 售 
粒子 的 动能 都 能 礁 持 不 枝 。 如 果 考 虑 尽 : 上 的 一 个 欧 氏 运动 ,而且 在 R' 的 
2 个 乱 本 中 都 考虑 同一 殉 乓 运动 ,这些 合 在 一 起 就 可 看 成 是 R”* 中 的 一 个 
可 微 同 且 8” 。 显然 许可 以 认 篇 是 尺 ”*” 中 在 9 之 下 的 一 个 不 变 子 集合 ( in- 
variant subset ) 。 最 后 我 们 渤 可 以 把 8 延 拓 到 T* 计 上 ,而 得 到 (9*)' 
` 。 过 几 所 以 要 考虑 逆 映 射 垮 的 是 使 其 投射 正好 等 於 p , 因 镶 p* 是 把 微分 
形 往 回 拉 而 非 往 前 推 。 在 适 个 延 拓 (extension ) (pg*)-! 之 下 ,了 及 和 能 
保持 不 绰 ,因此 互 就 保持 不 灾 , 而 有 : 如。g* = 已。 

现在 考虑 中 上 的 一 个 平行 的 向 莉 场 : 


Y = ad, 十 6, + co, 


其 中 a ,2 及 < 需 一 些 常数 。 则 过 平行 向 量 场 的 流 御 俘 平 移 ( translations 
) 所 构成 的 埋 人 参数 群 。 把 这 向 量 声 延 拓 到 肝 上 得 出 : 


Z = a0/ex-? 十 六 ajaxatrl 二 calaxat 
i=1 
知 再 进一步 廷 拓 到 了 T*4U 上 就 得 出 了 的 标准 提 界 ( canonical jiift )-VaP, 
( 参天 定理 6.3.2 ) 。 如 果 U 只 哩 与 距 肉 有 关 , 则 万 在 -7 cdP， 的 流 线 之 
下 会 保持 不 炙 ,此 即 鼠 沿 鞭 过 个 -了 cdP; 的 积分 曲线 伟 常 数 。 再 使 用 定理 
6.2.4 立即 看 出 Pz 沿革 轨 道上 镶 常 数 。 这 就 称 镶 秒 性 勤 量 ( linear 
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momentum ) 的 保存 ( 或 未 减 ) 定律 。 完 全 类 似 的 考虑 ,但 是 把 Y 间 四 量 
吉 换 成 镶 只” 上 其 流 线 坑 浇 某 公演 旋转 的 音 参 数 群 . 则 我 们 就 能 得 出 角 动 
量 ( angular momentum ; 的 不 减 律 。 

事实 上 六 不 需要 把 上面 的 分 析 限 制 到 只 考虑 R” 上 2 个 粒子 的 情形 ， 
或 者 限制 只 考 赎 其 动能 测 距 震 优 射 的 情形 。 只 要 引入 遂 当 的 一 些 对 於 粒子 
忆 位 苇 及 速 涝 的 拘 东 条件， 我 们 可 以 得 出 更 -- 般 的 力学 条 杭 。 像 我 们 在 第 
1 .2 (C00 师 所 考 记 的 公所 就 是 一 个 好 例子 。 一 个 能 忽 对 某 固 定点 任 普 旋转 的 
刚体 ( rigid object ) 之 状 位 空间 可 以 看 如 三 条 的 实 射 影 空间 RP' 。 

如 乐 某 一 个 力学 系 太 中 所 有 对 於 某 粒子 之 速度 所 加 芥 的 拘束 人 条件 全 部 
蔡 洒 以 由 那些 对 於 设 粒子 之 记 著 所 加 和 给 的 拘 东 伐 件 来 推 亲 出 来 , 出 这 种 和 采 
统 就 称 贷 是 个 整 蓝 ( holonomic ) 的 系 入 。 在 这 种 系 入 中 ， 状 位 空间 好 的 
每 一 个 切 向 量 一 定 切 於 某 人 条 雪 道 。 因 此 记 有 可 能 之 速度 所 构成 的 集合 就 等 
於 了 7 4 全体 。 如 系 同 样 各 些 粒 子 破 看 成 是 在 R” 中 , 则 其 状 位 空间 好 就 球 
成 是 尺 “ 吉 各 一 个 子 波形， 其 礁 数 正好 等 於 站 系统 的 自由 许 。 把 上 面 所 考 
谍 的 动能 测 虐 跟 制 到 太 上 来 仍 能 用 以 将 TMM 认同 入 T*M , 因此 后 者 就 是 一 
个 整 卓 的 节约 之 动 相 空间 。 力 场 下 仍然 是 MM 上 的 一 个 单 形 ,而 动能 画 数 了 
定义 於 了 7 4 好 ,至 其 各 7 M 上 的 坝 道 流 粮 则 可 以 妇 前 给 伪 : 


如 果 交 力 场 驴 等 ， 则 居中 的 霸道 读 是 这 个 动能 测 距 的 测 地 入 ， 正 如 定理 
6.4,1 所 示 。 

如 有 果 送 力 场 是 个 位 能 塌 一 4 ,我 们 可 以 照 上 面 定义 出 漠 米 顿 西 数 
忆 = 了 + 。 过 时 了 村 上 的 运动 方程 式 可 以 由 向 量 场 -Y ded 玉 来 和 给 出 。 因 
比 若 取 p，, 49" 坊 了 7 M 上 之 模 准 结 千 的 沟 米 瑟 座 标 , 刚 运 动 方程 式 正 是 涌 
常 所 苯 的 Hamilton~-Jacobi 方程 式 : 


da 9 dp _ oH 6.5.5 
A = pr di 一 - 891 {4. .> 


运 些 分 析 的 一 大 好 处 在 於 我 化 名 道 我 们 可 以 使 用 任 息 的 漠 米 顿 束 榜 。 
譬如 碟 ， 我 们 个 见得 必须 要 求 适 些 座 标 要 由 上 的 座 标 * ' 得 来 而 肥 : 
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P= Fa 以 及 9 一 全 o0. 


事实 上 我 们 可 以 党 试 去 找 出 适当 的 汇 米 顿 座 标 来 使 电 的 表示 式 网 得 您 简单 
仿 好 。 特 别 如 果 我 们 能 兔 把 { 了 ,已 } = 0 的 解 ( 包含 及 本 身 ) 拿 来 放 在 座 
标 中 ， 则 除了 在 指明 其 始 值 的 场 台 以 外 ,过 些 座 标 全都 不 见 了 ， 而 使 得 壮 
系统 表示 起 来 更 加 简 沁 。 

与 上 面 简单 的 情况 相反 , 如 果 某 一 个 力 亩 有 系 坏 中 对 长 速度 所 加 的 某 些 
拘 东 人 条件 无 法 从 那些 对 位 起 所 加 的 拘束 条件 来 蒜 引 出 来 , 则 过 系 绞 称 坑 草 
整 则 ( nonholonomic) 的 系 杭 。 过 种 系 入 中 最 常见 的 要 算是 那 种 在 状 位 空 
关 好 的 每 一 点 ， 其 速度 拘束 妖 件 车 吉米 人 性 的 系统 ， 因 此 党 和 禄 系 坊 就 决定 了 
4M 上 的 一 偶 切 做 万 。 过 样 的 系统 也 被 称 坑 是 一 个 线性 的 非 整 旭 系 往 。 如 果 
过 时 的 切 做 六 是 完全 可 积分 的 ， 则 其 极 大 的 积分 子 流 形 就 将 W 切 片 而 沟 成 
镶 一 族 整 上 则 的 条 入 ,此 有 即 : 对 从 每 偶 起 始 的 状况 ( initial state ) .存在 
一 些 额外 的 网 从 位 置 的 附加 休 件 可 以 给 出 一 个 整 则 的 系 纹 ,是 能 包含 过 起 
始 状 沉 之 坝 道 的 。 如 果 所 考 争 的 是 一 个 一 般 的 非 整 风采 太 . 那 麻 其 中 的 拘 
束 休 件 就 次 定 了 了 人 对 中 的 一 个 子 流 形 @ ,其 中 好 当然 是 指 过 系 态 的 状 亿 空 
间 .还 时 可 以 定义 了 * 李 中 的 子 流 形 已 = p 1Q 需 乔 系 统 的 动 相 空间 ( ph- 
ase space ) 。 由 众 力 场 可 能 优 法 跨 速 度 拘 束 休 件 相 诸 调 ,内 此 我 们 在 
考 错 床 动 方程 式 (6 ,5.2) 时 必须 把 P*F 局 限 到 翻 相 空间 PP 之 上。 过 其 中 的 
前 面 4 伐 方 程式 dg '/dt = pi /ks 完 今 不 驾 ,只 除了 我 们 把 fp， 解 秋 角 限 
制 到 已 之 上 。 原因 是 台 些 方程 式 只 不 .有 表明 工 *M 中 的 曲 纱 正好 就 是 站 让 
曲 糠 的 速 谋 向 量 场 被 :村 换 而 得 出 的 。 可 是 再 下 一 步 对 应 於 方程 式 (6. 
5.4) 时 就 行 不 通 了 ，, 因 人 角道 时 人 0 耕 P 强 成 是 返 化 的 ,而 不 再 是 个 汉 米 是 
结构 了 。 骸 证 明 Q 的 过 种 退化 人 性， 我 们 只 需 注 悉 一 个 非 整 则 的 系统 在 局 性 
上 可 以 厌 著 下 休 如 下 的 拘束 修 件 来 定义 出 来 : 


ap, = 之 fp i= !1,...,k, (6.5.6) 


其 中 力 , 是 W 上 某 轿 褒 标 系 未 的 3 动量 成 分 ( 温 几 90:= 9/ox'* ) 。 荐 
者 不 妨 自 行 屋 明 当 我 何 把 (6.5.6) 式 代 进 : 
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Q = dp, A dq!, 


时 ， 其 秩 权 计算 只 六 2(a 一 万 )， 可 是 忆 的 炊 数 般 角 dim P= 2d -上 , 沁 
此 台 二 微分 形 是 退化 的 。 

一 个 出 球 在 一 个 曲面 上 滚动 若 不 产生 任何 溜 滑 ( sliding ) 现象 ， 草 所 
得 的 系 航 是 一 个 粮 性 的 非 整 划 系 梳 。 运 时 的 钛 位 空间 和 与 出 球 会 瘤 融 时 的 倩 
形 一 样 ,因此 仍然 是 五 雁 交 。 可 是 巡 轩 对 於 速度 御 加 入 了 南 条 绿 性 的 拘束 
休 件 而 使 得 和 相 空 间 忆 篇 8 礁 。 可 是 另 方面 过 速度 切 售 范 非 乱 可 积分 的 ， 
因 入 任何 一 侦 状 位 都 可 以 由 任何 男 一 个 状 位 藉 著 足 钢 的 六 动 来 得 出 。 

我 们 在 以 下 的 杰 季 都 假 训 所 考 碟 的 条 碗 是 整 则 的 又 和 烷 。 


6.6 状况 空间 (state space ) 


在 上 面色 分 析 中 我 们 闫 没有 考 上 种 力 场 可 能 会 随 著 时 间 而 变化 。 可 是 就 
算 力 场 隧 著 时 间 而 和 化 ,我 们 的 分 析 也 不 致 从 全 然 失 效 ， 因 袁 很 简章 我们 
只 需 把 时 间 /加 进 求 以 做 驴 一 个 额外 的 参数 就 可 。 半 时 运动 方程 式 (6.5. 
2 ) 仍然 成 立 ,只 不 过 必 有 质 记 住人 过 时 的 不, 。p 半 不 是 定 闵 在 T*M 上 , 出 是 
定义 在 3S= 了 ”*Mx RL 。 富 然 对 於 通 哲 外 的 攀 数 上 ， 我们 必须 补 人 另外 -一 
铎 方程 式 : 


dt/dt = 1}. 


因此 (6.5 .3) 式 所 科 的 向 量 场 4 说 设 改 请 成 : 


/pio 0 吃 四 
A = / 一 EE. [1 An 一 i 1 


当然 我 们 也 可 以 把 以 前 那个 X 解释 储 一族 随 著 参数 而 变化 的 定义 外 了 他 
上 的 向 最 场 ， 因 此 (6.5.4) 式 仍然 有 瑟 义 。 我 们 把 汪 称 坑 吉 系 和 统 的 状况 衬 
乔 | 。 

如 果 系 统 中 的 力 场 是 某 俩 在 了 有 ”WM 上 随时 间 而 硫化 之 位 函数 ”=L" 户 
之 位 能 场 , 则 4 中 的 成 分 (3V/ 9t )dt 内 加 以 丢 秦 , 而 有 : 
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8 os 

X= -VanHt+ 可 ; (6.6.2) 
其 中 六 = QT7! 。S 上 的 一 个 珊 数 三 在 雪 通 上 篇 常数 的 人 条件 : 人 =0 ,可 
以 高 成 : 


LA H} + 之- 0. (6.6.3) 


俩 微分 方程 式 (6 .6.3) 的 一 个 解 了 就 称 坟 是 有 运动 方程 式 的 一 个 第 一 积分 。 
知 想 简化 运 支 方程 式 的 局 番 座 栋 表 示 式 ， 明 是 的 做 法 束 是 把 仙 多 的 第 一 入 
分 拿 来 做 马上 的 座 标 亢 数 使 用 。 可 是 在 与 时 间 有 关 的 情形 下 ,要命 的 是 
我 们 的 疯 米 幅 画 数 妃 不 再 是 一 个 第 一 积分 ， 因 所 ; 


{H, H} + 3/ar = 38H/et #0 
因此 这 系 竺 的 灵 能 量 蒜 人 无 法 保持 不 释 。 
6.7 切 租 坐标 
考虑 卡 氏 乘积 的 投射 : 
q: T*M x R—>T*M ,gq(mt) = nn, 


则 由 了 ”AU 上 的 标 竟 单 形 9 我 们 可 以 得 出 S 上 的 一 个 单 形 g9*0 。 角 方 便 起 
见 我 们 在 谷 号 上 不 区 分 6 及 gqg*9 ,因此 直接 就 用 8 来 代表 S 上 的 一 个 单 形 
。 而 定义 : 


w= 0— dt 


入 T*M x R 上 的 标准 切 镜 形 ( canonical contact form ) 。 营 表 角 特别 的 
率 夸 : 


Pi= Po 以 及 9 = xiop 


我 们 有 : 
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w= pdg'— dt. (6.7.1) 
S 上 的 一 租 座 柑 忆 ，, @”, w 若 能 使 得 w 用 这 租 座 标语 起 来 其 形状 各 (6 .7. 
1) 式 相 似 ,此 即 : 
w= PidO! — du. (6.7.2) 
则 过 租 座 模 就 称 储 是 一 组 切 般 诬 标 (contact coordinates ) 。 对 (6.7.1) 
及 (6.7 .2) 式 取 其 外 尊 数 可 得 : 
Q = dp A dg! = dP A dot (6.7.3) 


换言之 ， 二 微分 形 9Q 在 所 有 切 盘 座 标 条 炮 中 的 样子 和 皆 相 同 。 因 此 ,如果 考 
详 T*S 中 由 dps 及 dg ”所 张 开 来 的 儿 切 体 ,上 则 间 儿 切 体 完 全 跟 由 dP ,及 
dQ 所 张 天 来 的 余 切 做 素 ” 相等 (过 他 切 优 就 是 在 上 映射 8 :了 3 一 人 > 之 
下 床 来 切 体 的 映像 ) ， 请 参考 定理 2.23.1 。 和 过 有 时 与 之 相 件 随 的 切 作 到 因 
此 必 是 一 枞 的 ， 而 由 9/Z20 或 3/9w 所 和 生成。 可见 这 两 个 向 量 场 3A31 吧 
0/ 6x 引 寻 特性 相关 ,此 妈 : 


B80u = f Ofa1. 
但 是 另 方面 : 
《aj/au w> =《861/6u du = 1 = 《f 0/0t, wo) = 1K0/01, dt> = 大 


因此 得 证 : 3/ 34 = 0/91 。 换 吉之 ,向量 亏 9/0 可 由 ww 唯一 的 决定 ， 而 
尽 任 何 一 个 切 鳃 座 标 系 坏 中 的 座 标 向 量 扬 。 而 妆 即 可 得 如 下 的 车 戎 : 


& = 上 十 某 个 户 。 及 9 的 函数 


现在 要 证 明 执 道 可 由 w ， 以 及 单 艇 分 形 r = dT 十 p*F ,还 有 达 能 
函数 工 所 决定 。 首 先 我 们 有 i(9/3t )9 = 0 , 因此 在 S$ 上 党 我 们 考虑 新 的 
抽 道 场 症 岛 (6.6.1) 式 时 ,方程式 《6.5.4) 仍然 成 立 ,此 即 : 


i(X)Q = 7. (6.7.4) 
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运费 明 + 糜 设 落 在 儿 切 俐 E* 之 中 。 其 次 ,我们 由 (56.6.1) 及 (6.7.1) 式 
可 得 : 

《zw> 一 27 一 1 (6.7.5) 


所 以 只 需 由 (6.7.4) 及 (6.7.5) 这 两 式 以 及 下 面 的 定理 ,我们 就 能 得 出 
所 想 要 的 精 果 。 


定理 6.7.1 假设 * 人 坑 诊 切 侯 及 中 能 被 3/01 所 消减 的 随便 一 个 音 形 ， 
而 今 了 需 > 上 的 一 个 商 数 , 则 存在 唯一 的 一 个 向 量 声 天 满足 : 

(a) 元 ) 一 

( 《和 w> 三 让 


证 明 庆 要 :版 无 = 扩 01apl+8818g! 十 318 7 = atdpt + bidg! ， 然 
合计 算 龟 及 问 的 座 标 表 连 式 。 口 


现在 假设 P, .8@' 坑 T "六 于 的 漠 米 瑟 座 标 ， 则 有 : 
MPdeC ~ pdg) =0-0=0, 
因此 由 定理 4.5 .1 Poincare 引 理 之 道 可 知 存 在 一 个 画 数 了 满足 : 
PdQ’' ~ pi dq! = df. 

若 颇 4=t+f 则 有 w= PadQ! -加 。 因 此 P， ,8 ',w 正好 是 一 组 切 篇 
府 杆 。 注意 关上 时 了 P, 及 @' 篇 T*M 上 的 商 数 ,我 们 就 称道 种 特别 的 切 盘 座 
标 篇 彰 次 切 解 座 标 ( homogeneous contact coordinates) 。 容易 发明 任何 
一 个 讲 次 切 解 奉 标 一 定 就 像 上 面 一 样 可 以 由 江 米 坛 座 标 得 来 。 因 此 切 鲁 座 
标 是 一 种 比 江 米 申 座 樟 更 镶 一 般 的 座 标 条 烷 。 既 然 操 作 切 篇 座 标 系 攻 具 有 
更 多 的 自由 度 , 直 些 座 标 有 系 碗 就 能 粘 我 们 带 来 更 强 的 简化 力 。 
6.8 人 切 解 流 形 

一 个 炎 数 般 d = 2r + 1 的 流 形 帮 之 上 车 存在 某 个 特定 的 单 微 分 形 w 江 
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是 条 件 : 
w A (dry #0. 


我 们 就 褒 这 流 形 上 上 共有 一 个 妃 触 结构 ( contact structure ) 。 一 个 具有 切 
般 烙 构 的 流 形 就 称 念 切 蚀 流 形 ( contact manifold ) 。 过 时 所 考虑 的 单 形 
w 也 称 坊 一 个 切 解 形 ( contact form ) 。 注音 在 上 面 定义 条件 中 dw 的 办 
次 蕊 指 外 积 运 算 。 
就 如 同上 面 所 讨论 的 在 T*M x R 上 的 村 竟 切 解 结 柳 一 样 ,我 们 可 以 在 
一 依 习 和 钥 流 形 上 得 出 一 个 一 维 的 切 做 尽 以 及 其 件 随 的 余 切 做 EE* 。E 可 以 
证 念 是 由 Q = dw 所 洽 减 的 空间 , 此 即 : 向 量 场 Y 落 在 瑟 中 当 且 叭 党 
i (了 )Q = 0。 男 方面 若 把 8 看 成 是 从 切 向 量 到 徐 切 向 量 的 映射 , 则 Be 可 
以 看 成 下 映射 的 值 域 ， 和 如 果 淮 一 步 加 入 人 条件 < 了 ,w> = 1 ,我们 可 以 在 E 
中 挑 出 一 租 特别 的 基 。 我 们 也 把 满足 半 窒 人 外 条件 的 向 量 场 YE EE 叫做 一 个 
团 镶 问 量 场 , 一 般 都 能 证 明定 理 6.7. 1 对 从 随便 一 个 切 解 千 构 均 能 成 六 。 
在 一 倘 切 角 流 形 上 如 果 一 和 组 座 标 系 坑 : 


Po 9 bi=1,...,r, 
能 使 得 其 切 解 形 写 起 来 正好 等 於 : 


w= pdgqi:— dt. 


则 运 扔 座 标 就 中 做 切 解 座 标 。 由 下 面 芝 个 Darboux 定 理 ， 我们 知道 切 饥 座 


定理 6.8.1 假 必 是 个 定义 於 因 会 1 之 郑 域 上 的 单 形 。 
@) 如 果 在 mr 点 之 某 部 城 上 : 
wA (dw)* = 0 以 及 (dw)**1 二 0 


可 是 在 关 芭 公有 (do 六 和 0 及 wo。 关 0， 则 必定 存在 座 标 系 统 基 加点 之 其 
部 域 : 
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pq = 1 .Ah Le (ca 一 l,...,d — 2k) 
使 得 正好 : 


让 
au 三 > 2 dq'. 
tw 


(b) 如果 在 吉 点 之 某 郑 域 上 (dw)"** = 0 ， 可 是 在 区 点 彻 有 : 
wn A (dwn)” #0, 
则 必定 存在 在 产 点 某 卷 域 上 的 一 租 座 模 系 梳 : 
psaq (i= 1,...,k), tu (ea=1,...,d— 2k— 1) 


使 得 正好 : 


不 
二 > pidg: — dt. 
t= 


注意 在 定理 催 项 中 当 = ” 时 就 指出 一 个 切 蟹 流 形 上 一 定 存 在 有 切入 
座 栋 。 

假设 放 是 个 切 般 流 形 而 。% 角 其 上 的 切 盘 形 。 则 由 过 个 w 所 朝 开 6 和 通 切 
做 之 相 巍 的 切 作 就 是 由 w 所 消减 的 2r 雁 团 信 D ,和 给 馈 


Dm) = {x € Ma | Cx, w> = 0}. 


过 个 忆 就 称 念 切 角 切 伟 ( contact distribution ) 。 

一 个 M 上 的 可 微 同 胚 三 若 能 满足 /so 去 im 一 其 中 已 是 MW 上 的 两 数 ， 
在 每 点 和 些 不 息 圭 , 则 了 就 称 驴 是 愉 上 的 一 个 切 钙 转 换 ( contact trans- 
formation ) 。 上 面 道 定义 条件 也 可 以 写 友 /DPD=D 。 使 用 第 4.10 第 昌 
的 技巧 能 广 明 DD 之 积分 于 流 形 中 其 雁 数 最 高 的 驴 ”> 。 不 仅 如 此 ， 若 取 户 ， 
gq“, t 角 一 租 切 盘 座 模 ， 则 所 有 的 座 模 切 片 9' = c' ,t=c 都 是 D 的 ?+ 灯 
积分 子 流 形 。 因 此 我 们 可 以 使 用 下 列 定理 来 车 述 一 个 切 惫 转换 : 
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定理 6.8.2? 切 盘 流 形 M 上 的 一个 可 微 同 且 能 钢 把 PD 的 每 一 个 权 高程 三 和 
分 子 流 形 都 映射 到 万 的 另 一 个 千 分 子 流 形 中 的 充 要 人 条 件 是 过 个 可 组 辣 蛤 由 
MM 上 的 一 个 切 篇 转换 0 
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